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On considere deux plaques métalliques dans le vide, proches I'une de I'autre. Elles subissent alors une
force qui les attirent. Cette force est due aux fluctuations du champ électromagnétique.

1. On considére pour U'instant un probléme unidimensionnel (I’espace est une droite). Déterminez
par analyse dimensionnelle I'expression de la force (& une constante multiplicative pres) s’exergant
entre deux “plaques” (qui sont en fait des points dans notre monde unidimensionnel) distantes de a.

2. Le hamiltonien s’exprime sous la forme H = >~ wy( aLak + %) (on se place dans les unités ou

h=c=1). Quelle est I"énergie du vide E(a) (c’est a dire (0[H|0)) ? La présence des plaques impose au
champ d’étre nul au niveau des plaques. Ceci nous sélectionne certaines valeurs de w dans la somme
précédente.

3. Remarquez que la somme précédente n’est pas convergente. On trouve donc une énergie infinie...
Pour donner un sens & notre expression, on va soustraire une partie divergente de notre expression
(apres tout, I’énergie est définie & une constante additive prés). Pour cela, calculez 1'énergie du vide
Eo(a) en labsence des plaques dans un segment de longueur a. Cette énergie est également infinie.
En fait, la présence des plaques change I'énergie de

AE(a) = E(a) — Eo(a) = %{Zn—fn dn} (1)
n=0

différence de deux termes infinis qui (avec un peu de chance) est finie. On va maintenant donner un
sens a cette expression.

4. La méthode utilisée pour calculer la différence de deux termes infinis est :
a) régulariser les expressions, c’est a dire introduire un parametre & tel que pour & fini, chaque terme
est fini et pour & = 0, on retrouve les expressions initiales ;
b) En présence de cette régularisation, on calcule chaque terme, puis on fait la limite 5 — 0.
Ici, les divergences proviennent du comportement a grande fréquence. Pour régulariser nos expressions,
on multiplie la fonction a sommer (intégrer) par une fonction de coupure : n — n fs(n). La fonction de
coupure décroit rapidement a quand sont argument est grand, et est proche de 1 pour des arguments
petits. Montrez que si fs(n) = exp(—dn) on sait calculer chaque terme et que, dans la limite & — 0,
la différence des deux termes est finie.

5. On peut vérifier que le résultat obtenu est indépendant de la fonction de coupure choisie. Pour
cela on utilise la formule d’Abel-Plana’ :

1;}F(n) — L F(n)dn = EF(O) + 1J'o 7exp(27tt) —

(F(it) — F(—it)) (2)

Remarquez que, dans le membre de droite, on peut effectuer la limite &6 — 0 avant d’effectuer l'inté-
grale car I’exponentielle au dénominateur fait converger l'intégrale. On donne la avaleur de l'intégrale
o t/(exp(2mt) —1)dt =1/24.

6. Déterminez la force qui s’exerce entre les plaques en calculant la dérivée de 1’énergie par rapport

N

a a.

7. Considérons maintenant le probleme tridimensionnel : deux plaques de surface S sont mises en
vis-a-vis & une distance a I'une de I'autre (a? < S). Les plaques métalliques sont conductrices, ce
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qui impose, en particulier, que la composante du champ électrique normale aux plaques s’annule sur
les plaques. On s’attend a ce que la force s’exercant sur les plaques soit proportionnelle a la surface.
Déterminez par analyse dimensionnelle I'expression de la force (& une constante multiplicative pres)
s’exergant entre les deux plaques.

8. Exprimez ’énergie du vide entre les deux plaques E(a), ainsi que I’énergie du vide Eg(a) dans
le méme volume en ’absence de plaque.

9. On régularise les deux énergies précédentes en multipliant la fonction & intégrer (& sommer)
par une fonction de coupure fs(n). En utilisant la formule d’Abel-Plana (2), déterminez la différence
E(a) — Eo(a) dans la limite ou & — 0. On donne la avaleur de l'intégrale fgo t3/(exp(2mt) — 1)dt =
1/240. Déterminez la force s’exercant sur les plaques.

Electrodynamique scalaire

On considere un champ scalaire complexe ¢ couplé & un champ vectoriel A . Le lagrangien de ce
probléme est donné par :

£ =(Du¢)"(D*¢) —m?¢"¢ — }‘FWF*w 3)
avec, comme d’habitude F, = 0,A, —0,A, et D, =0, +1ieA,.
1. Vérifiez que le lagrangien est invariant sous la transformation de jauge A, — Ay, + 0, A,
¢ — ¢ exp(—ieA), ot A est une fonction arbitraire.
2. Quel est le courant de Noether | associé a une transformation de jauge avec une fonction A
uniforme et infinitésimale 7 On notera | = Aj

3. Déterminez les équations du mouvement associé aux champs ¢, ¢* et A, et exprimez cette
derniére en fonction du courant de Neether trouvé a la question précédente. Conclusion ?



