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1 Équation de la di�usionOn 
onsidère l'équation de la di�usion (ave
 D = 1) donnant la probabilité P (x, t) qu'une parti
ule soiten x à l'instant t :

∂P

∂t
=

∂2P

∂x2
,ave
 la 
ondition initiale P (x, 0) supposée 
onnue.

⊲ 1-1Déterminer l'équation véri�ée par la fon
tion 
ara
téristique φ(u, t) de P (x, t) :
φ(u, t) =

∫
eiuxP (x, t)dx.En déduire φ(u, t).

⊲ 1-2En prenant la transformée de Fourier inverse, montrer que l'on a
P (x, t) =

1

2
√

πt

∫
dx′ P (x′, 0)e−

(x−x′)2

4t .En déduire la solution dans le 
as où P (x, 0) = δ(x).2 La formule de Bla
k-S
holes pour un �
all�Dans le 
ours nous avons démontré l'équation aux dérivées partielles de Bla
k-S
holes :
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2 ∂2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, (1)où V (S, t) est la valeur de l'option, S et σ sont respe
tivement la valeur et la volatilité de l'a
tif sous-ja
ent, et

r le taux d'intérêt. La solution de 
ette équation dépend bien sur des 
onditions aux limites qui 
ara
térisent leproduit dérivé 
onsidéré. Ainsi, pour une option d'a
hat européenne (
all), V = C, on a à maturité t = T :
C(S, T ) = max(0, S − K), (2)où K est le prix d'exer
i
e (strike). Il existe deux autres 
onditions aux limites pour S = 0 et S → ∞ :

C(0, t) ∼ 0 pour S = 0 (3)
C(S, t) ∼ S pour S → ∞. (4)

⊲ 2-1 Justi�er 
es deux 
onditions aux limites.L'obje
tif de 
e problème est de trouver la solution à l'équation de Bla
k-S
holes qui véri�ent les 
onditionsaux limites (2), (3) et (4). Une méthode est d'e�e
tuer le 
hangement de variables suivant :
S = Kex (5)
t = T − τ/

1

2
σ2 (6)

C = Kv(x, τ). (7)1



⊲ 2-2Montrer que l'équation (1) s'é
rit alors
∂v

∂τ
=

∂2v

∂x2
+ (k − 1)

∂v

∂x
− kv, (8)où k est une 
onstante sans dimension que l'on pré
isera.

⊲ 2-3Que deviennent les 
onditions aux limites (2), (3) et (4) appliquées à la fon
tion v(x, τ) ?A nouveau, on peut réaliser le 
hangement de variables suivant :
v(x, τ) = eαx+βτu(x, τ),où α et β sont des 
onstantes à déterminer.

⊲ 2-4Quelles sont les expressions de α et β qui permettent d'éliminer les termes en u et en ∂u
∂x dans la nouvelleéquation obtenue à partir de l'équation (8) ? Identi�er 
ette équation et pré
iser la 
ondition initiale u(x, 0).

⊲ 2-5En utilisant les résultats de la première partie, montrer que u(x, τ) peut se mettre sous la forme
u(x, τ) = I1 − I2,où

I1 =
1

√
2π

∫ ∞

−x/
√

2τ

e
1
2 (k+1)(x+y

√
2τ)e−

y2

2 dy,et I2 est l'intégrale obtenue en remplaçant (k + 1) par (k − 1) dans I1.
⊲ 2-6Exprimer I1 et I2 en fon
tion de la fon
tion de répartition N(x) de la loi normale 
entrée et réduite :

N(x) =
1

√
2π

∫ x

−∞
e−

z2

2 dz.On introduira les variables d1 et d2 :
d1 =

x
√

2τ
+

(k + 1)

2

√
2τ

d2 =
x

√
2τ

+
(k − 1)

2

√
2τ.

⊲ 2-7En déduire que
C(S, t) = SN(d1) − Ke−r(T−t)N(d2),où

d1 =
ln( S

K ) + (r + σ2

2 )(T − t)

σ
√

T − t

d2 =
ln( S

K ) + (r − σ2

2 )(T − t)

σ
√

T − t
.

⊲ 2-8La quantité ∂C
∂S donne la quantité relative d'a
tifs sous-ja
ents et de produits dérivés dans le portefeuille.Montrer que :

∂C

∂S
= N(d1).Pour 
ela, on pourra montrer que SN ′(d1)/N

′(d2) = Ke−r(T−t).
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3 La formule de Bla
k-S
holes pour un �put�La valeur d'une option de vente européenne (put), V = P , obéit à la même équation de Bla
k-S
holes(1). Seules les 
onditions aux limites 
hangent. Ainsi, on a à maturité t = T :
P (S, T ) = max(0, K − S). (9)

⊲ 3-1Montrer que les deux autres 
onditions aux limites sont
P (0, t) ∼ Ke−r(T−t) pour S = 0 (10)
P (S, t) ∼ 0 pour S → ∞. (11)

⊲ 3-2 Supposons qu'un portefeuille Π soit 
onstitué d'un a
tif, d'une option de vente P et d'une option d'a
hat
C (de même maturité T et de même prix d'exer
i
e K) tels que :

Π = S + P − C.Quelle est la valeur du portefeuille à maturité ? En déduire l'équation de parité 
all/put :
S(t) + P (S, t) − C(S, t) = Ke−r(T−t). (12)

⊲ 3-3En déduire la valeur d'une option de vente :
P (S, t) = −SN(−d1) + Ke−r(T−t)N(−d2),et

∂P

∂S
= N(d1) − 1.
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