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1 Équation de Langevin et orrélation de la vitesseDans la théorie de Langevin, le déplaement arré moyen 〈x2〉 peut être alulé à partir de la fontion deorrélation de la vitesse.
⊲ 1-1Exprimer x(t) en fontion de v(t) et en déduire l'expression de 〈x2〉(t) en fontion de 〈v(t′)v(t′′)〉.
⊲ 1-2En supposant le proessus stationnaire, les orrélations de la vitesse ne dépendent que de l'intervalle detemps s = t′′ − t′ : 〈v(t′)v(t′′)〉 = 〈v(0)v(s)〉 = K(s). Montrer que

〈x2〉(t) = 2

∫ t

0

ds(t − s)K(s).On représentera pour ela le domaine d'intégration dans le plan t′ − s puis dans le plan s − t′.
⊲ 1-3En utilisant l'équation de Langevin, montrer que

dK(s)

ds
= −γK(s).En déduire la fontion de orrélation des vitesses, K(s).

⊲ 1-4Retrouver l'expression du déplaement arré moyen.2 Position maximale d'une marhe aléatoireLa position maximale Smax ≥ 0 d'une marhe aléatoire symétrique de n pas est par dé�nition
Smax = max(S0, S1, ..., Sn),où Si est la position de la partiule au ieme pas. Pour ommener, on onsidère les hemins se terminant à laposition Sn = k, orrespondant au point A(n, k) dans le plan {n, Sn}.

⊲ 2-1En utilisant le prinipe de ré�exion, aluler le nombre de hemins de n pas (partant de l'origine et seterminant en Sn = k) qui visitent la position S = r ≥ k. En déduire que la probabilité qu'un hemin de n pas(partant de l'origine et se terminant en Sn = k) ait un maximum Smax ≥ r est donnée par
Pr(Sn = k, Smax ≥ r) = pn,2r−k,où pn,2r−k est la probabilité d'être en Sn = 2r − k au neme pas.

⊲ 2-2Quelle est la probabilité Pr(Sn = k, Smax = r) que le maximum d'un hemin de n pas (partant del'origine et se terminant en Sn = k) vaille exatement Sm = r ?
⊲ 2-3En déduire la probabilité Pr(Smax = r) qu'un hemin quelonque de n pas (ne se terminant pas forémenten Sn = k) ait un maximum qui vaille exatement Sm = r.
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3 Premier passage par une position donnéeUn premier passage par la position S = r > 0 à l'instant n est l'événement :
S1 < r, S2 < r, ... Sn−1 < r, Sn = r.

⊲ 3-1En raisonnant ave le point B(n−1, r−1) du plan {n, Sn}, montrer que la probabilité φn,r que le premierpassage en r ait lieu à l'instant n est donnée par
φn,r =

1

2
[pn−1,r−1 − pn−1,r+1].

⊲ 3-2En déduire que
φn,r =

r

n2n
C

n+r

2
n .

⊲ 3-3Quelle est la distribution limite de φn,r pour n grand ?4 reme retour à l'origineNous allons à présent aluler la probabilité que le reme retour à l'origine ait lieu à l'instant n.
⊲ 4-1Considérer un hemin C− de n pas qui se termine en Sn = 0 après avoir touhé r − 1 fois l'origine touten restant du même oté de l'axe On, par exemple négatif (voir Fig. 1). Il est don onstitué de r setionsnégatives dont les extrémités sont en S = 0. Combien de hemins peut-on onstruire à partir de C− en prenantles setions symétriques de C− par rapport à l'axe On ? En déduire le nombre Nr de hemins de n pas qui seterminent par un reme retour à l'origine en fontion du nombre N− de hemins C−.
⊲ 4-2 Construire, à partir du hemin C− représenté sur la �gure 1, le hemin C′ partant de l'origine obtenuen supprimant les r pas qui partent de l'origine. Quelle est la longueur et la position �nale du hemin C′ ?
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Fig. 1 � Chemin de n = 14 pas qui revient r = 3 fois à l'origine.
⊲ 4-3En utilisant les résultats de la setion 2, donner l'expression de N− et montrer que la probabilité que lereme retour à l'origine ait lieu à l'instant n est φn−r,r. 2


