Chapitre 2

Marche aléatoire

De la marche au hasard de 'ivrogne “modele” qui oublie a chaque instant
d’otu il vient et ot il veut aller, au mouvement brownien d’une particule colloidale
en suspension dans un fluide moléculaire, en passant par I’évolution d’actifs
financiers, une marche aléatoire est décrite par un processus stochastique en
termes de probabilité. La modélisation et la compréhension d’'un tel proces-
sus s’inscrivent pleinement dans le cadre de la physique mais sont également
a la base de la modélisation financiere depuis les travaux précurseurs de Louis
Bachelier en 1900, cinq ans avant I’étude du mouvement brownien par Albert
Einstein.

En effet, quel que soit I’actif financier (action, obligations, matiere premiere...)
on observe la méme forme d’évolution erratique dans le temps. Cette régularité,
qui résulte pourtant des actions innombrables d’individus dont les motivations
propres ne sont pas forcément rationnelles, suggére une possible modélisation.

En partant d’un modele simple sur réseau, comme le jeu de pile ou face,
nous présenterons des résultats non triviaux et contraires a l'intuition qui nous
permettrons, a la limite continue, d’aborder les phénomenes de diffusion en
termes d’équations stochastiques. Enfin, nous introduirons le modele de Black-
Scholes, pierre angulaire de la modélisation financiere. Mais pour commencer,
intéressons-nous a un modele phénoménologique historique : I’équation de Lan-
gevin.

2.1 Mouvement Brownien et équation de Lan-
gevin

Le mouvement brownien décrit la dynamique macroscopique et aléatoire
d’une “grosse” ! particule en suspension dans un fluide. Les collisions incessantes
des molécules du fluide avec la particule mettent cette derniere en mouvement.
L’origine microscopique du mouvement faisant intervenir un nombre gigantesque
de molécules on ne peut traiter la dynamique de la particule qu’en termes de
probabilité.

11 adjectif “grosse” est a relativiser : typiquement de I’ordre du micron.
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40 CHAPITRE 2. MARCHE ALEATOIRE

C’est le botaniste Robert Brown qui en 1827 a étudié systématiquement le
mouvement qui porte son nom en observant au microscope des particules de
pollen.?2 Ce mouvement imprévisible et erratique est représenté sur la figure 2.1
dans le cas d’une bille microscopique en suspension dans de I'eau.
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Fic. 2.1 — En haut, trajectoire observée par microscopie d’une bille de po-
lystyrene de diametre d = 500nm en suspension dans de l'’eau. En bas,
déplacement moyen v/'< 22 > en fonction de v/t. Dans V. Protasenko et al.,
The chemical Educator, Vol 10, No 4 (2005).

En 1905, Albert Einstein propose une théorie du mouvement brownien basée
sur une description hydrodynamique des fluides et sur la théorie cinétique de
la chaleur. Il obtient ainsi une équation de la diffusion donnant la densité de
probabilité de trouver une particule brownienne en un point donné a un instant
donné. Par ailleurs, Marian von Smoluchowski développe en 1906 un modele de
collisions aléatoires.

2Certains observateurs ont pensé que les particules en mouvement étaient des organismes
vivants. L’utilisation de matériaux minéraux a ensuite écarté cette hypothese. Les observations
indiquent que le mouvement brownien ne s’arréte jamais et qu’il augmente lorsque : i) la taille
des particules diminue, ii) la viscosité du fluide diminue et iii) la température augmente.
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2.1.1 Equation de Langevin

En 1908, Paul Langevin? propose un modele phénoménologique dans le cadre
de la mécanique, et donc sur une base déterministe, mais en ajoutant un élément
probabiliste : une grosse particule de masse m est soumise & deux forces exercées
par 'ensemble des molécules du fluide dans lequel elle est plongée :

— un frottement fluide qui tend & immobiliser la particule : f(t) = —ad(t),

ou « est un coefficient positif.

— une force aléatoire 7)(t), appelée bruit blanc gaussien, représentant les
chocs aléatoires des molécules du fluide sur la particule dont I’action est de
maintenir en mouvement la particule. Elle change donc brutalement sur
des temps tres courts, typique des temps de collisions avec les molécules
du fluide. Et puisqu’il n’y a pas de direction privilégiée, < n(t) >= 0.

Il y a donc deux échelles de temps dans le modele.* La force aléatoire n(t) varie
tres rapidement alors que la vitesse de la particule est une variable lente.

En appliquant la relation fondamentale de la dynamique & ce systéme (& une
dimension) on a

dz(t“ — —av(t) +1(t). (2.1)

L’équation de Langevin est une équation différentielle stochastique (c’est méme
la premiere qui ait été proposée), c’est-a-dire qu’elle dépend de variables aléatoires.
A nouveau, puisqu’il n’y a pas de direction privilégiée, < x >= 0. Bien str, la
particule se déplace, et une fagon d’évaluer sa position par rapport a l'origine
est de calculer son déplacement carré moyen < x? >.

Calcul de < z2 >

Puisque v = &, ’équation (2.1) s’écrit en la multipliant par x :

—i%) = —axi + xn

Prenons la moyenne (moyenne d’ensemble, c’est & dire sur un grand nombre de
particules identiques) des deux membres de cette équation. La particule étant en
équilibre thermique avec le fluide, son énergie cinétique moyenne est connue :
%m < @? >= %kT, ou T est la température du fluide et k la constante de
Boltzmann (théoreme d’équipartition de I’énergie). Par ailleurs, en négligeant les
faibles corrélations entre la position x et la force aléatoire 7, on a

<zxn>=<zx><n>=0 et finalement :

d<axt >
me—"

7 =kl —a <zt >.

Curieusement, la force aléatoire n’intervient plus explicitement, mais elle est a
lorigine du terme kT, c’est a dire d'une énergie cinétique moyenne non nulle.

3Paul Langevin (1872 - 1946) physicien francais. Il est Pauteur de travaux sur le
magnétisme, la relativité et les ultrasons.

4Ces deux échelles de temps sont bien siir associées aux deux longueurs caractéristiques du
probléme : la particule et les molécules du fluide.
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On obtient donc :
) kT -
<zt >=—+Ce 7"
@
ouy = 2 est le temps de relaxation de la vitesse de la particule. Le coefficient
de frottement « peut étre évalué a partir de la viscosité du fluide et on trouve
typiquement v~ ! ~ 1078s. Siat =0, z = 0, alors
ld<a?*> kT

<xxr >= —

- - _ ot
2 dt « (1—e™)

Et finalement,

2kT
< $2 >= T[t — ’}/_1(1 — 6_7’5)].

Selon 1’échelle de temps d’observation, on note deux comportements :

kT

<x?> ~ = s ot<<AyTl (2.2)
m
2kT

<x?> ~ Tt osiot>>qh (2.3)
o

L’équation (2.2) décrit le régime balistique, en < z? >~ t? | ou sur des temps
courts la particule se déplace a la vitesse constante ~ /kT/m. En revanche,
sur les temps longs, 'équation (2.3) met en évidence le comportement diffusif,
en < x? >~ t, illustré par la figure 2.1.

Contrairement au mouvement balistique (mouvement d’un projectile) ou la
distance parcourue croit proportionnellement au temps, le mouvement brownien
est caractérisé par une distance qui croit comme la racine carrée du temps.
Asymptotiquement, la particule s’éloigne indéfiniment de l'origine, avec une
vitesse qui tend vers 0 et avec une probabilité égale dans toutes les directions.

2.2 Marche aléatoire et retour a ’origine

2.2.1 Premiers résultats

Une particule se déplace sur un axe (marche aléatoire & une dimension) en
partant de l'origine. Sa dynamique aléatoire est la suivante : & chaque itération n
(temps discrétisé), elle avance ou recule avec la méme probabilité® d’une distance
donnée (une unité). Sa position S, a l'instant n ne dépend donc que de sa
position S, _1 a l'instant n — 1 :

Sn =on—1+ Xn7 n>1, (24)

ou X,, est une variable aléatoire valant +1 avec la méme probabilité 1/2. La
position de la particule a I'instant n est donc

°Cette marche aléatoire est donc symétrique, mais on pourrait imaginer une dérive dans
une certaine direction.
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La variable aléatoire S,, peut également étre interprétée comme le gain (positif
ou négatif) d’un joueur & la n®™¢ partie d’un jeu équitable (pile ou face) : pile,
il gagne 1€, face il perd 1€.

On ne peut bien sir pas déterminer [a trajectoire de la particule de fagon
certaine, mais on peut espérer calculer des valeurs moyennes (moyennes sur des
répétitions d’un grand nombre de trajectoires). Dans la suite, nous décrirons
la trajectoire de la particule dans le plan {n, s, } donnant la position s, de la
particule a l'instant n (voir figure 2.2).

Exercice 11 : Distance parcourue It

Montrer que la valeur moyenne {(S,) = 0. Ezpliquer pourquoi, néanmoins,
la particule s’éloignera (en moyenne) de son point de départ. A quelle vitesse ¢
Peut-on généraliser a deux et trois dimensions ¢

Indication : La distance a lorigine n’est pas Sp mais |Sp| = 1/ S2.

Sur un chemin donné de n pas, appelons p et ¢ le nombre de pas respective-
ment vers I'avant et vers 'arriere. Clairement on a
n=p+gq
Sn =P —(.
Soit Ny, s, le nombre de chemins issus de l'origine allant au point B de coor-

données (n, s,), c’'est-a-dire le nombre de fagons d’arriver & la position s,, a
Iinstant n :

ntsn

Ny, =CP=C9=C, * . (2.5)

Le nombre total de chemins de longueur n est manifestement 2". La probabilité
Dn,sn que la particule ait la position s, a 'instant n (le point B) est donc

n4s
1 L mdpem

n,s :_an :_Cn . 2.6
p ySn on sSn omn ( )

TRéponse :
Une somme de variables aléatoires de moyenne nulle est encore une variable aléatoire de
moyenne nulle, donc (Sp) = 0. La distance & lorigine n’est pas Sy, mais |Sn|, soit y/S2. Or :

SE=D"X7+> XiX;.
i i

Comme X? = 1 et (X;X;) = (X;){X;) = 0 (tirages indépendants), il vient (S2) = n. La
distance & l’origine croit donc comme /7.
La généralisation a plusieurs dimensions est évidente : on écrit vectoriellement

Sp=X1+ -+ Xn,

on calcule le produit scalaire et comme |X;| = 1 et que toutes les orientations de X sont
équiprobables (ceci est vrai aussi bien sur un réseau carré (4 orientations), cubique (6 orien-
tations) ou méme dans le cas continu ((cos @) = 0)), on a encore une valeur moyenne des

produits scalaires nulle (()ZlXJ) = (cos 0)) et donc (|OM,|?) = n.



44 CHAPITRE 2. MARCHE ALEATOIRE

100

] TNy

-100

o

L L -50
0 4000 8000 7000 8000 9000

10 10
5L |
| umu .M. M\Mu ° i
0 \Jv wv L )
o
5 )
’ WV W
0L |
-15 L Il -5 I
7800 8000 8200 8000 8050 8100
n n

Fi1G. 2.2 — Marche aléatoire & 1d. Zooms successifs sur différentes portions de la
trajectoire (voir les échelles).

Retour a ’origine

Le retour a l'origine a I'instant n correspond a 1’événement s, = 0. Dans le
cas du jeu de pile ou face, cet événement est la ruine du joueur. Sachant que la
particule part de sp = 0 a l'instant n = 0, la probabilité de retour a ’origine
(sp, = 0) & un instant nécessairement pair, 2n, est, pour n > 1

1
U2p = Eii;;(:g;z et Uug = 1. (2.7)

Remarquons que l'historique de la trajectoire entre les instants 0 et 2n — 1
n’intervient pas dans cette probabilité. On a évidement ug = 1/2. Puis, ug =
0.375, ug = 0.3125, ugp ~ 0.1... En utilisant la formule de Stirling (voir annexe

A.2.1) on a pour n grand :°
1

U2p = ';72;;;.

Notons que si chaque position possible entre —2n et 2n était équiprobable, la
probabilité d’étre en 0 & I'instant 2n varierait en 1/n (elle serait donc plus petite
que dans le cas de la marche aléatoire).

(2.8)

60n notera que la formule de Stirling est une trés bonne approximation méme pour n petit.
En effet, I’équation (2.8) donne uz =~ 0.56, us ~ 0.4 et ug = 0.33.
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2.2.2 Principe de réflexion

Ce principe sera tres utile dans la suite : Soit A(a, ) et B(b, 8), avecb > a >
0, o et § strictement positifs ; le nombre de chemins de A & B qui touchent ou
traversent ’axe des temps est égal au nombre de chemins qui vont de A’(a, —«)
a B, o A’ est le symétrique de A par rapport a l’axe des temps (voir figure
2.3).

F1G. 2.3 — Marche aléatoire et sa symétrique (en pointillés). Pour le chemin AB,
X;=4+1pour+=0,1,3,4,9,11,12,13,15,16 et —1 sinon.

Démonstration : Soit T le premier point atteint sur 'axe des temps. Par symétrie,
il y a bijection entre les chemins de A a T et ceux de A’ a T.

Voyons une application du principe de réflexion.

Théoréme du vote

Supposons que lors d’élections, p électeurs votent pour le candidat P et g
pour son adversaire ), avec p > ¢q. La probabilité Pr pour que, durant le vote
(ou le dépouillement), P ait toujours plus de voix que @ est

P49

Pr .
p+q

Démonstration : En terme de marche aléatoire, cela revient a calculer le nombre
de chemins, N,j‘)sn, entre l'origine et le point B(n = p+¢,8, = p— ¢), qui ne
touchent pas 'axe des temps (c’est-a-dire tels que s; > 0, pour ¢ = 1,...,n).
Tous ces chemins passent par le point A(1,1) que on peut prendre comme
nouvelle origine. Le nombre total de chemins, N;, entre A(1,1) et B(n,s,) est
donc le méme qu’entre l'origine et le point (n —1, s, — 1), soit Ny = Np_1,5,—1-
Par ailleurs, N; = N,tsn + N—, ou N~ est le nombre de chemins entre A et
B qui touchent ou traversent I'axe des temps. D’apres le principe de réflexion,
N~ est le nombre de chemins entre (1,—1) et B. En changeant d’origine, N~
est donc le nombre de chemins entre 1'origine est le point (n — 1, s, + 1), soit

N~ = Ny_1,6,+1- On en déduit

+ _ - _
Nn,sn - Nt —-N~ = n—1,s,—1 — Nn—l,sn-l—lu
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et d’apres la formule (2.5),

n+
N+ _ 2
N,Sn n—1 n—1-

Donc

p—q p—q
Nrtsn:Nn,sn " :Nn,snm~

En divisant N,t s, bar le nombre total de chemins N,, ,,, on trouve la probabilité
Pr qu’un chemin allant de l'origine au point B ne touche pas ’axe des temps
(la particule ne revient pas a lorigine pendant un temps n).

On voit que dans le cas d’une marche aléatoire on peut écrire Pr = s, /n.
Si la marche est symétrique (en moyenne p = q) et donc Pr = 0 : la particule
revient certainement a l’origine, si on attend suffisamment longtemps.

2.2.3 Premier retour a l'origine

A la section 2.2.1, nous avons calculé la probabilité us, que la particule
repasse par l'origine au temps 2n. Soit fo,, la probabilité que la particule revienne
pour la premieére fois a l'origine & 'instant 2n. On a

Uop = follan—2 + fallon—a + -+ + fonlo. (2.9)

En effet 'évenement “la particule repasse a l'origine au temps 2n” est la réunion
de n évenements disjoints : soit elle repasse a l’origine pour la premiere fois au
temps 2 et y retourne au temps 2n apres une durée 2n — 2 (avec éventuellement
d’autres passages en 0 entre temps), soit elle repasse a 1’origine pour la premiere
fois au temps 4, et y retourne au temps 2n apres une durée 2n — 4 (avec
éventuellement d’autres passages en 0 intermédiaires), etc... Les probabilités
respectives de ces événements sont faouo,_2, falon—4a,... On notera que fo = us
et on prendra fy = 0.

Théoréme du retour a ’origine

La probabilité qu’il n’y ait aucun retour a l’origine jusqu’a l'instant 2n (com-
pris) est égale & la probabilité de retour a 'instant 2n. Soit

P(Sl#O,SQ#O,-'-,Sgn#O):P(SQnZO)ZUQn. (210)
Les S; étant tous positifs ou tous négatifs (avec la méme probabilité), on a

1 1
P(Sl > O,Sz > O, oo ,Sgn > O) = §P(52n = O) = 5’11,271. (211)
Par exemple, contrairement a l'intuition, la probabilité que partant de 0, un
joueur a pile ou face n’ait pas perdu au bout de 100 lancés (pas de retour a
Porigine) est u19p ~ 0.08!
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Démonstration : Démontrons la relation (2.11). On a

P(S1>O,S2>O,"',S2n>0):ZP(S1>O,SQ>O,"',SQnZZT).

r=1

(Les termes de la somme avec © > n sont nuls). Le théoreme du vote permet
d’écrire

1
P(S1>0,85>0,--,89, =2r)= ﬁ(N2n71,2r71 — Nop—1,2r41)-

Quand on somme sur r, il reste”

1 1

1
ﬁN%z—l,l = ﬁcé‘n_l = Eu%'

Calcul de fs,

Raisonnons entre les instants 2n — 2 et 2n : d’apres le théoreme du retour
a lorigine, la particule n’est pas retournée a l'origine jusqu’a l'instant 2n — 2
compris avec la probabilité ua, 2. Au temps 2n, soit elle revient & 'origine (c’est
donc pour la premiére fois) avec la probabilité fa,,, soit elle n’y revient pas avec
la probabilité usg,. Autrement dit,

U2n—2 = fon + uzn. (2.12)

En explicitant les us,, on obtient la probabilité du premier retour® au temps

2n :
1 1 1

mn

T mon 1 T 9p 1

f2n U2n -
Puisque usg, varie en 1/y/n, fa, décroit plus rapidement, en 1/ n?. Ainsi, fo=
0.5, f4 = 0.125, fg = 0.0625...

2.2.4 Loi de I’arcsinus

Au jeu de pile ou face, 'intuition suggere que le gain d’un joueur (partant de
0) oscille fréquemment autour de 0. Ainsi, si on interrompt une longue partie,
la probabilité que le dernier passage a l'origine soit ancien devrait étre faible.
Comme nous allons le voir, ce n’est pas le cas. En particulier, nous verrons que
la probabilité qu’il n’y ait pas eu de retour a l'origine durant la seconde moitié
du jeu, et ce quelle que soit sa durée, est égale & 50%!

7En particulier, le terme Na2p_1,2n+1 = 0, car on ne peut pas atteindre la position 2n 4 1
en 2n — 1 itérations.

8En sommant de 0 & n 1’équation (2.12) on obtient > r—q far +u2n = 1. A chaque instant
n, soit la particule est déja retournée au moins une fois & l'origine, soit elle n’y est jamais
revenue.
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Dernier passage a ’origine
La probabilité ask 2, que jusqu’au temps 2n (inclus) le dernier passage a
Iorigine soit arrivé a l'instant 2k < 2n est

02k 20 = U2kU2n—2k, pour k=0,1---n.

Démonstration : L’événement “jusqu’au temps 2n (inclus) le dernier passage
a lorigine arrive au temps 2k” est l'intersection des événements indépendants
“Sor =07 et “Sogr1 £ 0---Sa, # 07. Le premier a, par définition, la probabilité
ugk et le second ug, 9. En effet; il n’y a qu’a prendre le point (2k,0) comme
nouvelle origine et appliquer le théoreme du retour a l'origine.

La probabilité aoy, 2, appelée distribution® (discrete) de ’arcsinus d’ordre n,
est symétrique par rapport a n : agg2n = Qop—2k,2n. Ainsi, en sommant de 2k =
n a 2k = 2n, on trouve que la probabilité qu’il n’y ait pas eu de retour a l’origine
durant la seconde moitié du jeu est indépendante de n et vaut 50%. A 1’aide de
Pestimation donnée par la formule (2.8), on montre qu’asymptotiquement (pour
k pas trop proche de 0 et 2n),

1 1 1
Qzk,2n = 2%0& g, NCEDR
On voit que la probabilité asy, 2, est la plus grande pour k proche de 0 ou n et
qu’elle est minimale en k = n/2. Ce résultat est trés surprenant : contrairement
a ce que l'on pouvait attendre, la particule repasse rarement par 1'origine. Elle
se déplacera le plus clair de son temps du coté positif (ou négatif). De la méme
fagon, un joueur a pile ou face restera gagnant (ou perdant) pendant longtemps.

Si on pose
1
t)= —F—— 2.13
= rr=p (2.13)
On voit que
1
Qokon =~ — f(tr), avec th=k/n
n

A la limite n — oo, t; devient une variable continue, 0 < ¢ < 1. La figure 2.4
montre une comparaison entre la distribution asy 2, et la fonction (2.13).

En intégrant f(t), on obtient la probabilité P(t) pour que le dernier passage
a Porigine ait lieu avant le temps (relatif) ¢t = k/n, pour n — oo :

2
P(t) = "~ — i t. 2.14
(t) Z Q2,2 - arcsin v/t ( )

k
<t

9En effet, on a bien ZZ:O Qak,2n = 1, le dernier retour a l'origine ayant eu lieu soit en
k =0, soit en k = 1,... soit en k = n.
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Fi1G. 2.5 — Loi de l'arcsinus donnant la pro-
babilité que le dernier passage a l'origine ait
eu lieu avant I'instant ¢ = k/n (voir 1’équation
(2.14)).

FiG. 2.4 — Probabilité asg 2n : fréquence ob-
tenue pour 10 tirages (histogramme en trait
plein) et pour 10? tirages (histogramme en ti-
reté). La courbe en trait plein est la fonction
f(t) donnée par 1’équation (2.13).

La loi de l'arcsinus P(t) est représentée sur la figure 2.5. Imaginons un jeu de
pile ou face commencé, & raison d’un coup par seconde, il y a un an (disons
le 1 janvier). La derniere égalisation (passage a origine) se ferait avant le 9
janvier dans 10% des cas. Autrement dit, depuis cette date, le méme joueur
serait toujours gagnant.

2.3 Probleme classique de ruine

On considere deux joueurs. Le capital total des deux joueurs est fixé a a et z
est le capital initial du premier joueur. A chaque essai ce joueur a une probabilité
p de gagner 1€ et ¢ de le perdre (et réciproquement pour son adversaire). Le
jeu consiste en une série d’essais qui se termine quand le capital du joueur est
devenu 0 (ruine) ou a (victoire). Nous allons calculer la probabilité de ruine et
le temps moyen de jeu.

En terme de marche aléatoire, on reconnait une marche avec barriéres absor-
bantes en x = 0 et = a. Si la marche est symétrique (p = q) et le capital infini
(a — 00), on retrouve le probleme déja traité du premier passage a l'origine.

Soit g, la probabilité de ruine du premier joueur de capital initial z (et ce
sur un nombre fini, mais “grand” d’essais) et p, sa probabilité de victoire. On
verra que'® p, 4+ ¢. = 1.

10Ce résultat & démontrer n’est pas évident, il montre que le jeu a un temps fini.
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2.3.1 Calcul de ¢q.

Apres le premier essai, le nouveau capital du joueur est soit z + 1 avec la
probabilité p, soit z — 1 avec la probabilité g, on a donc en général

Gz = PGzs1 +qq.—1, pour 1<z<a-—1, (2.15)
en imposant les conditions aux limites évidentes'! :
qo = 1 et Ga = 0. (216)

Dans un premier temps, supposons p # ¢. Manifestement, ’équation (2.15)
admet deux solutions particulieres g, = 1 et ¢, = (%)Z. La solution générale est
alors

¢ = A+ B( %)Z.

Les conditions (2.16) déterminent A et B. Soit!?

q. = # et p#q. (2.17)

q. = _Z et p=q. (2.18)
a

La probabilité de victoire p, du premier joueur est la probabilité de ruine de
son adversaire. Il suffit donc de remplacer p, g et z par ¢, p et a — z dans les
formules (2.17) et (2.18) :

@ -1

P = d\a ) s1 o p # q, (219)
(L) —1
z .

P = -, si p=g¢ (2.20)

On vérifie facilement que p, 4+ q. = 1. La probabilité p, est représentée sur la
figure 2.6. Comme on le voit, il suffit que p soit un peu supérieure & ¢ (par
exemple p = 1.1¢) pour nettement avantager le joueur.

1En effet, pour z = 1, le premier essai implique ¢1 = pg2 + ¢. De méme, pour z = a — 1,
le premier essai donne ¢4—1 = gqq—2. Les conditions aux limites (2.16) permettent d’utiliser
la relation (2.15) pour z = 1 et z = a — 1. La relation (2.15) est également valable pour la
probabilité de victoire p,.

127] est évident que cette solution est unique comme on le voit en partant de z =0 et z = 1
et en utilisant, de maniére récursive I’expression (2.15) de ¢..

BPuisque ¢, = A + Bz est une solution de (2.15).
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FiG. 2.7 — Durée moyenne de jeu D, en fonc-

FiG. 2.6 — Probabilité de victoire p, en fonc-

tion du capital initial z (équations (2.19) et  tion du capital initial z, pour un capital total
(2.20)), pour un capital total a = 100 et a = 100 et différentes valeurs de p.
différentes valeurs du rapport p/q.

Exercice 12 : Gain moyen!
Calculer le gain moyen attendu par le joueur a la fin de la partie.

Dans le cas d’un adversaire infiniment riche (¢ — o), on a selon les cas :
3
Vz si p<g,

= = 1
q .
(_)Za S1
p

q: =

Dans le cas p < ¢, le joueur est donc certain de perdre quel que soit son capital

initial (fini).
En terme de marche aléatoire (& 1d), la probabilité qu’une particule partant
de l'origine atteigne la position z est égale & 1 si p > ¢ et a (%)Z sinon (pour

changer d’origine, p et ¢ ont été permutées).

2.3.2 Calcul de la durée moyenne de jeu
Soit D, la durée moyenne de jeu lorsque le premier joueur a un capital initial

z. Comme précédemment, au premier essai le capital du joueur est soit z 4+ 1
avec la probabilité p, soit z — 1 avec la probabilités ¢, mais il faut dans les deux

cas compter un temps de plus, soit D,41 +1et D,_; 4+ 1. On a donc
pour 1<z<a-—1, (2.21)

Dz - pDz+1 + qu—l + 17

avec les conditions aux limites Do = D, = 0.
En fin de partie, le joueur a gagner a — z avec la probabilité p, ou perdu z

TRéponse :
avec la probabilité g,. Soit < G >= ap, — z.
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Si p # q, la recherche d’une solution particuliere linéaire en z donne D, =
z/(q — p). Par ailleurs, la différence entre deux solutions de I’équation (2.21)

vérifie I'équation (2.15), dont on sait que les solutions sont de la forme A+B(1)*.
La durée moyenne D, s’écrit donc
z
D. = + A+ B(L)
q—p p
Et les conditions aux limites imposent
1- (%)
D, =—~- ¢ (5) . (2.22)
a-p q-p 1-—()°

Si p = ¢, On montre que —z2 est une solution particuliere de 1’équation

(2.21), donc D, = —2%2+ A+ Bz. Et finalement, en tenant compte des conditions
aux limites,!*

D, =z(a - 2).

C’est une durée beaucoup plus longue que celle a laquelle on s’attendrait. Par
exemple si les deux joueurs ont chacun 10€), et mise 1€ par partie, en moyenne
il faudra faire 100 parties pour que 'un des joueurs soit ruiné. Il est instructif de
comparer ce résultat a la marche aléatoire représentée sur la figure 2.2. Comme
on le voit sur figure 2.7, le temps le plus long est naturellement obtenu lorsque
les deux joueurs ont le méme capital et que p = ¢q. En dehors de ces conditions,
la durée de la partie décroit rapidement.

Dans le cas d’un adversaire infiniment riche (a — c0), on a selon les cas :

A
D, = , si p<gq
p

q—
D, — oo si p>gq.

La encore le résultat est contre-intuitif.

2.4 Diffusion

2.4.1 Passage a la limite continue

A la section 2.2, nous avons utilisé la formule de Stirling pour passer a la
limite continue. De méme, on peut calculer la limite lorsque n — oo de la
probabilité p, s, que la particule soit a la position s, a l'instant n (voir la
formule (2.6)) :

1 ntsn 1 52
Pns, = =—Cn 2 —2 e (2.23)

on V2rn

quand n — co. Le facteur 2 qui apparait au second membre de la formule (2.23)
tient au fait qu’elle n’est vraie qu'un cas sur deux : quand la parité de n est
égale a celle de s, sinon la probabilité est nulle.

140n pourrait également poser ¢ = p + € et faire un développement limité au second ordre
en € dans ’équation (2.22).
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Application du théoréme de la limite centrale

On retrouve bien sur ce résultat immédiatement avec le théoreme de la limite
centrale, puisque S, est définit comme la somme de n variables aléatoires Xy
valant £+1 avec la méme probabilité. Clairement < £ >= 0 et ¢ = 1. On en
déduit a la limite des n grands que
1 %

2n

e

Pr,on = 2mn

Exercice 13 : Distance parcourue IIf

Montrer qu’ a la limite des n grands, {|sy|) = \/7\/_ % \/— =

Jusqu’a présent, nous avons considéré une marche aléatoire symétrique. Si on
suppose maintenant que les probabilités de se déplacer de 1 et -1 sont respecti-
vement p et ¢ = 1 — p, on obtient!?

1 _(sn=n(p=a)?
e 8npq .

1
Pn,sn = \/—2—7T

3
=
<

Limite continue

La particule se déplace sur un réseau (position discrete), nous allons main-
tenant effectuer le passage a la limite continue. Posons z = hs,, et t = nr, ou
h est le pas en distance et 7 le pas en temps. On va les faire tendre vers 0.
Définissons une vitesse moyenne

w=ah (2.24)

T

CcC =

On peut écrire
(sn—nlp—q)?  (z—ct)?
87’qu hgt(l_rc)

Pour que cette expression ait un sens, il faut que le rapport 5 = D ait une
limite finie'® quand h — 0 et 7 — 0. On trouve alors

1 _(z—ct)?
Do = flo, )z ~ —— — e~
o = e = o Dy
ou le pas h a été assimilé & dx. La constante D s’appelle le coefficient de dif-
fusion. Par exemple, pour une molécule de dioxygene dans lair (4 ambiante),

da, (2.25)

TRéponse : On utilisera les intégrales données dans annexe A.2.
15En effet, X est alors une variable aléatoire de moyenne < X >= p — ¢ et de variance
Var(X) = (p+q) — (p — q)% = 4pq. Pour le jeu de pile ou face, cela revient & jouer avec une
piéce imparfaite ou truquée.
1613 définition (2.24) de la vitesse moyenne implique que p — g ~ h, si on veut qu’elle reste
finie.



54 CHAPITRE 2. MARCHE ALEATOIRE

D =1.8107° m?s~!. La distance moyenne parcourue par la molécule en 1s est
donc d’environ v'D ~ 5 mm (& comparer & sa vitesse de quelques centaines de
metres par seconde en régime balistique).

La probabilité que la position de la particule soit entre x et = + dx au temps
t est donc donnée par f(z,t)dz. On vérifie que lim;_.¢ f(z) = d(x), comme il
se doit (& t = 0, la particule est stirement en z = 0). La distribution f(x,t)
est représentée sur la figure 2.8. Comme on le voit, le processus de diffusion se
manifeste par un élargissement de la courbe f(z,t) en fonction du temps : la
variance croit en 2Dt. Le déplacement du pic correspond a la dérive a la vitesse
c.

1 1r
— x,=0 E — =01

sl | Xo= 3 08 ol e to_ 1

¥ --- T4
0.6 06
f(xo ) | fxt) |
04F 04
02 02f
:1.1'.| I '.;.:.'-‘1"1"|"|-|- :

0O 1 2 3 4 5 0

Fi1c. 2.8 — Distribution f(x,t) (formule 2.25) avec D = 1. et ¢ = 2. pour
différentes positions z (& gauche) et différents temps ¢y (& droite).
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Exercice 14 : Distance parcourue IIIT

Montrer que < x >= ct (dérive a la vitesse c) et < 2% >= c*t> +2Dt. On
retrouve donc que la distance a l’origine croit en \/t (et non pas en t) lorsque
la vitesse de dérive ¢ est nulle. En comparant ce résultat & l’équation (2.3), on
voit que le coefficient de diffusion s’écrit D = kT /a (relation d’Einstein).

2.4.2 Equation de la diffusion

Historiquement, I’équation de la diffusion a été démontrée par Adolph Fick!”
en 1855 sur une base phénoménologique. Partant de I’hypothese que le flux de
matiére est proportionnel au gradient de concentration (premiére loi de Fick)
et en exprimant la conservation du nombre de particules on trouve ’équation
de la diffusion (deuxieme loi de Fick) donnant 1’évolution de la concentration
d’un soluté dans une solution. En 1905, Albert Einstein obtient la méme loi
en raisonnant sur la probabilité P(z,t) de trouver une particule brownienne en
x a l'instant ¢. Nous allons obtenir le méme résultat en utilisant une marche
aléatoire asymétrique (p # ¢) de pas +h, puis en passant a la limite continue.

L’événement “la particule se trouve en x a l'instant ¢t + 77, associé a la
probabilité P(x,t+ 1), résulte de deux événements disjoints : elle se trouvait en
x —houen x+ h alinstant £. On a donc

P(z,t+7) =pP(x — h,t) + ¢P(z + h,t).

ou p est la probabilité de faire un pas +h et ¢ =1 — p celle de faire un pas —h.
Soit

P(z,t +7) — P(z,t) = p(P(xz — h,t) — P(z,t)) + q(P(z + h,t) — P(x,1)).

Si on se limite au premier ordre en 7 dans le membre de gauche et au second
ordre en h dans celui de droite, il reste

T@P(:v,t) _, (_haP(x,t) N h_282P(x,t)> Ly (haP(x,t) N h_252P(:v,t)> .

ot ox 2  Ox2 ox 2 Ox2

Donc

OP(x,t) haP(:v,t)( )+ h? 0?P(z,t)

o 1 Oz a=p 27 Oz
TRéponse : En effet,
<X>:/oox ! ef%dx:ct
—oo 27Dt

et

< X?>= /00 z2 ! e (m471§;)2 dz = At + 2Dt.

—oo  2vV7Dt

ol l'on a effectué le changement de variable y = (z — c¢t)/v4DT et on utilise la valeur de

I(p) = [°°_ aPe==" dw : 1(0) = /7, I(1) = 0 et 1(2) = /7/2.
17 Adolph Fick (1829-1901) physicien allemand.



56 CHAPITRE 2. MARCHE ALEATOIRE

Et avec les notations précédentes

OP(z,t) _C(’?P(:v, t)

2
n Da P(x,t)'
ot ox ox?
C’est ’équation de la diffusion (on retrouve la seconde loi de Fick si p = ¢ et
¢ =0). Il s’agit d’une forme simple de ’équation de Fokker-Planck.
On peut vérifier que l'équation (2.25) est la solution de cette équation
différentielle telle que P(0,0) = 1 (& ¢ = 0, la particule est en z = 0). On
peut aussi le démontrer directement en utilisant la fonction caractéristique

o(u,t) = /eme(:v,t)dx.

L’équation différentielle (2.26) devient
9¢

Fri icu ¢(u,t) — Du¢(u, t),

qui s’integre immédiatement en

o(u,t) = ¢(u,0) e(icu—Duz)t'

(2.26)

En prenant la transformé de Fourier inverse on a donc
1 . .
P(z,t) = 2—/gb(u,O)e(w”_D“2)te_wmdu.
0

En supposant P(x,0) = d6(x), alors'® ¢(u,0) = 1 et on retrouve I’équation
(2.25) :

1 _(z—ct)?

P(.%‘,t) = \/me iDt

Généralisation pour d > 1

On peut facilement généraliser I’équation de la diffusion pour des dimensions
de l'espace d > 1 en remplagant la dérivée seconde d’espace par le Laplacien.
On trouve dans le cas symétrique (p = ¢ et donc ¢ = 0)

1 .2
P(r,t) = ———e D¢,
(4w Dt)?2
ou r est le vecteur position de la particule. La probabilité Pr(r)dr de trouver la
particule dans le domaine [r,r + dr] quel que soit Uinstant ¢ est dr [ P(r,t)dt.

L’intégration sur ¢, (en posant 4TD2t = u) donne
1 d
Pr(r)dr = dr—/——T'(= — 1),
mard=24D 2
qui n’est finie que pour d > 3. En particulier, pour d = 3, Pr(r)dr = drﬁ.

Ainsi, & une dimension, on a vu qu’il est certain que la particule repasse par
Porigine (ou que le joueur perde) pourvu qu’on attende suffisamment longtemps.
Cette propriété reste vraie a 2d, mais n’est plus vérifiée pour d > 3 : par exemple,
la probabilité de retour a ’origine pour d = 3 est p ~ 0.3405 < 1.

18En effet, §(x) = % Je o dy,
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2.4.3 Processus de Wiener

Plutdt que d’effectuer le passage a la limite continue d’une marche aléatoire
discrete, on peut s’intéresser directement a un processus stochastique dont la
variation, a chaque intervalle de temps dt — 0, est une grandeur continue dis-
tribuée selon une certaine loi de probabilité. En particulier, une variable aléatoire
X suit un processus de Wiener si :

— pendant un intervalle de temps dt — 0, sa variation dX est distribuée

selon une loi gaussienne de parametres m =0 et 0 = Vdt.

— les variations de X sont indépendantes sur deux intervalles de temps

consécutifs (propriété de Markov, voir section 2.5).
En décomposant le temps ¢t en N intervalles de durée dt, la variation de X sur
un temps t = Ndt sera donc donnée par :

AX =X(t) - X(0) =) _dX;

yETNE

ou dX; est la variation de X au ¢ intervalle de temps. D’apres les deux
propriétés du processus de Wiener la variation AX suit une loi gaussienne
de parametres m = 0 et 0 = /t (somme de variables aléatoires gaussiennes
indépendantes). Remarquons que si la variance de dX ne variait pas en dt la
variation AX tendrait soit vers 0 soit vers co.'® Comme il se doit, I'incertitude
sur X, mesurée par sa variance, augmente avec le temps.

Processus de Wiener généralisé

Une variable aléatoire S suit un processus de Wiener généralisé si sa variation
dS pendant un intervalle de temps dt s’écrit :

|dS = adt + bdX, (2.27)

ol a et b > 0 sont des constantes et X une variable aléatoire suivant un processus
de Wiener. Le premier terme du second membre de 1’équation (2.27) décrit une
dérive (“drift” en anglais) déterministe et constante de parametre a, 'espérance
de variation du processus par unité de temps. Le second terme est une variable
aléatoire distribuée sur une gaussienne de variance b2dt. Ainsi, la variation AS
de S sur un temps t = Ndt est distribuée sur une loi normale de parametres
m = at et ¢ = bVt. La figure 2.9 montre clairement la dérive en at et les
fluctuations autour de cette tendance moyenne controlée par le parametre b.

9Supposons que la variance de la distribution normale de dX soit (dt)®, la variation AX
sur un temps t = Ndt serait alors distribuée sur une gaussienne de variance Ndt® = tdt*~1.
Le comportement de AX & la limite continue (d¢t — 0) impose a = 1. En effet si a > 1 alors
AX —0etsia<l, AX — oo quel que soit ¢.
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Fia. 2.9 — Processus de Wiener de parametres a = 0.3 et b = 1.5 avec dt =
0.1. Sur la figure de gauche est tracée la droite d’équation S = 0.3 ¢ donnant
I’évolution moyenne. La figure de droite représente un zoom de la figure de
gauche.

Plus généralement, les coefficients a et b peuvent dépendre de la variable
S et du temps t (on suppose alors qu'ils restent constants sur un intervalle de
temps dt). On parle dans ce cas de processus d’Ité.

Lemme d’Ito

Le lemme d’1t6%° (1951) est aux fonctions de variables aléatoires ce que le
théoreme de Taylor est aux fonctions de variables déterministes. Nous adopte-
rons ici une approche heuristique pour le démontrer.

Soit S une variable aléatoire qui suit un processus d’It6 dont la variation est
donnée par :

dS = a(S,t)dt + b(S,t)dX. (2.28)
Dans la suite on omettra les arguments de a et b.
Soit f(S,t) une fonction continue de S et de t. Son développement en série
de Taylor s’écrit :
af af 10%f o, 10%f , O°f
F=555+ 5"+ 3552 T2 T pos
D’apres Iéquation (2.28), la variation dS dépend de dt explicitement, mais
également implicitement a travers dX. Par définition du processus de Wiener,
puisque dX? ~ dt (la variance de dX), dS? = (adt + bdX)? contient un terme
d’ordre dt qui domine les deux autres en dt? et dt: & la limite dt — 0. Ainsi,

lim dS? = b2dt. (2.30)
dt—0

dtdS + .. (2.29)

20Kiyosi It6 (1915-), mathématicien japonais.
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Curieusement, dS? perd son caractére stochastique pour devenir une variable
déterministe & la limite continue. En remplacant dS et dS? par leurs expressions
(2.28) et (2.30) en fonction de dt dans ’équation (2.29), on obtient :

0 0 162 10? 02
df = 6—£(adt+bdX)+a—{dt+§a—5£(b2dt)+§a—t£dt2+ atafs

dt(adt+bdX)+ ...

On ne conservant que les termes dominants d’ordre dX ~ +/dt et dt, on a le
lemme d’It6 :

0 d 10? 0
df = (%a + 8—{ + 58—5‘];b2)dt + %bdX. (2.31)

Ainsi, comme S, la fonction f(S,t) suit un processus d’Itd, c’est-a-dire :
df =a'(S,t)dt +V'(S,t)dX,

ou les coefficients a’ et b’ sont donnés par I’équation (2.31).

Les deux variables aléatoires S et f sont corrélées et dépendent de la méme
variable aléatoire dX. En éliminant dX, il est donc possible de construire une
troisieme variable GG, en fonction de S et f, dont la variation dG soit completement
déterministe pendant la durée dt. Comme nous le verrons, cette remarque est
fondamentale dans le modele de Black-Scholes.

2.4.4 Marche aléatoire gaussienne et vols de Lévy

On peut bien str généraliser la marche aléatoire gaussienne étudiée dans
la section précédente a des marches aléatoires dont le déplacement a chaque
itération est donné par une certaine distribution de probabilité. Par exemple, la
figure 2.10 montre deux marches aléatoires obtenues par simulation avec la loi
normale et la loi de Cauchy représentées sur la figure 1.8. On voit clairement
leffet de cette loi large qui autorise des déplacements de grandes tailles par
rapport a ceux de la loi gaussienne. Ces sauts de grandes amplitudes sont appelés
des vols de Lévy.?!

Comme on peut le voir sur la figure 2.11, la différence entre ces deux lois
de probabilité est encore plus spectaculaire dans le cas d’'une marche aléatoire
plane (dans un espace de dimension d = 2).On pourra également comparer la
marche aléatoire gaussienne simulée de la figure 2.11 avec la trajectoire observée
expérimentalement de la figure 2.1.

21Paul Lévy (1886-1971) mathématicien frangais.
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F1G. 2.10 — Marche aléatoire a 1d de 1000 pas distribués sur la loi de Cauchy (a
gauche) et sur la loi normale (& droite) représentées sur la figure 1.8 (remarquer
la différence d’échelles!). Pour comparaison, la trajectoire gaussienne de la figure
de droite est représentée sur la figure de gauche.
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Fi1G. 2.11 — Marche aléatoire a 2d de 1000 pas distribués sur la loi de Cauchy
(& gauche) et sur la loi normale (& droite) représentées sur la figure 1.8. Les
figures du haut montrent la variable aléatoire dans les deux cas et celles du
bas une trajectoire dans le plan {z,y} (remarquer la différence d’échelles!). La
trajectoire gaussienne de la figure de droite est représentée a I'intérieur du cercle,
centré a l'origine, de la figure de gauche.
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2.5 Chaine de Markov

Reprenons la marche aléatoire étudiée a la section 2.2.1. Les sauts succes-
sifs X,, sont des variables aléatoires indépendantes, en revanche, les positions
successives de la particule (la fortune du joueur) ne sont pas indépendantes :
la position S,, au temps n dépend de la position S,_; au temps n — 1 par la
relation (2.4). Le point important est que la position & un instant donné n ne
dépend que de la position a I'instant antérieur n — 1 et non pas de toute 1’his-
toire de la particule aux temps 0,1,2, ... : Le futur ne dépend du passé que par
Uintermédiaire du présent. Cette marche aléatoire est appelée une chaine de
Markov.2?

Les chaines de Markov, qui jouent un role fondamental en finance, représentent
une forme de causalité intermédiaire entre les processus complétement indépendants
et les processus avec histoire compléte (la réalisation & Uinstant n dépend de
celles & tous les instants antérieurs 0,1,2;...).

2.5.1 Propriété de Markov

D’une fagon générale, on considere une variable aléatoire X pouvant prendre
des valeurs (discrétes ou réelles) qu’on appelle états. Un processus stochastique
est décrit par les valeurs xzg, 1, x3... aux instants ordonnés tg, t1, t2... et par
une distribution de probabilité initiale P(zq,to) pour la premiére valeur xy de
la variable aléatoire X. On dira que ce processus stochastique est une chaine de
Markov si, Vt,, les probabilités conjointes, P(xo,to ; x1,t1; +*;Zn,tn) que X
vaille z¢ a l'instant tg, x1 a t;...et x,, a t,, satisfont la propriété

P(LL'Q, to ; L1, tl I ) tn) = W(acn, tn|:vn_1, tn_l)...W(l'g, t2|:v1, tl)W(LL'l, t1|1'0, to)P(l‘o, to),
(2.32)
ot W (X, ty|Tn—1,tn-1) est la probabilité conditionnelle de transition pour que le
systeme étant dans I’état x,,_1 a l'instant ¢,,_; passe dans I’état x,, a U'instant ¢,,.
Les tirages successifs de la variable aléatoire X ne sont donc pas indépendants.
Il faut comprendre en quoi la relation (2.32) est particuliere. Dans le cas le
plus général, on aurait

P(zo,to; z1,t1; o 5 Tnstn) = Wi(n,tn|Tn1,tn-15 ,Tn—2,tn—2 -+ ; To,to).
P(zo,to; w1,t15 -+ 5 Tn1,tn—1)
= W(@n,tn | Tn-1,tn-1; ,Tn—2,tn—2; -+ ; To,to0).
W(Zn—1,tn—1]Tn—2,tn—2; -~ ; o, o).
P(zo,to; w1,t15 -+ 5 Tn2,tn—2).
Soit, en itérant, une formule analogue & (2.32), mais ot W (2, tn|Tn—1,tn—1; -+ ; Zo,to)

y serait remplacée par W (x,, tn|Tn-1,tn—1) : la valeur de X & ¢, ne dépend??
que de la valeur a t,_1.

22 Andrei Andreievitch Markov (1856-1922) mathématicien russe.
238i les tirages de la variable aléatoire X étaient indépendants, W (zn,tn|Tn—1,tn—1) ne
dépendrait pas de x,,—1 et de t—1.
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La donnée des nombres W (2, ty|Tn—1, tn—1) et de laloi P(xg, tg) déterminent
donc completement 1’évolution du systeme, c’est-a-dire permettent de connaitre
la probabilité W (z,, t,|xo, to) d’avoir X = x,, & 'instant ¢,, sachant que X = zg
a to pour tout n. Voici quelques exemples de chaine de Markov :

— les mouvements déterministes : les probabilités W et P dépendent alors

du temps et sont certaines.

— le mouvement brownien : a priori, a une échelle de temps microscopique,
les chocs entre particules dépendent des éveénements antérieurs, mais a
une échelle macroscopique (celle de ’observation) les particules perdent la
mémoire des collisions passées.

— les variations d’un actif financier : I’hypothése markovienne, fréquemment
utilisée en finance, est pourtant discutable. Nous y reviendrons.

2.5.2 Equation de Chapman-Kolmogorov

Une chaine de Markov est dite homogéne (dans le temps) si les probabi-
lités W (xy,, tn|Tn—1,tn—1) ne dépendent pas de l'instant ¢, mais seulement de
Iintervalle de temps t,, — t,,_1.

Considérons une chaine de Markov homogene dans l'espace continu a 1d,
d’apres I’équation (2.32), on a

P(x1,t1 5 @a,ta 5 x3,t3) = W (w3, ta|wa, t2) Wz, ta|w1, t1) P21, t1).  (2.33)
En intégrant ’équation (2.33) par rapport a xs, il reste

P(xy,t1 5 w3,t3) = Wi(xs, t3|wy, 1) P(21,t1) = P(Il,h)/W(Il,t1|1727tz)W($27t2|$37t3)d5€2-

Et en divisant par P(z1,t1), on obtient la probabilité d’arriver en 3 au temps
t3 quand on est parti de x; au temps t; :

W(,Tg, t3|$1 s tl) = /W(JJ3, t3|£[:2, tg)W(xg, t2|$1 N tl)dxz. (234)
C’est ’équation de Chapman-Kolmogorov. Elle dit simplement que, dans un
processus sans mémoire, la probabilité d’aller de 1 en 3 est la somme de toutes
les probabilités (indépendantes) d’aller de 1 en 2 puis de 2 en 3. Le temps t2 ne

joue aucun role, comme on le verra plus loin sur des exemples.
Si maintenant on integre I’équation (2.34) par rapport & x1, on obtient

P(,Tg, t3) = /W(LL‘3,t3|$2,t2)P($2,t2)d1‘2.
Soit en échangeant les indices 3 — 2 et 2 — 1 :
P(IQ,tQ) = /W(.IQ,t2|$1,t1)P($1,t1)dCE1. (235)

En pratique, les probabilités P et W d’un processus stochastique doivent vérifier
les équations (2.34) et (2.35) pour qu'’il soit markovien.
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Voyons quelques exemples importants de processus markovien.

Processus de Wiener (gaussien)

Nous avons déja abordé les processus de Wiener section 2.4.3. La probabilité
de transition pour un tel processus homogene et non-stationnaire est donnée par
une loi gaussienne :

1 _ (wg—w1)?
Wixg,to|z1,t1) = ———=—=-€ *PU2-11), 2.36
( 2 2| ! 1) 47TD(t2—t1) ( )
Alors nécessairement 1 )
P(x,t) = e DT, (2.37)

Var Dt

La probabilité de transition (2.36) vérifie bien I’équation de Chapman-Kolmogorov
(2.34) qui s’écrit apres le changement de variables, z = o — 21, comme un pro-
duit de convolution :

/dZPl (Z)Pg[($3 — LL‘l) — Z] = Pg(wg — LL‘l)

olt P et P, sont deux gaussiennes centrées de variances o2 = 2D(ty — t1) et

0% = 2D(t3 — ta) respectivement. La fonction caractéristique d’une gaussienne
2 2

centrée d’écart type o étant e~ “2, le produit ordinaire des transformées de

Fourier de P; et P, donne
(03 +03)u?
- 2

€ )

qui est bien la fonction caractéristique d’une gaussienne centrée de variance
O'% + O'% = 2D[(t2 — tl) + (tg - tg)] = 2D(t3 — tl), c’est-a-dire Pg(Ig - Il) =
W (z3,t3|x1,t1). On peut montrer de méme que les probabilités (2.36) et (2.37)
vérifient bien ’équation (2.35).

On peut montrer que les trajectoires obtenues lors d’un processus gaussien
sont continues, mais non dérivables.

Processus de Poisson
On a alors, avec des n; entiers :

(to —tg)m>—m o= (ta—t1)

W (na,ta|ni, t1) = (2 — )]

ou ny > ni. On a donc

Pour démonstration 1’équation de Chapman-Kolmogorov (2.34) on pourra uti-
liser le changement de variables k = no — nj et le bindome de Pascal
n3—mni

(n3 — nl)'

[(tg —t2) + (t2 — t1)]™ 7™ = Z ﬁ(tg — t2)n37n17k(t2 — tl)k.
=0 ‘\ny —ny — )



64 CHAPITRE 2. MARCHE ALEATOIRE

Processus de Cauchy
Dans ce cas :

to — 11 1
T (ty —t1)? 4 (2 — 1)

W (xa, talx1,t1) =

Et aussi

t 1
P(z,t) = ————.
(1) 2 4 a2
On vérifie encore a ’aide des transformées de Fourier que I’équation de Chapman-
Kolmogorov est satisfaite et que ¢2 ne joue aucun role.

Dans un processus de Cauchy, les sauts pouvant étre de grandes amplitudes,
les trajectoires sont discontinues et non dérivables.

2.5.3 Formalisme matriciel

Dans le cas d’une chaine de Markov homogéne, on introduit la probabilité
w;; de transition®* entre état x; et I'état x;.

wij = PT‘(Xn_H = J,'Jan = LL‘i),

Il est pratique d’introduire la matrice de transition YW (ou matrice stochastique)
dont les éléments sont les probabilités de transition w;j, ou ¢ correspond a la
ligne et j a la colonne.

w11 W12 W13

W21 W22 W23
W=

Clairement, de ’état ¢ on doit atteindre un certain état j, donc
Z Wiy = 1.
J

Partant d’une distribution initiale P(7), représentée sous la forme d’un vecteur
ligne P, la distribution a l'instant suivant est donnée par le produit matriciel
PW.

Pour simplifier (éviter les matrices infinies), on se limitera au cas ou les
X, ont un nombre fini d’états. Reprenons par exemple le probleme classique
de ruine de la section 2.3. Il s’agissait d’'une marche aléatoire a 1d avec une
probabilité p d’avancer d’un pas et ¢ = 1 —p de reculer d’un pas, avec des parois
absorbantes en * = 0 et £ = a (a entier). La matrice de transition de cette

240n trouve aussi dans la littérature la convention que w;; représente la transition j — .
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marche aléatoire est

1 0 0 O 0 0 O
q 0 p O 0 0 O
0 g 0O p ... 000
W = e e . (2.38)
00 0 O q 0 p
00 0 O 0 0 1

Un état tel que w;; = 1 est dit absorbant (quand on arrive dans ’état ¢ on y
reste). Si la matrice contient (au moins) un état absorbant et s’il est possible de
passer de tout état non absorbant a un état absorbant, alors la matrice est dite
absorbante. Quel que soit I’état initial, I’état final sera dans un état absorbant
en un nombre fini de pas et y restera.

En définissant la probabilité wl(Jm

m pas,

) de passer de l’état i a ’état j en exactement

w(m) Pr(Xpim = ;| X, = x;),

I’équation de Chapman-Kolmogorov devient
2
’LUZ(J-) = Zwikwkj.
k
Et plus généralement,?”

(m+n
E '(Uk wkj .

En remplagant le produit ordinaire des probabilités de tirages indépendants par
un produit de matrices, on voit que les w(J ™) sont les éléments de la matrice
W™, Puisqu’en partant de 1’état ¢, on arrive bien quelque part en m pas, un

certain état j, on doit avoir Vm,
S wi =1, (2.39)
J

Ce formalisme matriciel est tres pratique pour étudier le comportement asymp-
totique (m — o00), comme nous allons le voir dans ’exemple suivant.

25Dans le cas ol les X, ont des valeurs réelles, on définira une densité de probabilité
conditionnelle f(") (y|z) telle que

F (yla)dz dy = Pr(y < Xptm <y+dy | & < Xn <z +d).

Comme dans le cas discret on aura
5 ala) = [ 5 Gl wla)dy

La fonction f(y|z) est une fonction positive telle que [ f(y|z)dy = 1, Vz. On peut enfin
considérer que les instants m deviennent continus. On pourra alors intégrer, dériver par rapport
at.
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Chaine de Markov a deux états

Soit X une variable aléatoire qui ne peut prendre que deux valeurs (On peut
penser a la vitesse d’un mobile sur un axe), z = v (état 1) et z = —v (état 2).
On appellera z,, les réalisations successives de X avec la loi suivante : quand
Ty = U, Tp41 a la probabilité p de valoir —v, et donc 1 — p de conserver v;
quand z,, = —v, x,4+1 a la probabilité a de valoir v et 1 — o de conserver —wv.
On appellera X,, la variable aléatoire correspondante. On écrira, Vn > 0

Pr(X,41=-vX,=v) = p=uwp
Pr(Xpt1=—vX,=-v) = 1—a=uwp
Pr(Xpt1=v|X,=v) = 1—-p=wn
Pr(X,41 =0|X,=-v) = a=wsy.

Ce qui définit la matrice de transition

W = ( L=p p ) .
o 11—«
Connaissant xg = %wv, les quatre valeurs de Pr(X,, = +v|X, = £v) sont données
par les éléments de la matrice W™. Le calcul donne

1 l—a—p)m™ -
wm (a p>+( a—p) (p p),
a+p a p a—|—p —Q «

dont la limite quand m — oo est W>® = < @ g ) Les deux lignes étant

a+p (0%
identiques, la probabilité asymptotique d’avoir la vitesse v (ou —v) ne dépend
pas de la condition initiale.

On peut montrer que la convergence de W™ vers W et “I’oubli” des condi-
tions initiales vu dans cet exemple est plus général : il s’applique a toutes les
matrices réguliéres. Une matrice W est dite réguliere s’il existe un entier r tel
que tous les éléments de la matrice W soient strictement positifs.?® Dans ce
cas, le systéme tend vers une distribution d’équilibre Pe, telle que P.W = P..
La distribution d’équilibre d’une chaine de Markov réguliere est donc un vecteur
propre de la matrice de transition YV associé a la valeur propre 1.

26Une matrice W qui contient un état absorbant ne peut pas étre régulicre. C’est par exemple
le cas de la matrice (2.38).
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2.6 Application a la modélisation financiere

October is one of the particularly dangerous months to speculate in stocks.
The others are July, January, September, April, November, May, March,
June, December, August and February ....

(Mark Twain)

La future valeur d’un actif financier (action, obligation, matiere premiere...)
ne peut pas étre connue avec certitude, mais une modélisation financiere permet
d’estimer sa distribution de probabilité.?” Comme une particule brownienne
soumise aux chocs incessants des molécules d’un fluide, la valeur d’un actif est
la résultante de nombreux ordres de vente et d’achat. Il suffit de comparer les
variations de 'indice CAC40 représentées sur la figure 2.12 et la marche aléatoire
brownienne de la figure 2.2 pour apprécier la ressemblance. Mais comme nous
le verrons dans cette section, cette analogie a des limites.

1968 1969 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

5000 .
[ T T T T 7 7777 Maxide 402000 =6644.27 " 17" "7 "1 7]
7000
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F1G. 2.12 — Variation du CAC40 depuis sa création le 31/12/1987.

Des actifs financiers aux produits dérivés

Un actif financier est un contrat entre un débiteur et un créditeur susceptible
de rapporter un gain en capital a ce dernier. Il en existe de différents types
comme les obligations, & revenus fixes (“bond” en anglais), ou les actions, &
revenus variables (“stocks”).

27 Cette section s’inspire de deux classiques : The Mathematics of Financial Derivatives : A
Student Introduction, P. Willmott, S.Howison and J. Dewynne (Cambridge University Press,
1997) et Options, futures et autres actifs dérivés, John Hull et al. (Pearson Education, 2004).



68 CHAPITRE 2. MARCHE ALEATOIRE

Ainsi, une action est une part du capital d’'une société qui donne a son
porteur, 'actionnaire, le droit de toucher un dividende en fonction des profits
réalisés par la société. Les parts ont une valeur qui reflete le point de vue des
investisseurs sur les futurs profits d’une entreprise et donc sur les éventuels
dividendes. Cette valeur est fixée par le prix auquel les parts sont achetées et
vendues sur le marché boursier. Elle représente donc 'effet cumulé des achats
et ventes réalisés par les nombreux opérateurs.

Les produits dérivés (“dérivatives”) sont des contrats plus sophistiqués qui
reposent sur des actifs sous-jacent (action, obligation, matiere premiere). Elles
permettent de réaliser des opérations boursieres en limitant les risques comme
une assurance.?®

Par exemple, une option d’achat (“european call option”) est un produit
dérivé asymétrique qui donne le droit, et non I’obligation, d’acheter une quantité
donnée dun actif financier sous-jacent S (“underlyng”) & une date d’échéance®®
convenue (“expiry date”), ou a maturité, & un prix fixé a 'avance, le priz d’ezer-
cice K (“strike” ou “exercice price”). L’évolution attendue de Pactif financier
conditionne donc ’achat ou la vente d’options. Par exemple, si ’on pense que la
valeur de actif augmentera, on acheétera des options d’achat (ou on émettra des
options de vente (“european put option”)). Mais cette assurance contre 'aug-
mentation des cours a un prix. Et puisque la valeur de I'actif & maturité ne peut
étre connue a l'avance, la question centrale est comment fixer la valeur d’une
option V' 7

Exemple :

Pour une option d’achat3® dont le prix d’exercice K est 250 & la date
d’échéance du 14 avril 2007. Quelle est la valeur C' de 'option a maturité et
at=07

Dans un modele stochastique, la valeur future de I’actif sera distribuée selon
une certaine loi. Pour simplifier, supposons qu’a la date d’échéance, 'actif ne
puisse prendre que deux valeurs S avec la méme probabilité : S = 270 ou
S = 230.

Si S = 270 le souscripteur (“holder”) peut alors acheter ’actif au prix d’exer-
cice K = 250 et réalise donc un profit immédiat de 20 (en le revendant au prix
du marché). La valeur de l'option & maturité est donc C = S — K = 20. Au
contraire, si S = 230, le souscripteur n’exercera pas son droit d’option et C' = 0.
D’une fagon générale, la valeur de 'option (“call”) & maturité est

C =max(0,5 — K)

et le profit escompté, correspondant a la valeur de 'option est %.O + %.20 =10.
Cette estimation du gain permet de fixer, dans ce cas simple, le prix de I'option a
la signature du contrat a ¢t = 0 : Cy = 10. Ainsi, dans le cas ou S = 270, le profit
sera 20— 10 = 10 et dans le cas o1 S = 230, 0—10 = —10. Soit 100% de perte ou

28] es marchands génois lorsqu’ils affrétaient un navire, achetaient une option sur un second.
Si le premier n’arrivait pas a bon port, l’assurance permettait d’acheter la cargaison du second
a un prix fixé a ’avance. Sinon, ’option n’était pas exercée.

290u n’importe quand avant une date donnée pour les options américaines.

30Dans la suite nous ne considérerons que le cas des options d’achat.
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de profit (gain/perte de 10 pour un investissement de 10). Remarquons que si
le souscripteur avait acheté a ¢t = 0 des actifs valant Sy = 250 ses pertes/profits
seraient de 8% (gain/perte de 20 pour un investissement de 250).

Dans cet exemple simple, la distribution de 'actif était supposée uniforme.
Avant de proposer une loi de probabilités plus réaliste, voyons de quels pa-
rametres peut dépendre a priori la valeur C' d’une option d’achat :

— la valeur de lactif Sy & la signature du contrat (plus Sy est élevée, plus il

y a de chance que C le soit & maturité)
— la valeur de l'actif S & maturité (plus S est élevée plus le profit, et donc
C, est important)

— le prix d’exercice K (plus K est bas, plus C sera élevée)

— le temps (plus la date d’échéance approche, plus les valeurs de S, et donc

de C, sont prévisibles)

— la wolatilité de Pactif qui mesure les fluctuations (plus elle est grande plus

la valeur de S, et donc de C, peuvent fluctuer)

— le taux d’intérét (qui dépend a priori du temps) que 1’on suppose connu

sur des temps courts®! qui permet un gain certain (compte en banque).
Voyons maintenant deux modélisations du prix d’'un actif financier et d’une
option.

2.6.1 L’approche de Bachelier

En 1900, Louis Bachelier3? propose dans sa these la premiere modélisation

financiere. Les principales hypothéses de ce modele sont les suivantes :

— la valeur d’un actif financier varie ¢ chaque instant par saut successif +v
avec la méme probabilité 1/2 :” Il semble que le marché, c’est-a-dire Uen-
semble des spéculateurs ne doit croire a un instant donné ni a la hausse,
ni a la baisse, puisque, pour chaque coté, il y a autant d’acheteurs que de
vendeurs”.

— les variations de l’actif sont indépendantes d’un instant a 'autre (propriété
de Markov) : “On peut admettre que la probabilité d’un écart & partir du
cours vrai est indépendante de la valeur absolue de ce cours, et que la
courbe des probabilités est symétrique par rapport au cours vrai’.

On reconnait bien sir la marche aléatoire étudiée a la section 2.2. La probabilité
P(s,t) que lactif vaille s € & l'instant ¢ est donc donnée par ’équation de la
diffusion (2.26) avec ¢ = 0 et s’exprime a 'aide de I’équation (2.25) ou le coeffi-
cient D, lié a la variance, est appelé par Bachelier “le coefficient d’instabilité”.
On parlerait aujourd’hui de la volatilité.

La valeur d’'un actif & un instant donné étant une somme de variables

aléatoires distribuées sur une loi de variance finie (+v avec la probabilité 1/2),

31Combien suis-je prét & payer maintenant pour recevoir une somme F 3 la date T ? si les
taux d’intéréts,r, sont constants, 'argent M (t) déposé a la banque, varie comme dM = rMdt,
soit M(t) = ae™ et At =T, M(T) = E, donc M(t) = Ee~"(T—1),

32Louis Bachelier (1870-1946) mathématicien frangais fondateur des mathématiques fi-
nancieres. Les citations suivantes sont tirées de sa thése : “Théorie de la spéculation”, Annales
scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3eme série, Tome 17 (1900), pp.21-86 que l'on
trouve sur internet : http ://www.numdam.org/
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la probabilité P(s,t) est bien une loi gaussienne d’apres le théoréme de la limite
centrale.

Le modele de Bachelier permet de calculer la valeur d’une option. En effet,
la probabilité pour que la valeur d’un actif S soit supérieure a K a maturité ¢
est, d’apres ’équation (2.25) :

(s—s0)?
- 4D2 d57

1 o0
PO = T5 /K ‘

ou sg est le prix de I’actif (connu) & ¢ = 0. Le gain moyen attendu, si S > K est

donc
(s=s0)?
- 4D(i ds.

1 o0
Gt)=<S—K >= \/M/K (s —K)e
Avec K = Sy, ce bénéfice vaut /Dt/m, il croit donc en v/t ce qui d’apres
Bachelier est “un des résultats les plus importants de notre étude”’. Si la valeur
de la prime est un peu supérieure au gain moyen attendu, tout le monde y gagne :
le courtier qui, sur la base de nombreux clients, ne dépensera que < S — K >*
(valeur moyenne du gain quand il est positif), et le souscripteur qui achétera
Pactif a un prix inférieur a K.

Comme nous le verrons, plusieurs réserves peuvent étre émises sur ce modele.
En particulier, cette probabilité est seulement asymptotique a la limite des
temps longs.

2.6.2 Le modeéle de Black-Scholes

Dans le cadre du modele de Black-Scholes, on suppose que ce sont les va-
riations relatives 65/S = §1n S des actifs qui sont distribuées sur une loi gaus-
sienne. Ensuite, le modele permet d’estimer la valeur d’une option en construi-
sant un portefeuille sans risque dont 1’évolution sur un temps court n’est plus
aléatoire...

Le cours d’un actif

Pratiquement tous les modeles donnant le prix d’une option sont basés sur
une hypothese simple concernant 1’évolution du prix des actifs : le processus de
Wiener. 33

D’abord, la variation absolue dS d’un actif n’a pas beaucoup de sens, ce qui
est significatif,®* c’est sa variation relative dS/S. Ensuite, I'actif peut évoluer
de deux fagons : La premiere, prévisible, correspond & la tendance générale du
marché qui peut étre a la hausse ou la baisse. Cette variation est typiquement liée
au taux d’intérét.?> La seconde modélise 'aspect aléatoire du a ’accumulation

33L’hypothése d’efficience des marchés justifie le processus stochastique : i) I’histoire passée
de lactif est reflétée par sa valeur présente (propriété de Markov) ii) les marchés réagissent
instantanément & tout type d’information.

34Quelle que soit la valeur de ’actif, un investisseur exigera une rentabilité moyenne donnée,
par exemple 7%.

35Car plus les taux d’intérét sont élevés, plus les investisseurs exigent un haut taux de
rentabilité.
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d’effets extérieurs. Et a priori, on peut supposer que l'incertitude sur la valeur
relative de ’actif est indépendante de sa valeur S. Ainsi, pendant un intervalle
de temps dt — 0, la variation relative de l’actif sera donnée par 1’équation
différentielle stochastique :

% = pdt + odX. (2.40)

Le premier terme correspond donc & une dérive (“drift”) déterministe caractérisée
par un teuz de croissance p (placement sans risque dans une banque). S’il n’y
avait que ce terme, on aurait S(t) = Spet! avec certitude. Le second terme
modélise la composante aléatoire de la variation relative dS/S sous la forme
d’un processus de Wiener, c’est a dire une variable aléatoire dX distribuée sur
une loi normale centrée (< dX >= 0) de variance dt, et pondérée par la vola-
tilité o qui caractérise la taille des fluctuations. La variation relative dS/S est
donc distribuée sur une loi normale de moyenne m = udt et de variance o2dt ou
encore < dS >= pSdt et Var(dS) = 025%dt. Typiquement, dt = 1/250 (il y a
250 jours ouvrables dans I’année) et la volatilité, qui peut étre estimée & partir
des données passées, vaut o = 0.05 — 0.4 par /an.

En premiere approximation, ce modele décrit tres bien les cours des actifs,
mais comme nous le verrons, les fluctuations gaussiennes interdisent les grandes
fluctuations (krach boursier) pourtant observées en 1929, 1987...

La variable aléatoire S suit donc un processus d’It63¢ avec a = uS et b = oS
(voir section 2.4.3). D’apres le lemme d’It6, la variation d’une fonction f(.S,¢)
est donnée par ’équation (2.31) :

of of O*f
df = (as +E+§@ 0?8 dt + ==

of

dX. 2.41
Las (241)

Une premiere conséquence du lemme d’It6 est la détermination de la distribution
de la variable S. En utilisant 1’équation (2.41) et en choisissant f(S) =1nS on
a immédiatement :

1
df = (pu— 502)dt +odX.

La variation df = dIn S est donc distribuée normalement et In S = f(¢) fo df
suit une gaussienne de moyenne Insg + (u — —O' 2)t de variance o%t, ol sq est
la valeur initiale de S. La distribution de I’ actlf S est donc une loi log-normale
(voir section 1.3.2) :

s 1,242

1 1 [111%*(M*§0
P(s) = ————¢" 202¢ our s> 0.
() oV2nt s P

36Pour améliorer le modele, on peut supposer que, u et o dépendent également du temps ¢.
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Le modéle de Black-Scholes

Le modele de Black-Scholes a été développé en 1973 par Fisher Black et
Myron Scholes d’une part et par Robert Merton d’autre part.>” Il permet de
déterminer la valeur d’une option V(5,t) (call ou put) en fonction du temps et
du prix de D’actif financier sous-jacent. Il repose sur les hypothéses suivantes :

— La distribution de Dactif est une loi log-normale (sa variation est donc

donnée par 1’équation (2.40)).

— Le taux d’intérét r et la volatilité o de l'actif sont connus en fonction du

temps.

— Il n’y a ni cotlits de transaction ni d’impots.

— Il n’y a pas de dividende sur I'actif sous-jacent avant la date de maturité.

— Il n’y a pas d’opportunités d’arbitrage : il n’est pas possible de réaliser un

profit certain sans risque et sans cott.

— Le marché évolue contintiment.

— Il est possible de vendre ou d’acheter n’importe quelle quantité d’actifs

(vente & découvert d’un actif non possédé).
Plusieurs de ces hypotheses peuvent étre abandonnées. Par exemple, le taux
d’intérét peut étre lui aussi une variable aléatoire. Construisons un portefeuille
contenant une option et une quantité —a de 'actif sous-jacent. La valeur du
portefeuille est donc :
II=V —-as,

et sa variation en dt est :
dIl = dV — adS.

La variation dV de la valeur de 'option est donnée par le lemme d’It6 (2.31).
Comme nous l'avions remarqué a la section 2.4.3, les deux variables aléatoires
S et V(s,t) sont corrélées et dépendent de la méme variable aléatoire dX, on
peut donc choisir une valeur de v qui élimine le terme en dX de fagon & obtenir
un portefeuille dont la variation dIl est completement déterministe pendant la
durée dt :

dll = dV —adS

oV AV 1V 4, OV

= (%MS—F e + 3952° S%)dt + %USdX — a(puSdt + 05dX)
oV oV 1 0V oV

- (& _osdx 9 )+ 202528 L Dy
(BS a)oS —|—[,uS(aS a>+2USBS2+8t]

En choisissant a = ‘g—‘g le terme en dX disparait. Le parametre a mesure la
corrélation entre les variations de 'option et celles de I'actif. La dynamique de
la variable dII est donc completement déterministe :

1 0’V oV
0?8 — + —]
2 052 ot

Utilisons & présent 'hypothese d’absence d’opportunités d’arbitrage (et de cotit
de transaction). Partant d’un capital II, il est possible d’obtenir un gain certain

dIl = | dt.

37Leurs travaux ont été récompensés en 1997 par le “prix de la Banque de Suéde & la
mémoire d’Alfred Nobel”. Le “prix nobel d’économie” d’existant pas, ce pseudo-Nobel est
accordé depuis 1969.
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et sans risque en le placant sur un compte en banque dont le taux d’intérét vaut
r. Dans ce cas, 'augmentation en dt est certaine et vaut :

dHO = rlldt.

Si dIly < dII, il serait possible d’emprunter de ’argent avec le taux d’intérét r,
de l'investir dans le portefeuille et de réaliser un profit certain et sans risque
(en tenant compte du remboursement de emprunt). Au contraire, si dIly >
dIl, il suffit de placer le portefeuille sur un compte en banque pour réaliser un
profit certain. Dans les deux cas, le profit sans risque, sans cotut et instantané
viole 'hypothese d’absence d’opportunités d’arbitrage. On donc nécessairement
dlly = dll, soit : ,
1 5,0V 0V
rIldt = [20 S 597 + 8t]

Et puisque I =V — g—‘gS , on obtient ’équation différentielle de Black-Scholes :

dt.

oV 1, 0%V ov B
D +2US 8S2+TS(?S rV =0. (2.42)

Remarquons que ’équation de Black-Scholes ne contient pas le taux de crois-
sance p : la valeur d’une option est indépendante de 1’évolution moyenne de
I’actif sous-jacent. En revanche la volatilité o de I’actif joue un role central dans
I’estimation de la valeur de 'option.

En supposant r et o constants pendant la durée de vie de I'option, on peut
résoudre analytiquement 1’équation (2.42) (voir TD) pour des conditions aux
limites particulieres dépendantes du produit dérivé considéré.

Pour une option d’achat C, on a vu que

C(S,T) =max (0,5 — K). (2.43)

Pour une option de vente P, on aurait de méme :3%

P(S,T) = max (0, K — S). (2.44)

Par ailleurs, on peut montrer qu’il existe une équation de parité exprimant a
chaque instant la valeur d’une option d’achat C en fonction de la valeur d’une
option de vente P (voir TD) :

S(t) + P(S,t) — C(S,t) = Ke "I, (2.45)

Finalement, en utilisant les conditions aux limites (2.43) et (2.44), on calcule la
valeur d’une option d’achat C' et d’une option de vente P respectivement (voir
TD) :
C(S,t) = SN(di)—Ke "T"IN(do) (2.46)
P(S,t) = —SN(—=dy)+ Ke "T"IN(~dy), (2.47)

38En effet, une option de vente permet de vendre un actif sous-jacent & un prix d’exercice
K fixé a lavance. Si & maturité K > S, on exerce 'option qui vaut alors P(S,T) = K — S.
Dans le cas contraire, on vendra au prix du marché S et alors, P(S,T) = 0.
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ou
2
o L WE )Ty
oVT —1t
S o2
4y — In(z)+(r=5)T -1
oVT —1t ’
et

1 v z
N(z) = E/ e_;dz,

ou N(z) est la fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite (la
probabilité qu’une variable gaussienne soit inférieure & x). On voit une fois de
plus que I'approximation gaussienne est au coeur du modele de Black-Scholes.

Par ailleurs le coefficient o = ‘g—‘; donnant la quantité relative d’actifs sous-
jacents et de produits dérivés est donné par,

oC
oP

pour une option d’achat et de vente respectivement. Ce coefficient (parfois
appelé A) est fondamental, puisqu’il permet d’annuler les risques (variables
aléatoires) sur un intervalle de temps dt : Il doit donc étre ajusté régulierement.3”

Terminons par des critiques essentielles du modele de Black-Scholes :

— Contrairement a ’hypothése de Markov, les variations des valeurs boursiéres
peuvent étre fortement corrélées sur des temps courts.

— Ces variations sur certaines échelles de temps peuvent étre distribuées sur
des lois larges. Si leur distribution était purement gaussienne, il n’y aurait
jamais de krach (il faudrait attendre I’age de 'univers pour observer une
fluctuation comparable & celle du krach boursier de 1987!).

— Le temps n’est pas strictement continu et le passage a la limite n’est donc
pas toujours justifié.

39Les transactions ayant un coiit, le prix de cet ajustement doit étre prix en compte dans
le modele.



