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CORRECTION : Examen 2008

Exercice 1

1-1)
Il s’agit de la loi log-normale que I’on obtient & partir de la loi normale P(z) par P(z)dx = Q(y)dy. Soit
1 1 _ny—m)?
Qly) = e T pour y > 0.

Le calcul de la moyenne est simple : on trouve (Y) = e

1-2)
Soit X1, Xs... Xy des variables aléatoires mutuellement indépendantes ayant la méme distribution de
probabilité,! c’est-a-dire la méme moyenne finie m et la méme variance finie 0. Leur moyenne arithmétique,

qui s’écrit
1 N
=y X
i=1

est une variable aléatoire distribuée selon une loi de probabilité? qui tend vers la loi normale de moyenne m et
de variance 0 /N lorsque N — oo :

_ (my-m)?

P(my)~ —e T (1)

Exercice 2

2-1)
On doit avoir P(0) > 0 donc A < 122
La loi P(n) doit étre normalisée donc
iP( _1——+Z a\p ":1—A—+ ar—L— =1,
n=0 1_p
donc a = 1.
2-2)
Comme p < 1:
N >= P(n) =X\ =)\ =
<N > ngon (n) P;np pd (z_: ) (1_ > 1—p)2’
et

S $) - (2) e

IPlus généralement, il n’est pas indispensable que ces variables aient la méme distribution. Il suffit qu’elles aient la méme valeur
moyenne et la méme variance et qu’elles soient finies.

2(C’est en fait une densité de probabilité : en passant a la limite N — oo, My devient une variable continue variant de —oco &
+o00.




Donc A2 \
1+p D P

Var(N) =< N?> > — < N >*=)p - = 1—p2 = \p).

(N) (1-p3 (1-p? (1—p)4( )

2-3)
Pour un nombre total de moustique égale & n, le nombre de moustiques qui piquent Nicolas suit la loi
binomiale pour 0 < k <n:

Sin=0, Pr(0,0) = P(0) = 1 — {&.
Sin >0, alors 0 < k < n, les événements étant indépendants :

Pr(n,k) = P(n).Pr(K = k) = C,’jzinAp".

2-4)
Probabilité Q(0) que Nicolas ne soit pas piqué : il n’y pas de moustiques, ou il y en a n > 1 qui ne piquent
pas (k = 0). Donc

= AP — 1 Ap = (p)n Ap Ap Ap
0) = Pr(0,0)+> Pr(n,0) = 1-——+3 " C0—\p" = 1——2 4\ ) RN A T SR P —
Q(0) = Pr( )n; (0 =1-775 ; on P 1—p ,; 2 1—p 2-p  (1-p2-p

Probabilité (k) que Nicolas soit piqué k > 0 fois : il faut que n > k

QM) i Pr(n.k) = A i ct(2)" - %(g)’“ i o (g) _ %(g)’“ in<n_1)...<n_k+l>(g)""“

n= n=~k
On reconnait la dérivée keme de > 7 2" = 1/(1 — x) par rapport a z = p/2 et qui donne
El(1 — 2)~(k+1)

donc

Exercice 3

3-1)
Pour k = 0 secondes : le piéton peut traverser immédiatement la rue.
Il n’y a donc pas de voitures pendant au moins 3 secondes avec la probabilité P(0) = ¢>.

3-2)
En général, pour que le piéton attende k secondes, il faut que :
une voiture passe & ¢ = k (sinon il traverserait a cet instant)
le piéton ne dispose pas de 3 secondes consécutives sans voitures pour ¢t < k
— le piéton dispose de 3 secondes consécutives sans voitures a partir de t = k + 1.
Utilisons la notation “0 = aucune voiture ne passe a une seconde donnée”, et “1 = une voiture passe a la seconde
donnée”. Et les séries temporelles sont une suite d’événements indépendants.
La série correspondant aux temps k, k + 1, k + 2 et k + 3 est forcément 1000 (de probabilité pg3). Pour
t < k < 3, le piéton n’a pas le temps de traverser, que des voitures passent ou non aux instants t = 1 et ¢t = 2.
On a donc pour k = 1,2,3 p(k) = pg>.
On retrouve ce résultat au cas par cas :
Pour £ =1 : on a forcément 1000 avec la probabilité,

P(1) = pg®.



Pour k = 2 : on a 11000 avec la probabilité p?¢® ou 01000 avec la probabilité pg*, soit

P(2) = pg*(p+q) = pq’.
Pour k=3 : on a 111000 (p3¢?), 011000, 101000 (p?q*) et 001000 (pg®), soit

P(3) = p*¢® + 2p°¢* + pg° = pg®.

3-3)

Pour k = 4 : la série correspondant aux temps 4, 5, 6 et 7 est forcément 1000 (pg®). Au début de la série,
pour t = 1,2 et 3, il y a deux cas possibles : soit aucune voiture ne passe avec la probabilité ¢> (et dans ce cas
le piéton pourrait traverser), soit une, deux ou trois voitures passent (et le piéton ne peut pas traverser). C’est
ce dernier cas, de probabilité 1 — ¢, qui nous intéresse. On a donc P(4) = pg3(1 — ¢3).

Exercice 4

4-1)
Cy = max(S, — K,0) = max((1 +u)S — K,0) ou Cq = max(Sq — K,0) = max((1 + d)S — K, 0).

4-2)

I, =C, —04(1 —|—U)S et Iy = Cy — a(l —|—d)S

On veut IT,, = T3 donc Cy, — ap(1 + u)S = Cq — ag(1 4 d)S, soit ag = gl—:sd =T
4-3)

A maturité le portefeuille vaut (1 + r)II = I1,, = I1,.

4-4)
Donc
(14+7)(C —apS) =Cy —ap(1 +u)S
it
>l o 1 ( r—d+cu—r)
T 14 tu—d du—d"
4-5)

S, =110, 5,=90,C, =15,Cy3 =0, ag = 0.75 et C' ~ 10.71
II=C—-0ayS=10.71—-75=64.29

Si le prix monte alors S, = 110 et I, = C,, — oS, = 15— .75 % 110 = —67.5
Si le prix descend alors Sq =90 et Iy = Cy — apSq =0—.75%90 = —67.5

Exercice 5

5-1)
X, = —h,h,—hL,hL avec les probabilités p/2, p/2, q/2 et q/2 respectivement.

5-2)
On a donc S, = Y1 | X; avec (X;) = 0 et Var(X;) = h?(p+ ¢L?) donc (S,) = 0 et comme les variables
X; sont indépendantes : Var(S,) = nh?(p + qL?).

5-3)
X, = —h, h,—h+/n, hy/n avec les probabilités p/2, p/2, q/2 et q/2 respectivement.



On a (X;) =0 et Var(X;) = h%(p + ¢i) donc (S,,) = 0 et comme les variables X; sont indépendantes :

(n+1)

2 . 2 n zqh2
Var(S,) =Y _h*(p+qi) = h*(np+q 5 5

) ~n—0.

Donc (S2) ~ t? (o t = n7), il s’agit d'un régime balistique.
5-4)

Pla,t+7) = gP(x )+ gP(x )+ gP(x —Lht)+ %P(x + Lh,t).
5-5)

P(z,t+71)—P(x,t) =

N3

(P(z—h, t)—P(z, t))+g(P(a:+h, )—P(z, t))+g(P(3:—Lh, t)—P(z, t))+g(P(a:+Lh, t)—P(x,1)).

En passant a la limite et en ne conservant que les termes d’ordres le plus bas on obtient :

OP(x,t) 2£h_2 0?P(z,t) Y (Lh)? 8?P(z,t)
ot T %22 aa2 272 o2
donc
OP(x,t) D82P(:17,t)
ot ox?
ol
h2
D= (p+ql?)—.
2T
5-6)

On retrouve la variance. En effet :

h2
Var(S,) = (S2) = nh*(p + qL?) = 2t(p + qL2)2— = 2Dt,
T

ou on a posé t = nr.
Si ¢ = 0 alors p = 1 on retrouve la marche aléatoire de sauts h.
Si ¢ = 1 alors p = 0 on retrouve la marche aléatoire de sauts Lh.



