
M2 Statistique et Finane2007-2008 Probabilités et Physique statistiqueCORRECTION : Examen 2008Exerie 11-1) Il s'agit de la loi log-normale que l'on obtient à partir de la loi normale P (x) par P (x)dx = Q(y)dy. Soit
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2σ2 pour y > 0.Le alul de la moyenne est simple : on trouve 〈Y 〉 = em+σ2/21-2) Soit X1, X2 . . . XN des variables aléatoires mutuellement indépendantes ayant la même distribution deprobabilité,1 'est-à-dire la même moyenne �nie m et la même variane �nie σ2. Leur moyenne arithmétique,qui s'érit
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Xi,est une variable aléatoire distribuée selon une loi de probabilité2 qui tend vers la loi normale de moyenne m etde variane σ2/N lorsque N → ∞ :
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Exerie 22-1) On doit avoir P (0) ≥ 0 don λ ≤ 1−p
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.1Plus généralement, il n'est pas indispensable que es variables aient la même distribution. Il su�t qu'elles aient la même valeurmoyenne et la même variane et qu'elles soient �nies.2C'est en fait une densité de probabilité : en passant à la limite N → ∞, MN devient une variable ontinue variant de −∞ à

+∞. 1



Don
V ar(N) =< N2 > − < N >2= λp
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(1 − p2 − λp).2-3) Pour un nombre total de moustique égale à n, le nombre de moustiques qui piquent Niolas suit la loibinomiale pour 0 ≤ k ≤ n :
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.Si n = 0, Pr(0, 0) = P (0) = 1 − λp

1−p .Si n > 0, alors 0 ≤ k ≤ n, les événements étant indépendants :
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λpn.2-4) Probabilité Q(0) que Niolas ne soit pas piqué : il n'y pas de moustiques, ou il y en a n ≥ 1 qui ne piquentpas (k = 0). Don
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.Probabilité Q(k) que Niolas soit piqué k > 0 fois : il faut que n ≥ k

Q(k) =

∞
∑

n=k

Pr(n, k) = λ

∞
∑

n=k

Ck
n

(

p

2

)n

=
λ

k!

(

p

2

)k ∞
∑

n=k

n!

(n − k)!

(

p

2

)n−k

=
λ

k!

(

p

2

)k ∞
∑

n=k

n(n−1)...(n−k+1)

(

p

2

)n−kOn reonnaît la dérivée keme de ∑∞

n=0 xn = 1/(1 − x) par rapport à x = p/2 et qui donne
k!(1 − x)−(k+1),don

Q(k) =
λ

k!

(

p

2

)k
k!

(1 − p
2 )k+1

=
2λpk

(2 − p)k+1
.

Exerie 33-1) Pour k = 0 seondes : le piéton peut traverser immédiatement la rue.Il n'y a don pas de voitures pendant au moins 3 seondes ave la probabilité P (0) = q3.3-2) En général, pour que le piéton attende k seondes, il faut que :� une voiture passe à t = k (sinon il traverserait à et instant)� le piéton ne dispose pas de 3 seondes onséutives sans voitures pour t < k� le piéton dispose de 3 seondes onséutives sans voitures à partir de t = k + 1.Utilisons la notation �0 = auune voiture ne passe à une seonde donnée�, et �1 = une voiture passe à la seondedonnée�. Et les séries temporelles sont une suite d'événements indépendants.La série orrespondant aux temps k, k + 1, k + 2 et k + 3 est forément 1000 (de probabilité pq3). Pour
t < k ≤ 3, le piéton n'a pas le temps de traverser, que des voitures passent ou non aux instants t = 1 et t = 2.On a don pour k = 1, 2, 3 p(k) = pq3.On retrouve e résultat au as par as :Pour k = 1 : on a forément 1000 ave la probabilité,

P (1) = pq3.2



Pour k = 2 : on a 11000 ave la probabilité p2q3 ou 01000 ave la probabilité pq4, soit
P (2) = pq3(p + q) = pq3.Pour k = 3 : on a 111000 (p3q3), 011000, 101000 (p2q4) et 001000 (pq5), soit

P (3) = p3q3 + 2p2q4 + pq5 = pq3.3-3) Pour k = 4 : la série orrespondant aux temps 4, 5, 6 et 7 est forément 1000 (pq3). Au début de la série,pour t = 1, 2 et 3, il y a deux as possibles : soit auune voiture ne passe ave la probabilité q3 (et dans e asle piéton pourrait traverser), soit une, deux ou trois voitures passent (et le piéton ne peut pas traverser). C'este dernier as, de probabilité 1 − q3, qui nous intéresse. On a don P (4) = pq3(1 − q3).Exerie 44-1)
Cu = max(Su − K, 0) = max((1 + u)S − K, 0) ou Cd = max(Sd − K, 0) = max((1 + d)S − K, 0).4-2)
Πu = Cu − α(1 + u)S et Πd = Cd − α(1 + d)S.On veut Πu = Πd don Cu − α0(1 + u)S = Cd − α0(1 + d)S, soit α0 = Cu−Cd

Su−Sd
= Cu−Cd

(u−d)S .4-3) A maturité le portefeuille vaut (1 + r)Π = Πu = Πd.4-4) Don
(1 + r)(C − α0S) = Cu − α0(1 + u)Ssoit
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(Cu

r − d

u − d
+ Cd

u − r

u − d
).4-5)

Su = 110, Sd = 90, Cu = 15, Cd = 0, α0 = 0.75 et C ≃ 10.71
Π = C − α0S = 10.71 − 75 = 64.29Si le prix monte alors Su = 110 et Πu = Cu − α0Su = 15 − .75 ∗ 110 = −67.5Si le prix desend alors Sd = 90 et Πd = Cd − α0Sd = 0 − .75 ∗ 90 = −67.5Exerie 55-1)
Xn = −h, h,−hL, hL ave les probabilités p/2, p/2, q/2 et q/2 respetivement.5-2) On a don Sn =

∑n
i=1 Xi ave 〈Xi〉 = 0 et V ar(Xi) = h2(p + qL2) don 〈Sn〉 = 0 et omme les variables

Xi sont indépendantes : V ar(Sn) = nh2(p + qL2).5-3)
Xn = −h, h,−h

√
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√
n ave les probabilités p/2, p/2, q/2 et q/2 respetivement.3



On a 〈Xi〉 = 0 et V ar(Xi) = h2(p + qi) don 〈Sn〉 = 0 et omme les variables Xi sont indépendantes :
V ar(Sn) =
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2
) ≃ n2 qh2
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.Don 〈S2

n〉 ∼ t2 (où t = nτ), il s'agit d'un régime balistique.5-4)
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.5-6) On retrouve la variane. En e�et :

V ar(Sn) = 〈S2
n〉 = nh2(p + qL2) = 2t(p + qL2)

h2

2τ
= 2Dt,où on a posé t = nτ .Si q = 0 alors p = 1 on retrouve la marhe aléatoire de sauts h.Si q = 1 alors p = 0 on retrouve la marhe aléatoire de sauts Lh.
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