
M2 Statistique et Finan
e2007-2008 Probabilités et Physique statistiqueExamen de Probabilités et Physique statistiquelundi 4 février 2008 - durée : 3hLes do
uments et 
al
ulatri
es ne sont pas autorisés.1 Questions de 
ours indépendantes
⊲ 1-1 Soit X une variable aléatoire distribuée selon une loi normale de moyenne m et de varian
e σ2. Déterminerl'expression de la distribution de la variable Y = eX . Quel est le nom de 
ette distribution ? Cal
uler 〈Y 〉.
⊲ 1-2Énon
er le théorème de la limite 
entrale.2 Les moustiquesLe nombre de moustiques qui pénètrent dans la 
hambre de Carla et Ni
olas est une variable aléatoire Ndont la loi de probabilité est donnée par

P (0) = 1 − λp

1 − p
et P (n) = aλpn pour n > 0, (1)où a, λ et p < 1 sont des 
onstantes positives.

⊲ 2-1Quelle 
ondition doit véri�er P (0) ? Cal
uler la valeur de la 
onstante a.
⊲ 2-2Cal
uler < N > et V ar(N).Chaque moustique ne pique qu'une seule fois et ave
 la même probabilité, soit Carla, soit Ni
olas. On note Kle nombre de moustiques qui piquent Ni
olas.
⊲ 2-3Le nombre de moustiques n étant �xé, exprimer la probabilité Pr(K = k) que k moustiques piquentNi
olas. En déduire la probabilité jointe Pr(N = n, K = k) qu'il y ait n moustiques dans la piè
e et que kd'entre eux piquent Ni
olas.
⊲ 2-4Finalement quelle est la loi de probabilité Q(k) de la variable aléatoire K ?3 Le piétonUn piéton 
her
he à traverser une rue à sens unique. La probabilité qu'une voiture passe pendant unese
onde donnée est p. On posera q = 1 − p et on supposera que les passages des voitures sont indépendants. Lepiéton met trois se
ondes pour traverser la rue, pendant lesquelles au
une voiture ne doit passer. On note P (k)la probabilité que le piéton attende exa
tement k se
ondes.
⊲ 3-1Exprimer P (0).
⊲ 3-2Exprimer P (k) pour k = 1, 2 et 3.
⊲ 3-3Montrer que P (4) = pq3 − pq6. 1



4 Modèle binomial de Cox-Ross-RubinsteinDans 
e modèle, un a
tif ne peut varier que d'un 
ertain pour
entage u > 0 (augmentation) ou d < 0(diminution) sur une période donnée dt. Ainsi, si l'a
tif vaut S à l'instant t il vaut Su = (1+u)S ou Ss = (1+d)Sà l'instant t + dt. Une option d'a
hat C a un prix d'exer
i
e K à maturité, à l'instant t + dt.
⊲ 4-1Quelles sont les deux expressions de la valeur de l'option à maturité, Cu et Cd, selon l'évolution de l'a
tif ?Supposons que le taux d'intérêt r est tel que d < 0 < r < u et 
onsidérons le portefeuille suivant à l'instant t

Π = C − αS,où α est réel.
⊲ 4-2Donner les deux expressions de la valeur du portefeuille, Πu et Πd, à maturité. En l'absen
e d'opportunitéd'arbitrage, quelle doit être la relation entre Πu et Πd ? En déduire l'expression α0 du paramètre α qui permetde véri�er 
ette relation.
⊲ 4-3La valeur du portefeuille évoluant ave
 le taux d'intérêt sans risque r, quelle est son expression à t + dt ?
⊲ 4-4En déduire l'expression de la valeur de l'option C à l'instant initial t en fon
tion de r, d, u , Cu et Cd.
⊲ 4-5Appli
ation numérique : u = −d = 0.1, r = 0.05, S = 100 et K = 95. Cal
uler Su, Sd, Cu, Cd, α0 et lavaleur de C à l'instant initial. Véri�er votre estimation de C en 
al
ulant la valeur du portefeuille à maturité.5 Mar
he aléatoire ave
 sauts de di�érentes longueursOn 
onsidère une mar
he aléatoire sur un réseau à une dimension. La parti
ule part de l'origine et à
haque itération va à gau
he ou à droite ave
 la même probabilité. En revan
he, la longueur des sauts est h ave
une probabilité p et hL ave
 la probabilité q = 1− p. La position Sn de la parti
ule à l'itération n s'exprime enfon
tion de sa position Sn−1 à l'itération n − 1 de la façon suivante

Sn = Sn−1 + Xn,où Xn est une variable aléatoire.
⊲ 5-1Quelles sont les di�érentes valeurs de Xn et leur probabilité asso
iée ?
⊲ 5-2En déduire la moyenne et la varian
e de Sn.
⊲ 5-3Reprendre les questions 5-1) et 5-2), dans le 
as où la longueur du saut 
roît au 
ours du temps en
L =

√
n, où n est le numéro de l'itération. Quel est le 
omportement de la parti
ule aux grands temps ?Plaçons nous à nouveau dans le 
as où les sauts sont de longueur h ou hL. On introduit la probabilité P (x, t)que la parti
ule se trouve à la position x à l'instant t.

⊲ 5-4En 
onsidérant les di�érentes positions possibles à l'instant t, exprimer la probabilité P (x, t + τ), où τest la durée d'un saut quelle que soit sa longueur.
⊲ 5-5E�e
tuer le passage à la limite 
ontinue (h → 0 et τ → 0) et en déduire l'équation de la di�usion asso
iéeà 
e pro
essus :

∂P (x, t)

∂t
= D

∂2P (x, t)

∂x2
.Quelle est l'expression du 
oe�
ient de di�usion D ?

⊲ 5-6Ne pouvait-on pas prévoir 
e résultat ? Dis
uter les 
as suivants : q = 0 et q = 1.
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