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Exerie 11-1)
k = 1 : Puisque 2 lefs sur N ouvrent la porte, il faut hoisir au premier essai l'une de es 2 lefs :

P (1) = 2/N.

k = 2 : On éhoue au premier essai ave la probabilité (N − 2)/N (hoix de N − 2 mauvaises lefs parmi N) eton réussit au seond ave la probabilité 2/(N − 1) (hoix de 2 lefs parmi les N − 1 restantes) don
P (2) =

N − 2

N

2

N − 1
,et de même pour k = 3 :
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N − 2

N
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.Pour N = 4 :
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6et P (1) + P (2) + P (3) = 1. On est sûr d'ouvrir la porte en 3 oups.1-2)On éhoue k − 1 fois (hoix d'une mauvaise lef parmi les restantes) et on réussit au keme essai (hoixd'une des 2 bonnes lefs) don
P (k) =

N − 2

N
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...

N − k
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2
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.On retrouve bien P (1) et P (2) et P (3)Normalisation :
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1-3)
< K > =
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3et
< K2 > =
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=
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6
.Don

V ar(K) =< K2 > − < K >2=
N(N + 1)

6
− (N + 1)2

9
=

(N + 1)(N − 2)

181-4)Pour N = 20 : < K >= 7 don le temps moyen est 7 ∗ 4 = 28 seondes et V ar(K) = 21 don un éarttype de √
21 ≃ 4, 6 et don en temps 4, 6 ∗ 4 ≃ 18, 3 seondes. On ouvre don la porte au bout de 28 ± 18seondes.Exerie 22-1)Les boules sont disernables B1, B2, B3, N1, N2. L'espae des événements est don (l'ordre de sortie nejoue pas) :

B1B2, B1B3, B2B3, B1N1, B1N2, B2N1, B2N2, B3N1, B3N2, N1N2Soit 10 événements = C2
5 . P (0) orrespond à l'événement N1N2 :

P (0) =
C2

2

10
=

1

10
.

P (1) est la probabilité d'obtenir une boule blanhe (et une boule noire), soit 3 événements parmi les 10 possibles :
P (1) =

C1
3C1

2

10
=

6

10et P (2), la probabilité de retirer 2 boules blanhes
P (2) =

C2
3

10
=

3
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Et on a bien P (0) + P (1) + P (2) = 1.2-2)Le nombre d'événements est le nombre de façons de hoisir M boules parmi N soit
CM

N .2-3)L'événement "k boules blanhes sont séletionnées" est réalisé i) en hoisissant aléatoirement k boulesparmi pN boules blanhes ET ii) en hoisissant aléatoirement M − k boules parmi qN boules noires. Ces deuxévénements sont indépendants, le nombre de façons de réaliser l'événement onsidéré est
Ck

pNCM−k
qN .La loi de probabilité de k est don

P (k) =
Ck

pNCM−k
qN

CM
N

.2-4)
P (k) =

pN !

k!(pN − k)!

qN !

(M − k)!(qN − (M − k))!

(M)!(N − M)!

N !

=
M !

k!(M − k)!
[pN(pN − 1)...(pN − (k − 1))][qN(qN − 1)...(qN − (M − k − 1))]

1

N(N − 1)...(N − (M − 1))

≃ M !

k!(M − k)!
[pN ]k[qN ]M−k 1

[N ]M

≃ M !

k!(M − k)!
pkqM−k

≃ Ck
M pkqM−k.Soit une loi binomiale de paramètres M et p ave < K >= Mp et V ar(K) = Mpq.On onsidère fréquemment le sondage de M personnes omme M événements indépendants alors qu'enréalité le sondage est exhaustif (on n'interroge jamais deux fois la même personne). Comme sur une populationsondée, N → ∞, on n'interroge qu'un faible nombre de personnes M , ette approximation est légitime.Exerie 33-1)La variable aléatoire dS/S est selon une loi normale de moyenne µdt et de variane σ2dt.3-2)En hoisissant f = lnS on :

∂f

∂S
= 1/Set

∂2f

∂S2
= −1/S2Le lemme d'It� donne don :

d lnS = (µ − 1

2
σ2)dt + σdXLa variable d lnS est don distribuée sur une loi normale de moyenne (µ − 1

2σ2)dt et de variane σ2dt. On endéduit que lnS − lnS0 est distribuée sur une gaussienne de valeur moyenne (µ− 1
2σ2)t et de variane σ2t. Don

lnS est distribuée sur une gaussienne de valeur moyenne m = lnS0 + (µ − 1
2σ2)t et d'éart-type e = σ

√
t.3



3-3)
P (x) =

1√
2πe2

e−
(x−m)2

2e2don
P (ln(s)) =

1√
2πe2

e−
(ln(s)−m)2

2e23-4)La variable X = ln(S) est distribuée sur une gaussienne de moyenne m et de variane e2 don Y = S =
F (X) = eX est distribuée sur une loi log-normale Q(s) :

Q(s) = P (s)
1

|f ′(s)| =
1√

2πe2

1

s
e−

[ln(s)−m]2

2e2ar f ′(s) = s. On a alors :
< S > =

∫ +∞

0

sQ(s)ds

=
1√

2πe2

∫ +∞

0

e−
[ln(s)−m]2

2e2 ds

=
1√

2πe2

∫ +∞

−∞

e−
[x−m]2

2e2 exdx

=
1√

2πe2

∫ +∞

−∞

e−
1

2e2 [(x−m)2−2e2x]dx

=
1√

2πe2

∫ +∞

−∞

e−
1

2e2 [x2+m2
−2(e2+m)x]dx

=
1√

2πe2

∫ +∞

−∞

e−
1

2e2 [(x−(e2+m))2+m2
−(e2+m)2]dx

=
1√

2πe2

∫ +∞

−∞

e−
1

2e2 [(x−(e2+m))2−e4
−2e2m]dx

=
1√

2πe2
em+ e2

2

∫ +∞

−∞

e−
(x−(e2+m))2

2e2 dx

= em+ e2

2où l'on a e�etué le hangement de variables x = ln s3-5)
< max(S − K, 0) >=

∫

∞

K

(s − K)Q(s)ds.3-6)La variable ln S est distribuée sur une loi gaussienne de moyenne m et de variane e2 don Y est distribuéesur une loi normale entrée et réduite :
H(y) =

1√
2π

e−
y2

2 .Don
< max(S − K, 0) >=

∫

∞

ln(K)−m

e

(em+ye − K)H(y)dy.
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3-7)
< max(S − K, 0) > = em

∫

∞

ln(K)−m

e

eyeH(y)dy − K

∫

∞

ln(K)−m

e

H(y)dy

=
1√
2π

em

∫

∞

ln(K)−m

e

eyee−
y2

2 dy − K

∫

∞

ln(K)−m

e

H(y)dy

=
1√
2π

em

∫

∞

ln(K)−m

e

e−
1
2 [y2

−2ey]dy − K

∫

∞

ln(K)−m

e

H(y)dy

=
1√
2π

em

∫

∞

ln(K)−m

e

e−
1
2 [(y−e)2−e2]dy − K

∫

∞

ln(K)−m

e

H(y)dy

=
1√
2π

em+ e2

2

∫

∞

ln(K)−m

e

e−
(y−e)2

2 dy − K

∫

∞

ln(K)−m

e

H(y)dy

= em+ e2

2

∫

∞

ln(K)−m

e

H(y − e)dy − K

∫

∞

ln(K)−m

e

H(y)dy.La seonde intégrale donne (ave le hangement de variable z = −y)
∫

∞

ln(K)−m

e

H(y)dy = −
∫

−∞

−
ln(K)−m

e

H(z)dz = N [− ln(K) − m

e
]et la première ave le hangement de variable z = y − e

∫

∞

ln(K)−m

e

H(y − e)dy =

∫

∞

ln(K)−m

e
−e

H(z)dz =

∫

−
ln(K)−m

e
+e

−∞

H(z)dz = N [− ln(K) − m

e
+ e]don

< max(S − K, 0) >= em+ e2

2 N [− ln(K) − m

e
+ e] − KN [− ln(K) − m

e
]ave le hangement de variables

m = ln < S > −e2

2
,on a :

< max(S − K, 0) >=< S > N [d1] − KN [d2]où
d1 = − ln(K) − m

e
+ e =

ln <S>
K

+ e2

2

e

d2 = − ln(K) − m

e
=

ln <S>
K

− e2

2

e
.3-8)Une variable X qui évolue sans risque varie omme

dX = rXdtdon
lnX(t) − lnX(T ) = r(t − T )don

X(t) = XT er(t−T )don
C(S, t) = C(ST , T )er(t−T ) = er(t−T ) < max(ST − K, 0) >
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3-9)On a :
m = lnS0 + (µ − 1

2
σ2)tet e = σ

√
t don

< S >= em+ e2

2 = S0e
µtOn en déduit la formule de Blak-Sholes :

C(S, t) = er(t−T ) < max(ST − K, 0) >= er(t−T )
(

S0e
rtN(d1) − KN(d2)

)

.où d1 et d2 sont alulées en t = T .Exerie 44-1)Les lois de puissane sont invariantes d'éhelle, elles ne dépendent pas d'une grandeur aratéristique.Les lois de puissane sont assoiées aux phénomènes olletifs dans le adre des transitions de phaseontinues. Au point ritique (seuil de perolation, point de Curie) les grandeurs qui dérivent le système ontdes omportements en loi de puissane aratérisés par des exposants ritiques universels. Ces derniers nedépendent pas des détails mirosopiques du modèle, mais seulement de la dimension de l'espae (perolation),des symétries du Hamiltonien et de la ourte porté des interations (Ising).4-2)
Pr[s > s0] = C

∫

∞

s0

s−τds =
C

τ − 1
s1−τ
04-3)La probabilité que le rang soit inférieur à r (ou que la taille soit plus grande que s̄(r)) est égale à laprobabilité de hoisir un des r − 1 plus grands amas parmi les n est ∼ r/n.Don

Pr[s > s̄(r)] ≃ r

n
=

C

τ − 1
s̄(r)1−τdon

s̄(r) ∼ 1

rλ
.où λ = 1/(τ − 1).

6


