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����v������*�d�,�H�������.�k�0�0���D�^���0�0���.�H�n�'�^�N�������*���H���
�e�W�X�B�a�~ J¡d�J¢L =£y¤a�B�¥ .¦9§\�b¨l©�¢y¤aªQ£y¤~ J�¥«b¢y¬�¡d§X¢b­|�5®e¯±°e²1°' J¬�ªy J����§*³i²X´Q§Yµd�B¬�¢yªS¬�¤aªl J�i£y¬�§\�a�a§\¶W§\�1£l·�§Xªe¢y§\�L©�§i¢y�i©�§\ª
ªS¬�¢l¬��Wµ�¢y�B¡��a¸\¶W§f·�§f¶º¹X�. J��¤~»D¬�§fªQ£L *£y¤~ªQ£y¤~»1¬�§f¼H�B�N·� J¶W§\�1£L =�a§B²1�X�B���D¬WªS�J¬�ª5�a§b���B¶½·�§

((

µ�¢y�B¡��a¸\¶W§Y·�¬rµ�¤aªQ£y�B� B·�¤U =¡N *£y¤U»1¬�§
)) ¾ °' �»1¬�§\ªQ£y¤a�B�_§\ªQ£Y·�§;ªy .¦9�J¤8¢Y·� J��ª2»1¬�§\�a�a§;¶W§\ªS¬�¢y§bªS�B�¥�\�J¶Wµn�=¢S£y§\¶W§\�1£l¶W¹i¢y¤a£y§b�\§�»1¬N =�a¤a¿��. =£y¤8¼·�À  B·�¤~ J¡N *£y¤~»D¬�§B²�§X£fµ��a¬�ª2ÁB¹\��¹X¢L J�a§\¶W§X�1£b·�§V·�¹\�i¢y¤a¢y§�ªy r·�Â��N =¶W¤~»D¬�§;·�§;¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B��Ä�µN *¢S£y¤a¢Y·�À ¬���§�ªS¤8£y¬N *£y¤~�J�

©��=¢yªV·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§ ¾nÅ �B¬�ª� .¦9�B��ª�¦D¬� =¬ÇÆsÈ ¾aÉB¾ È¥»1¬�§s�a§\ªV·�§\¬�ÃÊµ�¢y¤a���X¤~µd§\ª�·�§��~ W£y©�§X¢y¶W�D·�Â��� J¶r¤~»1¬�§���§�ªS�J�1£µN =ªYªS¬�ËWªy J�1£yªfµd�B¬�¢b·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§i¢f��À ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J���J¬Ê¶WÌ\¶W§bªS§\¬��~§X¶W§\�1£f��À ¹i£L =£Y¿N�� J�0·�¬ÍªQÂ�ªQ£y¸\¶W§BÎ��~ ^¢y¹\ªS�J�a¬�£y¤a�B�
·�§��\§Vµ�¢y�B¡��~¸X¶W§�§XÃ�¤aÁB§�·�§;¢y§\¦9§X��¤8¢bÄ�¬���§�¹\�L©�§\�a�a§�¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤U»1¬�§ ¾°�§^¶W�D·�¸\�a§�§\ªQ£Vµ�¢y¹\ªS§\�1£y¹�ªS¬�¢V�~ _¿�ÁB¬�¢y§rÈD²n¢y§\µ�¢y�D·�¬�¤a£y§��\¤8ÏP·�§\ªSªS�B¬�ªVµN *¢V�\�B¶W¶W�D·�¤8£y¹ ¾dÅ �B¬�ªV .¦B�B��ª;£y�J¬�£·�À  J¡d�=¢L·�§X�D¦�¤aªy JÁJ¹l�a§5�\ Jª,�a¤a¶W¤8£y§5�JÐs�~ f¶º =ªSªS§

M
·�¬Vµ�¤aªQ£y�B��§\ªQ£,¤a��¿���¤a§B².µ�¬�¤aª'�a§5�. =ª,�JÐs§\�a�a§5§\ªQ£,ÁJ¢L J��·�§5·�§\¦J =�D£�~ W¶º =ªSªS§

m
·�§\ª

N
¶W�B�a¹\�X¬��a§\ªY¶_ =¤aªf¿N��¤~§J²N�\§s»1¬�¤0���J¬�ªb W =¶W§\��¹\ªYÄr¬�£y¤a�a¤aªS§X¢;¬���§� Jµ�µ�¢y�1�i©�§�µd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a¦9§

µN *¢W¢L Jµ�µd�J¢S£ºÄ
m/M ¿ 1

­�µd§i£y¤a£Wµ� =¢L J¶W¸i£S¢y§
α = 2m/(m + M) ≈ 2m/M

³ ¾ °eÀ ¹X£y¬�·�§Ê J�� J�8ÂD£y¤~»D¬�§Ê ¹X£y¹��X�B¶Wµ��a¹X£y¹X§�µ� =¢�¬���§sªS¤a¶^¬��~ =£y¤a�B���D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§J²d \ÂD =�1£�µd�J¬�¢;µ�¢y¤a���\¤aµ� J�,�B¡�´P§\�X£y¤8¼@·�§�£y§\ªQ£y§X¢��~ º¦J J�a¤U·�¤8£y¹^·�§
���Jª�©1Â�µn�=£y©�¸\ªS§Xª;ªS¤~¶Wµ��a¤a¿��. =£S¢y¤a�\§XªV§X£V·�À §\ªQ£y¤a¶W§X¢��a§\ª��~¤a¶W¤8£y§\ªV·�§���À  =µ�µ�¢y�1�i©�§^µn§i¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§B²d�~ B»1¬�§X�~�a§^ª\À  .¦9¸X¢y§
¦J J�~ J¡��a§Vµd�B¬�¢Y·�§Xª2¢L =µ�µd�J¢S£yª

m/M
¡�¤a§\�¥µ��a¬�ª2Á=¢L J�N·�ª�­ ´P¬�ªy»1¬0À Ä^Ñ ¾ Ñ É ³2»1¬�§;�\§V»1¬�§;�a§��. J�a�\¬��0µd�J¬�¦J J¤8£f�~ =¤~ªSªS§i¢§\ªSµd¹X¢y§X¢ ¾
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¨l�J¶W¶W§�·� =��ª¥�~§��\ JªÊ·�¬ ¶W�B¬�¦B§\¶W§X�1£_¡�¢y���f��¤~§X�0²2�U  ·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§�·�¬ µ�¤aªQ£y�B� §\ªQ£Ê§X�1£y¤~¸i¢y§\¶W§\�1£Í·�¬�§
 J¬�Ã��\�B�a�a¤aªS¤~�B��ªr»1¬0À ¤a�5ªS¬�¡�¤8£^ .¦9§X�º�a§\ª

N
¶W�J�~¹X�\¬��a§\ª�·�§WÁ9 ��_§X�  JÁJ¤a£L *£y¤a�B� £y©�§X¢y¶W¤~»D¬�§ ¾ °0§Wµ�¢y�J¡��a¸\¶W§r¹X£L J�1£§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§\¶W§\�1£�¬���¤U·�¤a¶W§\��ªS¤a�B����§X�b­��a§\ª��X�B¶Wµd�Bªy =�D£y§Xª^·�§\ªs¦D¤a£y§XªSªS§\ª�¶W�B�a¹\�\¬��~ J¤8¢y§\ª�µN =¢L =�a�~¸X�~§XªWÄÊ�~ �ªS§X�X£y¤a�B�·�¬�µ�¤aªQ£y�B��ªS�B�1£�ªy J��ª��X�B��ªS¹\»D¬�§\���X§\ª;ªS¬�¢�ªS�J��¶W�B¬�¦9§\¶r§\�1£i³L²��~§Xª;¢y¸\ÁB�a§\ªV·�§s�\�J�~�a¤aªS¤a�B� ª\À ¹\�i¢y¤~¦B§\�1£.²n§\�����=£L J�1£

v′
§i£
V ′ �a§\ªY¦D¤8£y§\ªSªS§\ªY Jµ�¢y¸XªY�~ ^�\�J�~�a¤aªS¤a�9��²�¢y§\ªSµd§\�X£y¤a¦9§X¶W§\�1£Y·�§V�~ ^¶W�B�a¹\�X¬��a§V§X£Y·�¬¥µ�¤aªQ£y�B��Î
v → v′ = 2V − v + α(v − V ) V → V ′ = V + α(v − V ) α =

2m

M +m

­�� É ³°eÀ ¹.»1¬N *£y¤a�B� ·�§^·�¹\µ� =¢S£�§\ªQ£V��À ¹\»D¬� =£y¤a�B� ·�§r°�¤a�B¬�¦D¤a�a�a§rµd�B¬�¢V�~ ¥·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B���\�B¶Wµ��~¸i£y§Í­�µd�JªS¤8£y¤~�J��§X£V¦D¤8£y§\ªSªS§
·�§º£y�J¬�£y§\ª^�a§\ª^µN *¢S£y¤a�\¬��a§\ª^§X£W·�¬ µ�¤aªQ£y�B�N³i²F�X�B¶Wµ��a¹X£y¹X§¥µ� =¢r·�§\ª��\�B��·�¤8£y¤a�B��ªW =¬�ÃÇ¡d�J¢L·�ª�¢y¹���¹\�L©�¤aªSªy J�1£y§\ª^§\�
x = 0

§X£
x = L ¾ °FÀ ¤~�1£y¹XÁJ¢L =£y¤a�B��ªS¬�¢Y�a§\ªY�\�1�J¢L·��B����¹\§Xªb¶W�J�a¹\�\¬��U =¤a¢y§Xªb§i£YªS¬�¢Y�~ ^µn�JªS¤8£y¤~�J��·�¬Íµ�¤aªQ£y�B�Í�\�B��·�¬�¤a£Ä^��À ¹.»1¬N =£y¤a�J��·�À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�Ê·�§��~ W·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B�

Φ(V ; t)
·�§��~ ^¦�¤8£y§\ªSªS§

V
·�¬Íµ�¤~ªQ£y�J�0Î

∂tΦ(V ; t) = A

∫ ∞

−∞

(V − v)[θ(V − v)ρ−surf (v′;V ′; t) + θ(v − V )ρ−surf (v;V ; t)]dv

− A

∫ ∞

−∞

(V − v)[θ(v − V )ρ+
surf (v′;V ′; t) + θ(V − v)ρ+

surf (v;V ; t)]dv
­��BÈB³

�BÐ ��À ¤a�N·�¤~�X§
+
­k¢y§\ªSµ ¾ − ³W§\ªQ£¥¢y§X�U *£y¤a¼� J¬ �\�J¶WµN *¢S£y¤~¶W§X�1£¥·�§�·�¢y�J¤a£y§"­k¢y§\ªSµ ¾ ·�§�ÁB J¬��L©�§*³�� ρ±surf

ªS�J�1£Í�a§\ª
·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��ªf�\�J�J´P�B¤a�1£y§\ªb·�§�¦D¤a£y§XªSªS§º­�µ�¤aªQ£y�B�Í§X£Y¬���§�µN *¢S£y¤a�\¬��a§*³2Ä^�~ ^ªS¬�¢S¼k J�\§�·�¬Íµ�¤aªQ£y�B��Î

ρ−surf (v;V ; t)=

∫ ∞

−∞

ρ1,P (X, v;X,V ; t)dX, ρ+
surf (v;V ; t)=

∫ ∞

−∞

ρP,1(X,V ;X, v; t)dX
­����9³

�V J��ªs·�§\ª��a¤a¶W¤8£y§\ªº­oÆ�� ¾ ÈJ³��B¬Ç·�§\ªs =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�J��ªW­oÆ�� ¾ �9³� B·�¹\»D¬� =£y§Xª\²'�X§X£S£y§W¹\»D¬� =£y¤a�B� ¦J _¼H�B¬�¢y��¤8¢s¬���§©�¤a¹X¢L *¢y�i©�¤a§�·nÀ ¹\»D¬� =£y¤a�B��ªb·�¹X�X¢y¤a¦J J�1£Y�|À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B��·�§\ªY¶W�B¶W§X�1£yª2ªS¬��\�\§\ªSªS¤8¼kª�·�§V�U r¦D¤8£y§\ªSªS§
V
²�ÁJ¢��J�X§� J¬�Ã�»D¬�§\�aª���J¬�ªY =�a�~�J��ªY�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªS§X¢;�a§V¶W�B¬�¦9§\¶r§\�1£2·�¬¥µ�¤aªQ£y�B� ¾�±Ã�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L J�a§\¶W§X�D£.²B�\§;·�¤~ªSµd�JªS¤a£y¤8¼, �¹X£y¹b¬�£y¤a�a¤aªS¹�·�¸\ª@ .¦J J�1£ É���� Ñ! ¨l�~ =¢#"W§X£%$� =£#� É���� Ñ�&�µd�B¬�¢l¶W§\ªS¬�¢y§i¢�a§^¢L =µ�µd�J¢S£

γ = cp/cv ¾	' ��µd§\¬�£� =¬�ªSªS¤F¬�£y¤a�a¤aªS§X¢�¬���ªS¤a¶Wµ��a§�µ�¤aªQ£y�B��Î��a§rµ�¤aªQ£y�B��¼H§X¢y¶W§^¬���¬���¤~»D¬�§��\�J¶WµN *¢SÏ£y¤a¶W§\�1£Y§i£b�B�Ê�~¬�¤, =µ�µ��~¤~»1¬�§V¬���§�¼k�J¢y�X§s�\�B��ªQ£L J�1£y§B²�¢y§X¶Wµ��~ �(. =�1£b�~ rµ�¢y§XªSªS¤~�J��§iÃ�§i¢y�\¹\§�µN *¢b�~§�ÁB ���·�¬ÊªS§\�X�B�N·�\�B¶Wµ� =¢S£y¤a¶W§\�1£) ��§Ê°0 J��ÁB§+*�,�-/.10eÈJÑBÑJÑ�&� 2Í�J¢S¢y¤aªº§X£_«b¢y¬�¡d§i¢_ÈJÑBÑBÈ3& ¾4' �"�B¡�ªS§i¢y¦9§Ê J�a�=¢yª_·�§Xªr�BªS�\¤a�a�~ =£y¤~�B��ª J¶W�=¢S£y¤~§Xª2·�§b�~ sµd�JªS¤a£y¤a�J�Í·�¬Wµ�¤aªQ£y�B� ¾ °eÀ  J¶W�=¢S£y¤aªSªS§\¶W§\�1£l§\ªQ£@¼k J¤a¡��a§;ªS¤ R± ≡ mN±/M < 4
²D§X£@�~ V¼H¢y¹.»1¬�§X���\§¶W§\ªS¬�¢y¹X§s§XªQ£V J�a�=¢yª�µ�¢L *£y¤U»1¬�§\¶W§\�1£Y¹\Á9 =�a§rÄW�~ W¼H¢y¹.»1¬�§\���X§s�. J�a�\¬��a¹\§^§\��ªS¬�µ�µd�Bªy J�1£�·�§\ªb�BªS�\¤a�a�~ =£y¤~�B��ª� J·�¤~ J¡� =Ï

£y¤~»D¬�§\ª5�d��À  =¶W�J¢S£y¤aªSªS§\¶W§\�1£;§\ªQ£;¼k�J¢S£�ªS¤
R± > 4

²n§X£��~ W¼H¢y¹.»1¬�§\���\§s¶W§\ªS¬�¢y¹\§s§\ªQ£V J�a�J¢yª�µ�¢L =£y¤~»1¬�§X¶W§\�1£b¹\ÁB J�a§rÄ�~ �¼H¢y¹.»1¬�§X���\§��. J�a�\¬��a¹\§�§\�ÍªS¬�µ�µd�Bªy J�1£Y·�§\ªf�JªS�\¤a�a�U *£y¤~�B��ªb¤~ªS�=£y©�§X¢y¶W§Xª ¾

���U} ���V�k�\�\�n�760�����N�.�\�����98e�0�H�

:<;>=?;>@�AB@�C�AEDF=?G	HJI�KFL9=M;>N	O�A
°' �µ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§fªS¤8£y¬� =£y¤a�B�_»1¬�§2���J¬�ªl .¦B�B��ªe§\�D¦D¤~ªy =ÁB¹\§Y§\ªQ£l�~ V�~¤a¶W¤8£y§2£y©�§X¢y¶W�D·DÂ��� J¶r¤~»1¬�§f·� J��ª5�~ B»1¬�§X�~�a§Y�B�r¼� =¤8£
£y§\��·�¢y§b�~ �¶º JªSªS§

M
·�¬ºµ�¤aªQ£y�B�0²Dªy �ªS§\�X£y¤a�B�

A
§i£2�a§\ª@���B¶�¡�¢y§\ªl·�§Y¶W�B�a¹\�\¬��~§Xª

N± ·�§\ªl�\�J¶WµN =¢S£y¤a¶W§\�1£yªe¦9§X¢yª��À ¤a��¿N��¤|²�§\�ÍÁ9 *¢L·� =�1£
γ = 2mA/(m+M)

§i£
R± = mN±/M

¿�Ã�¹Xª ¾ �V =��ª2�\§X£S£y§V�a¤a¶W¤8£y§B²��a§\ªb·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�J��ª
ρ±surf (v, V, t)

ªS§�¼� =�X£y�J¢y¤aªS§\�1£.Î
ρ±surf (v;V ; t) = a±(v;V ; t)Φ(V ; t)

²�§X£f�|À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�Êª\À ¹\�X¢y¤8£.Î
∂tΦ(V ; t) = − ∂

∂V
[Φ(V ; t)F (V ; t)]

­�� � ³ .¦9§\�
F (V ; t) = γ

[∫ ∞

V

(v − V )2a−(v;V ; t)dv −
∫ V

−∞

(v − V )2a+(v;V ; t)dv

] ­��QPJ³
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• * ¤ Φ(V ; t = 0) = δ(V −V0)

²9 =�a�J¢yª
Φ(V ; t) = δ(V −V (t))

�BÐ
V (t)

§\ªQ£e�~ �ªS�J�~¬�£y¤a�B�º·�§
dV/dt = F (V, t) .¦9§\�

V (0) = V0 ¾
• * ¤ Ψ(X,V ; t = 0) = δ(X − X0)δ(V − V0)

²2 =�~�=¢yªÍ��À ¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J� ·�¬ µ�¤aªQ£y�B� §\ªQ£Í·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤~ªQ£y§J²,+�0 *�0
Ψ(X,V ; t) = δ(X − X(t)) δ(V − V (t))

§X£¥�~§XªÊ·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��ª¥�\�J�J´P�B¤a�1£y§\ª ­�µn�J¬�¢¥¬���§�µN *¢S£y¤~�X¬��a§�§X£Í�a§
µ�¤aªQ£y�B�N³@ªS§�¼� =�X£y�J¢y¤aªS§\�1£.Î

ρ±(x, v;X,V ; t) = ρ±(x, v; t) Ψ(X,V ; t) ¾
• °FÀ ¹.»1¬N =£y¤a�B� µd�B¬�¢ V (t)

ª\À ¹\�i¢y¤a£
dV/dt = A(p̂ − − p̂ +)/M − λ(V ) V

�BÐ �~§W�\�1§XËr�\¤a§\�1£^·�§r¼U¢y¤~�i£y¤~�J�
λ(V )

²n·�-� J¬�ÃÊ�\�B�a�a¤aªS¤~�B��ª�·�§\ªb¶W�B�a¹\�\¬��~§Xª;ªS¬�¢;�a§�µ�¤aªQ£y�B����§�·�¹\µd§X�N·�»1¬�§s·�§
ρ±surf (v, t)

�d�a§XªV»1¬� J�1£y¤8£y¹\ª
p̂ ±ªS�B�1£b�a§Xªbµ�¢y§\ªSªS¤a�B��ªbÄr�~ rªS¬�¢S¼k J�\§s·�¬Íµ�¤aªQ£y�B��²d»1¬�À �J�Ê¤~·�§\�1£y¤8¿N§� .¦9§\�V�a§\ªbµ�¢y§\ªSªS¤a�B��ª;·�§Xªb·�§\¬�Ã¥�X�B¶WµN *¢S£y¤a¶W§\�1£yª

ªS�B¬�ªY¬���§�©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§V·nÀ ©��B¶W�BÁJ¹\��¹X¤8£y¹W­k£S¢y¸\ªf¡�¤~§X�Ê¦B¹X¢y¤8¿N¹\§V·� =��ªf�~ ^ªS¤a¶^¬��~ =£y¤a�B�N³ ¾
• �|À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B��·�¬ÊªQÂ�ªQ£y¸\¶W§�§XªQ£� B·�¤~ J¡� =£y¤~»1¬�§J²n J¬�ªS§\��ª;�JÐ�¤a�'�0À Â� W»D¬�§s·�§\ªb¹\�L©� J��ÁJ§\ª�·�§�£S¢L .¦J J¤a�'§\�1£S¢y§s�a§\ª·�§X¬�Ã_�\�J¶WµN *¢S£y¤~¶W§X�1£yªV­��a§ ��¬�Ã_·�§��i©� J�a§\¬�¢Y§\ªQ£Y�D¬��U³ ¾
• * ¤ L = ∞ ²��a§Vµ�¤aªQ£y�B�Ê =£S£y§X¤~�1£Y¬��¥¢y¹XÁB¤a¶W§VªQ£L *£y¤~�J���� J¤8¢y§s·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¤aªQ£y§B²�Ä^¬���§�¦D¤8£y§\ªSªS§ V̄ ¿N��¤~§ ¾
• * ¤ L <∞ ²��a§Vµ�¤aªQ£y�B�Í¹\¦9�J�~¬�§V¦B§X¢yª2¬���§;µd�BªS¤8£y¤a�B� Xad

�JÐÍ¤~��§\ªQ£f§\�Í¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§�¶W¹\�. =��¤~»1¬�§ ¾ °FÀ §\�1£S¢y�Bµ�¤~§V·�§�L©N J�X¬�� ·�§\ªV�\�J¶WµN *¢S£y¤~¶W§X�D£yª\²n�\ J�a�\¬��a¹\§W§\��¬�£y¤a�a¤~ªy =�1£s��À §iÃ�µ�¢y§\ªSªS¤a�B� ·�§r��À §X�1£S¢y�Bµ�¤a§r£y©�§X¢y¶W�D·�Â��� J¶r¤U»1¬�§^·nÀ ¬��Á9 ���µN *¢S¼� =¤a£.²N J¬�ÁB¶W§\�1£y§� J¬Í�\�B¬�¢yªb·�§��\§X£S£y§�¢y§\�~ *Ã� *£y¤a�B��¦B§X¢yªf��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§V¶W¹\�. J��¤~»D¬�§ ¾
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ÒYÓUÔnÕ0Ö*×ÇØ�Ù/.�Û10eèJã\õÍôUßXïDî8àbèXä;âNü á1àbê1ôaæLî äQäSèJàbèJì.æVñ9èJã.í=è=ì.æ32iæXôUè�ê�ò*äSè=ô~í=ßiä�â�ã1ôHá1ì.æ�ë á¥ñ1Þ=á*äSè�â1è
ôHè=ë á\õBá.æLî ê�ì�áJâ�î á1ò=á.æiî ó�ã*èbí=èJô~äsë8ü ß\ó�ã9î8ë î8òJôUè�àbß\Ý\á1ì9î ó�ã=èVèJìsæSá9î8ë ë è,4nì9î è65

L < ∞ 7 ðNáDàYê1ôaæiî äQäQèJàbèJì.æøkê1ôaæ±äiî
R± > 4

5 èJìfï�ôHá*ä\ö
N± = 3.105 ö M = 3.104 ö R± ≡ mN±/M = 10 7 ö=áDàYê1ôaæiî äQäSèJàbèJì.æø�á9î8ò1ë èbäiî

R± < 4
5�æXôUá1î æ84nìDö

N± = 2.104 ö M = 105 ö R± = 0.2 7 ù

9;:�<�=?>�@(A�BDCE:(F;GIHKJ CELM>�N�BDF	F	:(CE:�O�N
P,QSRUTWV�QSRUXYQSZUTW[(\^]^_a`K_ab�]^b^c�cab6_ab�dfehgUehca`fQSZ�iMjkR(`lb�TmcnRUZ(b;QST�]�`odod/ehca`fQpZrqseh_at�QpZU`fj
RUb6e�t�QS_�ca`obpu

x = X − Xadb�Tmc&T�QpdoR�ca`fQSZv[�w RUZUb6\	j
Rse�ca`oQSZ�[�b�dfe�x�Q�_at�b
ẍ = −ω2

0x − λẋ
Qpy

ω0
b^c
λ
[�\�V�b�Zs[�b�Z
cn[(b6xze�{�QpZrb^g�VUdo`o]�`Kcab

[(b^T|VUe�_}e�t�~^c�_ab�T|[�RrV(_aQS�Udo~�t�b��
N± i T± b^c

ρ± ����� w e�t�QS_�ca`oT�T�b�t�b�Z
c&b�Tmc&xzeS`o�(dob�QSRrxDQS_�c6T�R(`fXSe�Z
c6j
RUb
ω2

0b�Tmc�T�RUV�\^_a`ob�R�_�QpR�`oZ(xD\^_a`ob�R(_��
λ/4

i�]^b�j
RU`3eSVUVUe�_}e	�/c�[(\�V�b^Zs[�_ab�[(b�dferV�QST�`oca`oQSZ�[(b
R± VUe�_�_}e�VUV�QS_�c��

RUZ(b|XSeSdob�R�_n[(b|T�b^RU`od
R∗ ≈ 4

�zXpQp`K_��U�pR(_ab6� � �S��� P�\	e�ZUt�Qp`oZ(T�i eSdoQ�_aT&j
R(b|dfe�V�\^_a`oQk[(b;[�b�T�QpT�]^`fdodfe�ca`oQpZUT&j
R(bZUQSRUTEQp��cab�ZUQSZUT3eSZse�dK��ca`fj
RUb^t�b�Z
cEb^Tmc�b�Z�c�_a~^T3��QpZ�e�]�]�Q�_}[�e	XYb�]Wdob�T3T�`ot6R(d/ehca`oQpZUTn��[���Zse�t�`/j
R(b,t�Qpdo\^]�RUdfeS`K_ab
]�Qpt�V(do~^cabpi��kÚU�
��i8QpR�� ��Q�_�_a`fT�b^c���_aR(��b^_ �S�S�Y�h� V�QpR�_�dfb�]	eST�[�R�VU`oTmcaQpZ�T�`ot�V(dfb � i�b�c�e	Xpb�]�dfb^T�_a\�T�RUdKc}e�caTb^g�V�\^_a`ot�b�Z
c}eSR�gv�¡ &� �o¢h� i�dfb^Tnc}eSR�g£[ w eSt�Q�_�ca`fT�T�b^t�b�Z
cnT�QpZ
c&`oZ(]�QS_�_ab�]�caT �l� b;t�QpR(XYb�t;b�Z
cW[(R£VU`oTmcaQpZ�XSe�b�Z
b^¤�b^c�]^_a\�b�_¥[(b�T

((

QpZU[(b�T8T�QpZUQ�_ab�T
))

[(eSZ(T�dob��peS¦pikdob�Taj
RUb^dodfb^T§T�b3_a\^¨U\�]}qU`oT�T�b�Z
c¥eSR�g;Vseh_aQp`oT��zb�Z
x = 0

b�c
x = L �b^c�Vse�_�ca`o]�`oV�b�Z
c,[(bWx�eS{�QSZ©b^T�T�b�Z
ca`ob�dodfb6�;d�w e�t�QS_�ca`oT�T�b�t�b�Z
c ��ª b�T�QpZU[(b�T3ZUbnT�QSZkc�Vse�T�V(_a`oT�b�T�b�Z�]^Qpt�V(cabn[(eSZUTZUQ�c�_ab,V(_ab�t�`o~^_ab,eSV(V(_aQ
]}qUb�e�ZseSdK�kca`fj
RUb6�zq
��V�QScaq(~�T�b,[�w q(Qpt�Qp�S\�Z(\�`Kca\�[(R��Ye�¦W[Ue�ZUT§]}qseSjkR(b,]^Qpt�Vseh_�ca`ot�b�Z
c ���

ª c�cabnj
RUb�Tmca`oQSZ�b^Tmc3RUZUb�[(b�T3[�`K_ab�]^ca`oQpZ(T�[Ue�ZUTEdob�Taj
R(b�dodfb^T�Z(QpR(TEV�QpR�_aT�RU`oXYQSZUTEZ(QpT¥c�_}e	XSeSR�g �
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��I��EG�@�C���'�A('
Å �J¬�ªY .¦9�J��ªf§X��ªS¬�¤8£y§� =¡d�J¢L·�¹Vµd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a¦9§\¶W§\�1£@�a§��\ JªY�JÐÊ�a§Vµ�¤aªQ£y�B�Í§\ªQ£b·�§�¶º JªSªS§ M ÁJ¢L =�N·�§�¶º J¤aª2¿N��¤a§ ¾	�¢y�B¤aªf©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§\ªlªS�B�1£@��¹\�X§\ªSªy J¤8¢y§\ªfµd�J¬�¢@�B¡�£y§\��¤8¢f·�§\ª@¹.»1¬� =£y¤a�B��ª2·�¹\�i¢y¤a¦B =�1£2�a§;¶W�J¬�¦9§X¶W§\�1£l·�¬ºµ�¤aªQ£y�B�¥»1¬�¤ªS�B¤a§\�1£5¼H§X¢y¶W¹\§\ªe§X£5µd�B¬�¢5�a§\ªe¢y¹\ªS�J¬N·�¢y§ ¾ �e�r�\§fªS§\��ª\²9���J£S¢y§Y Jµ�µ�¢y�1�L©�§f��À §XªQ£lµ� Jª5§iÃ� =�X£y§/�9�X§\ª5©1Â�µd�J£y©�¸XªS§\ªeªS�J�1£�\§\µd§\��·� =�1£@£y�B¬�£YÄ�¼� J¤8£2¢y¹. J�a¤aªQ£y§\ª\²�©N J¡�¤8£y¬�§\�a�a§\ª\²�§X£2¦J J�a¤U·�¹\§\ª2µN *¢f�a§\ªfªS¤a¶�¬��~ =£y¤a�J��ªf·�¤8¢y§\�i£y§\ªf·�§;�~ ^·�Â��N =¶W¤U»1¬�§
¶W�B�a¹\�\¬��~ J¤8¢y§��X�B¶Wµ��a¸X£y§ ¾

bÂ�µd�J£y©�¸\ªS§ É Î ¤a�2ª\À  JÁJ¤a£_·nÀ ¬���§_©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§¥·�§_¼k J�X£y�=¢y¤~ªy *£y¤~�B� ·�§¥�~ �·�§\��ªS¤8£y¹ÍÄ�·�§X¬�ÃÇ�\�J¢yµ�ªÊ­��a§¥µ�¤aªQ£y�B� §X£¬���§WµN *¢S£y¤a�\¬��a§*³i², J�N =�~�JÁB¬�§¥ÄÊ��À ©1Â�µd�=£y©�¸\ªS§º·�§º·�¹\�\�J¢S¢y¹X�U *£y¤a�B� ·�§��l�J�8£#�\¶º J��� ¾'Å �B¬�ªs .¦9�B��ªs¦D¬Ç»D¬�À §\�a�~§W§\ªQ£§XÃ� J�X£y§V·� J��ª2�a§V�. =ªb·nÀ ¬��¥µ�¤aªQ£y�B�Ê·�§�¶º JªSªS§�¤a��¿N��¤a§r­oÆ � ¾aÉ ³������J¬�ª2�~ ^ªS¬�µ�µd�BªS�B��ªf¤a�\¤0¦B¹X¢y¤8¿N¹\§VÄ���À �=¢L·�¢y§ É §\�
α ≈ 2m/M

Î
ρ±surf (v, V, t) = ρ±surf (v, t) Φ(V, t)

­��/�9³

bÂ�µd�J£y©�¸\ªS§�È1Î ¤a�dª\À  JÁB¤8£Y·�À ¬���§b©1Â�µd�J£y©�¸XªS§;·�À ©��B¶W�BÁJ¹\��¹X¤a£y¹J²�ªS¬�¤a¦B =�1£@�U J»1¬�§\�a�a§����B¬�ª@¤~·�§X�D£y¤8¿��B��ª�­|Äs��À �J¢L·D¢y§ É§\�

α
³@�a§\ªY·�§\��ªS¤8£y¹\ªf§X£Y�a§\ªf£y§X¶Wµd¹X¢L =£y¬�¢y§\ªfÄ^�~ ^ªS¬�¢S¼k J�\§s·�¬Íµ�¤aªQ£y�B�Ê§i£Y�\§\�a�a§\ªb·� =��ªf�a§VÁ9 ��º­

((

¡�¬�� "
))

³iÎ
 9³

T±
surf = T± �BÐ

N± kB T
± = 2〈E±〉 ¾

¡d³
ρ±surf = ρ±

�BÐ
ρ− =

N−

AX

²
ρ+ =

N+

A (L−X)

² §X£b·��B���
p±surf = p± = ρ±kBT

±


bÂ�µd�J£y©�¸\ªS§ �DÎ ���B¬�ª;ªS¬�µ�µd�JªS�B��ªV»1¬�§s�a§s¢y§\�~ =£y¤a�B��ªV§\�1£S¢y§��a§\ª�µ�¢y§\¶W¤a§X¢yª;¶W�J¶W§\�1£yªb·�§s�U º¦D¤a£y§XªSªS§r·�¬�µ�¤aªQ£y�B�ªS�B�1£º�a§\ªº¶WÌ\¶W§\ªÍ­|Ä���À �=¢L·�¢y§ É ³W»1¬�§Í�X§\�a�~§Xª_¦9¹X¢y¤8¿�¹\§\ªºµd�J¬�¢º¬���§Ê·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B� ¶º *ÃE�l§\�a�a¤a§\����§ ¾ �F� ���=£L J�1£
F−

k (V ) =
∫∞

V
(v − V )kρ−surf (v, t)dv

§i£
F+

k (V ) =
∫ V

−∞
(v − V )kρ+

surf (v, t)dv
²����J¬�ªf¹X�X¢y¤8¢y�B��ªb»D¬�§BÎ

 9³
F±

3 (V ) = 2kBT
± F±

1 (V )/m − V F±
2 (V ) + O(α)

µd�J¬�¢y¦D¬Í»1¬�§
V = O(α)¡d³

F±
1 (0) = ∓ ρ±

√
kBT±/2mπ + O(α)


;%E=4L�D��FC�A��EAED�@�O�D��JLQ@�;���A
°' ^¶W¹X£y©��D·�§B²�µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§B²�§XªQ£b¡� JªS¹\§�ªS¬�¢Y¬���§ -����������S+�� -�,z+ �"!$#&% -('a+*) '#, -�,�+ #&%J*s­�§X�� =��ÁB�~ =¤~ª+'�. -(,	+�!�-.���}+�!/)
0 + �F.1*S³i²= =¢yÁJ¬N J�1£F·�§l�~ YªS¹\µN *¢L =£y¤a�B�r·�§\ª±¹X�i©�§\�a�a§\ªf­|·nÀ ¬���¼� =�X£y§\¬�¢ α ≈ 2m/M

³0µd�B¬�¢,¢y¹\ªS�J¬N·�¢y§l�a§\ª±¹.»1¬N *£y¤a�B��ª±·�§
�~ º·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§;¢L Jµ�¤~·�§�ªy =��ªbµ�¢y§\�N·D¢y§V§\�Ê�\�B¶Wµ�£y§V�a§\ª;·�¹Xµd§\�N·� J���\§\ªf£y§X¶Wµd�J¢y§\�a�a§\ªY�~§X�1£y§\ª ¾ �V J��ªY�a§s�\�J�1£y§XÃD£y§µ�¢y¹XªS§\�1£.²e�\§Íµ�¢y¤~���\¤aµd§Ê Jµ�µN *¢L 21~£º�\�B¶W¶W§_¬���§¥�\�B��·�¤8£y¤a�B� ·�§Í�\�B©�¹X¢y§\���\§Ê·�§Í��À  Jµ�µ�¢y�1�L©�§Êµd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a¦9§BÎF�a§\ª
»1¬N J�1£y¤8£y¹\ª^µ�¢y¹XªS¬�¶W¹\§XªrÌi£S¢y§Ê·�§\ªr¦J *¢y¤U =¡��a§\ªW�a§\�1£y§\ªr§X£r£S¢L =¤8£y¹\§\ªW�\�J¶W¶W§º£y§\�a�~§Xª_·��B¤a¦9§X�1£W§�3n§\�X£y¤a¦9§\¶W§X�1£rÌX£S¢y§
�\�B��ªQ£L J�1£y§\ª; J¬�ÃÊ¹\�L©�§\�a�~§XªV·�§�£y§X¶Wµ�ª2¢L Jµ�¤~·�§\ª^­

t = O(1)
³��N�a§\¬�¢�¦J *¢y¤~ =£y¤a�B��£y§\¶Wµd�J¢y§\�a�a§s��§�·��B¤8£;ÌX£S¢y§sªS¤aÁJ��¤8¿�Ï�. =£y¤a¦B§^»1¬�§�ªS¬�¢�·�§\ª;·�¬�¢y¹X§\ª

t = O(1/α) ¾9' ��¢y§i£S¢y�B¬�¦B§s¤~�X¤±��À §\ªSµ�¢y¤8£VÁJ¹\��¹i¢L J�F·�§Xª;¶W¹X£y©��D·�§\ªYµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§\ª·�¤8£y§\ª
((

Ä�¹\�L©�§X�a�~§Xªl¶�¬��8£y¤aµ��a§\ª
))

µ�¢y¹\ªS§X�1£y¹\§\ªl·� J��ªe�|À  =����§XÃ�§4� ­oÆ5� ¾ �9³ ¾1Å �B¬�ªe¤a�D£S¢y�D·�¬�¤aªS�B��ªl =¤~��ªS¤N¬���§2���B¬�¦B§\�a�~§¦J =¢y¤~ J¡��a§V£y§\¶Wµd�J¢y§X�~�a§
τ = αt

²N»1¬�¤�ªS§X¢L ^�U ^¦J =¢y¤~ =¡��a§�µd§X¢S£y¤a��§\�1£y§Vµd�J¬�¢Y·�¹\�X¢y¤8¢y§V�a§\ªb·�¹Xµd§\�N·� J���\§\ªf�a§\�1£y§Xª ¾ °�§\ª¦J =¢y¤~ J¡��a§\ªf¢L Jµ�¤U·�§\ªf��§V·�¹\µd§X�N·�¢y�J�1£fµ� =¢Y�X�B�1£S¢y§Vµ� JªY·�§
τ
­|Ä���À �=¢L·�¢y§V�~§Vµ��a¬�ªf¡� Jªf§\�

α
³ ¾

$&%('�O�)�@/LQ@�'
°' _µ�¢y§X¶W¤~¸i¢y§^µ�©� JªS§^�\�(6 ���\¤~·�§r .¦9§\�^��À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B� �J¡�£y§\�D¬�§r·� =��ª��~ ¥�a¤a¶W¤a£y§�£y©�§X¢y¶W�D·�Â��N =¶r¤~»D¬�§�£L =�1£�»D¬�§

V¢y§\ªQ£y§¥·�À �J¢L·D¢y§ O(1) ¾87 �ÇªS§\�\�B��·Ç¢y¹\ÁJ¤~¶W§º¹\¶W§X¢yÁB§_ J¬�Ã £y§\¶Wµ�ªs�a�B��ÁBª\²e·nÀ �J¢L·�¢y§ O(1/α)
�±�~ �¦D¤a£y§XªSªS§

V
§\ªQ£ J�a�J¢yªW·�À �J¢L·D¢y§ O(α) ¾FÅ �J£S¢y§_¢y¹XªS¬��8£L =£Wµ�¢y¤a���\¤aµ� J�2§\ªQ£r¬���§¥¹.»1¬� =£y¤a�B� ¢y§\¶º =¢L»1¬N =¡��a§\¶W§\�1£sªS¤a¶Wµ��a§Í·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£�~  ¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B� �a§X�D£y§�·�§Ê�U  µd�BªS¤8£y¤a�B� ¶W�.Â1§\����§Ê·�¬ µ�¤~ªQ£y�J� ¦B§X¢yªºªy  µd�BªS¤8£y¤a�B� ·nÀ ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§ ­�¶W¹\�\ J��¤~»1¬�§Í§X£

£y©�§i¢y¶º¤~»1¬�§.³ u~}���x Î

XM (τ) = L
(

1

2
− ξ(τ)

)
dξ

dτ
= − 1

3L

√
8E0

Nmπ

[ √
N(1 + 2ξ)

N+
−
√
N(1 − 2ξ)

N−

] ­��:9J³



�����<�����	��
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���������Q��������� 
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))

�Q���

�BÐ
E0
§XªQ£r��À ¹\��§X¢yÁB¤a§¥£y�=£L J�a§�­��\�J��ªS§X¢y¦B¹\§*³s·�¬ ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§W§X£

N = N+ + N− ¾ ��¬�¢L =�1£��~ �µ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§ºµ�©� JªS§B²�a§^�L©N =��ÁB§X¶W§\�1£�·�À ¹\��§X¢yÁB¤a§r·�§Xª�ÁB ��^�\�=¢S¢y§\ªSµd�B�N·� =¬�£S¢L .¦J J¤a�F§�3n§\�X£y¬�¹�µN =¢��~ _µ�¤~ªQ£y�J�0²n�a§.»1¬�§X�±§\ªQ£�§\���X§^ªS§\��ª
((

 B·�¤~ J¡N *£y¤~»D¬�§
)) ¾ �V =��ªY�a§sªS§X�\�B��·Í¢y¹\ÁB¤a¶W§B²N�a§V£S¢L .¦J J¤a�'§\ªQ£;�X¹.·�¹s =¬����=£y¹s�a§sµ��a¬�ªY�L©N =¬N·�²�¶º =¤~ªY·� .¦J J�1£L JÁJ§s·�§�L©N J�a§\¬�¢Wµ� JªSªS§Ê·�¬"�i©� J¬�·" J¬"¼U¢y�B¤~·�²5·�§¥ªS�J¢S£y§Í»D¬�À §\�"¡�¤a�~ J� �a§\ª^£y§\¶Wµd¹X¢L *£y¬�¢y§\ª^·�§\ªr·�§\¬�Ã �X�B¶WµN *¢S£y¤a¶W§\�1£yª

¹\¦9�J�a¬�§\�1£V¦B§X¢yª�¬���§s£y§\¶Wµd¹X¢L *£y¬�¢y§^·nÀ ¹\»D¬�¤a�a¤~¡�¢y§r¤a�1£y§X¢y¶W¹\·�¤~ J¤8¢y§ ¾ �F��£L =¤~�a�a§W¤a��¿N��¤a§B²n�B¬�¡�¤~§X� P− 6= P+ §X£V�a§µ�¤aªQ£y�B�r *£S£y§\¤a�1£e¬���¢y¹XÁB¤a¶W§2ªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§f�JÐ^ªy ;¦D¤a£y§XªSªS§
V
§\ªQ£5·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤~ªQ£y§J²Jµ�¢y�Bµd�J¢S£y¤a�B����§\�a�a§fÄ;�~ �·�¤ 3n¹X¢y§X���\§

·�§2µ�¢y§\ªSªS¤a�B�W§\�1£S¢y§f�a§\ªl·�§\¬�Ã��X�B¶WµN *¢S£y¤~¶W§X�1£yªF§X£5¤a�N·�¹\µd§\��·� =�D£y§2·�§
M
u~}���x ²B�B¬r¡�¤a§\�

P− = P+ §X£5�a§fµ�¤aªQ£y�B� J�.»1¬�¤~§i¢S£f¹\Á9 =�~§X¶W§\�1£f¬���§�¦D¤8£y§\ªSªS§V·�§V·�¹X¢y¤a¦9§B²�·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§;¶º J¤aª2¤a�N·�¬�¤8£y§�µ� =¢f�a§\ª4��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ª@£y©�§i¢y¶W¤U»1¬�§\ª
·�§Xª�ÁB ��B²±·�¤8¢y¤aÁB¹\§_¦9§i¢yªs�~§º���=£y¹_�a§_µ��a¬�ªs�L©N =¬N· §X£�µ�¢y�Bµd�J¢S£y¤a�B����§\�a�a§¥Ä

(1/M)(
√
T+ −

√
T−)

 ®F¤U =ªS§\��"�¤@§X£
«b¢y¬�¡d§X¢ É5�/��� & ¾ �F�^£L J¤a�a�a§f¿���¤a§B²J�U ;ªS¤8£y¬N *£y¤~�J�W§\ªQ£5·�¤ 3n¹X¢y§X�1£y§2�. *¢5�a§f¶W�J¬�¦9§X¶W§\�1£±·�¬^µ�¤aªQ£y�B�r�\�J¶Wµ�¢y¤a¶W§l�~§2Á9 ��B²§\��ÁB§\��·�¢L J�1£Y·�§\ª

((

�J�N·�§XªfªS�B���J¢y§\ª
))

»1¬�¤�¦B�B�1£fªS§�¢y¹��N¹\�L©�¤8¢Y§X�
x = 0

§X£
x = L

§i£YªS§�£S¢L J·�¬�¤8¢y§V J¬Í��¤a¦9§\ J¬Ê·�¬
µ�¤aªQ£y�B�rµN *¢l·�§\ªe�JªS�\¤a�~�~ =£y¤a�B��ª@ J¶W�=¢S£y¤a§\ª5 J¬�£y�J¬�¢l·�§f�~ �µd�BªS¤8£y¤a�B�_·nÀ ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§f¶W¹\�. =��¤~»1¬�§ ¾JÅ �B¬�ªFµd�B¬�¦B�B��ªe =¤~��ªS¤�\�B��¿�¢y¶W§i¢@§i£2µ�¢y¹\�\¤aªS§X¢2�a§\ªl¢y¹\ªS¬��8£L =£yª@�B¡�£y§\�D¬�ªl·� J��ª@�~ s�a¤a¶W¤8£y§Y£y©�§X¢y¶W�D·DÂ��� J¶r¤~»1¬�§B²9§\�º¶W§X£S£L J�1£l·�§b���B¬�¦B§. J¬
§\�Í¹\¦D¤~·�§\���\§V·�§\¬�Ãº¢y¹\ÁJ¤~¶W§XªY·�À  J¶W�=¢S£y¤~ªSªS§X¶W§\�1£fªS¬�¤a¦J J�1£f�~ ^¦J J�a§\¬�¢Y·�§

R± = mN±/M
Î

� ��À  J¶W�J¢S£y¤aªSªS§\¶W§X�1£Y§\ªQ£f¼k�=¢S£bªS¤ R± > 4
���|À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�J��§\ªQ£b =�~�=¢yªY¤~��·�¹\µd§X�N·� =�1£y§V·�§

M
§X£
R± ¾

� ��À  J¶W�=¢S£y¤~ªSªS§X¶W§\�1£�§XªQ£V¼� J¤a¡��a§WªS¤ R± < 4
���U º¼H¢y¹.»1¬�§X���\§r·�§XªV�BªS�X¤~�a�~ =£y¤a�B��ªs§i£��a§\¬�¢�£L J¬�Ã�·�À  J¶W�J¢S£y¤aªSªS§X¶º§X�1£

�X¢y�"1~£b .¦9§\�
R± ¾°0§\ª0ªS¤a¶^¬��U *£y¤a�B��ª'·��J����§X�1£' J�\�\¸Xª±Äf·�§Xª'¦J =�a§\¬�¢yª'·�§

M
¢y§\�~ =£y¤a¦9§\¶W§X�1£'µd§\¬V¹\�a§\¦B¹\§\ª\².µN =¢'§XÃ�§\¶Wµ��a§

M/m = 100 ¾�e�a�a§\ª±¶W�J�1£S¢y§\�1£,»1¬�§e�U f¦J J�a¤~·�¤8£y¹@·�§5���Jª'¢y¹\ªS¬��a£L *£yª± J�N =�8Â�£y¤~»1¬�§Xª,ª\À ¹X£y§X�N·�ªS¬�¢,¬���§eÁ9 J¶W¶W§e·�§e¦B =�a§\¬�¢yª,·�§
m/M¡d§. J¬��\�B¬�µÊµ��a¬�ªY�~ *¢yÁB§�»1¬�§V��§��a§��~ J¤aªSªy J¤8£ -.�/��+ �"��+n§\ªSµd¹X¢y§X¢b�~§��. *¢L J�X£y¸i¢y§�µd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤8¼e·�§XªY�. J�a�\¬��~ª ¾ ®±¢y§\��·�¢y§§\���\�J��ªS¤~·�¹i¢L =£y¤a�B� ·�§\ª;�X�B�a�a¤~ªS¤a�B��ª�§\�1£S¢y§��a§\ª;¶W�B�a¹\�X¬��a§\ª�·�¬�Á9 ��Í­| =¬��a¤~§X¬�·�À ¬���Á9 ��^µ� =¢S¼k J¤8£i³b��§��L©� J��ÁJ§�µN =ª

�~ �·�Â��� J¶W¤~»1¬�§r·�§W¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B� ·�¬Çµ�¤aªQ£y�B� ¾ °0§\ªs�\�B�a�a¤aªS¤~�B��ªr¦B�B�1£�ªS§X¬��a§\¶W§\�1£� J�X�\¹\�a¹X¢y§X¢r�~ Í¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B� ·�§º�~ ·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��·�§\ª;¦D¤a£y§XªSªS§\ª�·�§\ª�¶W�J�~¹X�\¬��a§\ªV·�¬�ÁB ��^¦9§X¢yª;�~ ¥·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J��¶º =Ã �@§X�~�a¤a§\����§B²d¢y§\�~ *Ã� *£y¤~�J� »D¬�¤,ªS§
µ�¢y�D·�¬�¤8£WªS¤a���B�
¤a�N·�¤a¢y§X�X£y§\¶W§\�1£.²F¦D¤~ ��a§\ªº�X�B�a�a¤~ªS¤a�B��ª_ *¦B§\�Í�~§Íµ�¤aªQ£y�B��²5§i£_·��B���Ê·� J��ªW¬���§¥£S¢y�J¤~ªS¤a¸X¶º§Íµ�©� JªS§B²§\���\�J¢y§�µ��a¬�ª;�a§\�1£y§B²n·�§s��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B� ¾ °0§Xª;ªS¤~¶�¬��~ =£y¤a�J��ª;�D¬�¶W¹i¢y¤U»1¬�§\ª\²�¢y¹\ J�a¤aªS¹\§\ªV�B¬�¡�¤a§\�� .¦B§\�^·�§\ª;µ� =¢S£y¤a�\¬��a§\ª¼� =�1£��B¶W§\ª\²��B¬Í¡�¤a§\�Ê .¦9§\�V·�§XªfµN =¢S£y¤a�\¬��a§\ªbÄ^���V¬�¢Y·�¬�¢.²�µd§X¢y¶W§X£S£y§X�1£f·�§�¦9¹i¢y¤a¿�§X¢Y�X§Vµd�B¤a�1£ ¾
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+ β + β + β + β + β + β + β 

M = 1000  β = 5  ∗ 1600

M = 200  β = 1600 

ÒYÓUÔnÕ0Ö*×¥Ø�Ù	��Û�
 ï9á1ã=ÝJÞ=èJö�ôUèJë á\õJá.æiî ê�ì�ë èJì.æQèlí=èJô~äfë8ü ß\ó�ã9î8ë î òJôUè5æiÞ=èJô|à�î ó�ã=è�5SñBôUß\â�î Ýiæiî ê�ìYá1ì=áDë å.æiî ó�ã*èèiæFôUßXäXã1ë æQá*æPä0â1èFäiî8à�ã1ë á.æiî ê�ìfñBê�ã1ô
N± = 3.104 èLæ M = 100, 200, 1000 7�� ë á5í=áBô|î áDò1ë è,æSèJà�ñJêDôUèJë ë èñ9èJôaæLî8ì=èJì.æQèWèXäPæ�á1ë ê1ô~ä

τ = 2mt/M
ù

 â�ôUêDî æSèJö'÷Xê1ê�à â1èºÝ\èiæoæSèºßií*ê�ë ã.æLî ê�ì¥áDã.æPê�ã1ô@â1è

τ0
41õJß

5
τ0 = 16 7�� èJì�ôUèií=èJì=á1ì.ærë êDÝXáDë è=à;è=ì.æVû�ë áºí=áBô�î á1ò1ë è t ö�ê�ì�àbèiæ�èJì¥ßLí9î â1èJì=Ý\è¥ë è¥ôUß\á��Sã*äoæSèJàbèJì.æôHá1ñ9î â1è5í=èJô~äfã1ìbßLæSá.æFâNü ß\ó�ã9î8ë î òJôUèbàbßXÝ\áDì9î ó�ã=èYî8ì*äPæQáDì.æQáDì=ßJö

((

èiäSÝJë á.í=è
))

â1è;ë á�ôUèJë á\õJá*æLî ê�ì2æXÞ=èJô|àVî ó�ã=è
ë èJì.æQè|5�æiôHá9î æ84nìDð

M ������� ö�æiôHá9î æ@ß=ñ=á1î äXð M = 1000 7 ù
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K�A DFA()/L���LQ@�; G�K�� H9A O��?% �FC�A()Y)/A('
��À  J¤�·�¹\�X¢y¤8£e =¬WÆ � ¾ Èf�~ ;·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§F¢L =µ�¤~·�§@ J¬�ÃV£y§\¶Wµ�ª'�\�B¬�¢S£yª t = O(1)

²=�JÐ�§\�a�a§@�\�J¢S¢y§XªSµn�J�N·s§&3n§\�i£y¤~¦B§\¶W§\�1£
 J¬Ê�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£f�J¡�ªS§X¢y¦B¹�µ�¬�¤~ªy»1¬�§V�a§V¢y¹\ÁB¤a¶W§s·�§V¢y§X�U *Ã� *£y¤a�B���~§X�D£y§V��§Vª\À §\ªQ£;µN =ªb§X���\�=¢y§�·�¹\¦9§X�~�Jµ�µd¹/�N =¬�Ã
£y§\¶Wµ�ª��a�B��ÁJª

t = O(1/α)
²0�BÀ §\ªQ£��\§r¢y¹\ÁJ¤a¶W§º·�§^¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B�Ç�~§X�1£y§º»D¬�¤5·��B¶W¤a��§^�~§W�\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§\�1£ ¾nÅ ¹. =��Ï¶W�B¤a��ª\²d¬���§

((

�a�B¬�µd§
))

£y§X¶Wµd�J¢y§\�a�a§�§\��¬���µd�B¤a�1£V·�§��X§X£S£y§^¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J���a§X�D£y§�¶W�B�1£S¢y§i¢L J¤8£V»1¬0À ¬���§�·�Â��N =¶W¤U»1¬�§
¢L Jµ�¤U·�§º§XªQ£s£y�B¬=´Q�B¬�¢yª�µ�¢y¹\ªS§\�1£y§J²'�\�J¢S¢y§\ªSµd�J�N·� =�1£^ÄÊ�~ Í¢y§X�U *Ã� *£y¤a�B� ¶W¹\�. =��¤~»1¬�§^¢L =µ�¤~·�§º·�¬ ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§WªS¬�¤a¦J J�1£��À ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J� �a§\�1£y§W·�§\ª;£y§\¶Wµd¹X¢L =£y¬�¢y§\ª�·�§\ªV·�§\¬�Ã�Á9 ��Ê­k¿�ÁB¬�¢y§
� ¾ �9³ ¾ �F� ·�¤aªS�X¢y¹i£y¤~ªy =�1£� *¢S£y¤a¿��\¤a§\�a�a§\¶W§\�1£�µd�J¬�¢¶W¤a§\¬�Ã��X�B¶Wµ�¢y§X�N·�¢y§5�\§f»1¬�¤DªS§2µ� JªSªS§BÎ9 =µ�¢y¸\ªF¬���µN =ªe·�§l£y§X¶Wµ�ª

δτ = O(1)
²J�a§\ª±£y§\¶Wµd¹X¢L *£y¬�¢y§\ª±·�§\ª±�\�J¶WµN =¢S£y¤8Ï¶W§\�1£yªe�J�1£l¹\¦9�J�~¬�¹b·�§

δT− §i£ δT+ �1¤a�NªS§Yµ�¢y�D·�¬�¤8£@ =�~�=¢yª@¬���§2¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B�º¶W¹\�. J��¤~»D¬�§2¢L =µ�¤~·�§J²1ªS¬�¢l¬���§Y·�¬�¢y¹\§
δτ ′ = O(α)

²� J¬_�X�B¬�¢yª@·�§b�~ B»1¬�§\�a�~§;�a§\ª@µ�¢y§\ªSªS¤a�B��ª@ªS§b¢y¹\ *´Q¬�ªQ£y§\�1£f J¬�ÃW���J¬�¦9§X�~�a§\ªl¦J J�a§\¬�¢yª@·�§\ª5£y§\¶Wµd¹X¢L *£y¬�¢y§\ª ¾�l¤a§\��§\�1£y§\�N·�¬0²���À ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J��¢y¹\§\�a�a§���§�µ�¢y�D�X¸.·�§�µN =ªbµ� =¢bªy J¬�£yª;·�¤aªS�\�J�D£y¤a�D¬�ª\²N¶º J¤aªY§\�a�~§sµ�¢y¹\ªS§\�1£y§�¡�¤a§\�Ê�\§X£S£y§ªS¬�µd§X¢yµd�JªS¤a£y¤a�J� ·�§Ê·�§\¬�Ã ·�Â��N =¶W¤~»D¬�§\ªr·nÀ ¹\�L©�§\�a�a§�·�¤ 3n¹i¢y§\�1£y§\ª\²M. -�	�
"!F-(�|+ #&%J* � -��U+�	�*�
�, -(! , *�' 0 . -(,�*�	Q*B. -
	�
"!F-(�|+ #&%J*�.1*�!J, * ¾

����� �������X�����"�D���F�D�J���±���J�.���N���
¨l§ºµ�¢y�B¡��a¸\¶W§r§\ªQ£�¼k�B��·� =¶W§\�1£L J��²,·� J��ªs�~ Ê¶W§XªS¬�¢y§r�BÐÇ¤a�5¶W�B�1£S¢y§r��À ¤a��ªS¬�ËWªy J���\§¥·�§W�~ Í£y©�§i¢y¶W�D·�Â��N =¶W¤~»1¬�§µd�B¬�¢W·�¹\�i¢y¤a¢y§¥�a§\ªrµ�¢y�B¡��a¸\¶W§Xªr·�§º¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B� ¦9§X¢yª^��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§ ¾ ¨l§X£S£y§_£y©�¹\�=¢y¤~§¥¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§¥ª\À  .¦9¸X¢y§Í¤a�\¤¤a���. =µN J¡��a§¥·�§Wµ�¢y¹.·�¤8¢y§º��À §iÃ�¤aªQ£y§X���\§¥·�§\ª�·�§\¬�Ã�¢y¹\ÁB¤a¶W§\ª�·�§r¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B��²±�B¬Ç¶WÌ\¶W§rªS¤a¶Wµ��a§\¶W§X�1£s·�§ºµ�¢y¹.·�¤8¢y§��À ¹i£L =£Y·�¬ºµ�¤aªQ£y�B�¥Ä���À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§;¶W¹\�. J��¤~»D¬�§B²1�\�J¢S¢y§XªSµn�J�N·� J�1£fÄs�|À ¹X£L *£f�B¡�ªS§X¢y¦9¹� .¦9§X�;¬��_µ�¤aªQ£y�B�¥¶º =�X¢y�BªSµ�¤U»1¬�§
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Ω ¾ ®± *¢;�\�B�1£S¢y§B²N�a§\ªbªy J¬�£yª δX µN =¢b�a§\ªy»1¬�§\�aª X ¹\¦9�J�~¬�§���§s·�¹\µd§\�N·�§\�1£µN =ª^·�§
Ω
�. =¢^¤a�aª^ªS�B�1£^µ�¢y§\ªS�X¢y¤8£yª^µ� =¢^�~ �·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§W¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§ ¾ �e�"·nÀ  =¬�£S¢y§\ªs£y§i¢y¶W§\ª\²,�J�"ªS¬�µ�µd�BªS§»1¬�§��a§\ªVªy =¬�£yª��B�1£V§&3n§X�X£y¤a¦9§\¶W§\�1£;¬���§s£L J¤a�a�~§^£oÂ�µ�¤~»D¬�§B²d¤a�1£S¢y¤a��ªS¸.»1¬�§rÄ_�~ ¥·�Â��N =¶W¤~»D¬�§�¶W¤~�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§B²n���J�

¤a� ��¬�§\���\¹\§ºµN *¢^�~ Ê£L J¤a�a�a§
Ω
·�¬ÇªQÂ�ªQ£y¸X¶W§B²'�\§¥»1¬�¤e¢y§\¦D¤a§\�1£^Ä�·�¤a¢y§_»D¬�§º�a§_ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§W�0À §\ªQ£^µ� Jª��X¢y¤8£y¤~»1¬�§ ¾ °' ¼k�=¢y¶W§Y�. J���B��¤~»1¬�§b·�§\ª5µ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹\ª@·�§f£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�ºµn�J¬�¢l�~ B»1¬�§\�a�~§b�~ �¶W¹i£y©��D·�§f·�§WN5 =� $� =¶Wµd§\�rª\À  =µ�µ��a¤U»1¬�§§\ªQ£Y�~ ^ªS¬�¤a¦J J�1£y§BÎ

WΩ(X|Y ) = f(Ω)
[
Φ0

(
Y

Ω
, r = X − Y

)
+

1

Ω
Φ1

(
Y

Ω
, r = X − Y

)
+ . . .

] ­���XB³
f(Ω)

¢y§X�N·
�\�B¶Wµ�£y§�·�À ¬���§Ê¶W�D·�¤8¿N�. *£y¤a�B� ÁB�a�B¡� J�a§�·�§Ê��À ¹X�i©�§\�a�a§�·�§Í£y§\¶Wµ�ªº·�§��~  ·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§Í�a�J¢yªy»1¬�§��~ £L J¤a�a�a§
Ω
¦J *¢y¤a§ ¾�' ��§&3n§\�X£y¬�§X¢L º¬����L©N =��ÁJ§\¶W§\�1£;·�§s¦J =¢y¤~ J¡��a§�£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�a§ t → τ

 =µ�µ�¢y�Bµ�¢y¤~¹_­ �#*�' 0 -/. + ! -.³b·�§
¼� �(\�B�ÊÄs¤a���\�a¬�¢y§�·�À §\¶�¡��a¹\§;·� =��ª

τ
�~ ^·�¹Xµd§\�N·� J���X§

((

�� =£y¬�¢y§\�a�~§
))

·�§;��À ©��=¢y�~�JÁB§�·�§;��À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�Íµ� =¢@¢L Jµ�µd�J¢S£fÄ�~ º£L =¤a�~�a§B²�µd�J¬�¢�µd�J¬�¦9�J¤8¢�§\��ªS¬�¤8£y§s£S¢L J¤8£y§X¢�µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§X¶W§\�1£b�~ _·�¹Xµn§X�N·� J���X§�¢y§\ªQ£L J�1£y§/�d�\§��L©N J��ÁB§\¶W§X�1£;¦J 
Y[Z�Y!\

X ]_^,`2a�b�a!`�^Rc�^,d3b�ef^Wef^;g�h/d;i�`j^;k�^;d3h!efl,m[n�ef^[]�kpo n�g�^;^,]_b�q,m,^�mPr�sfd3sft�n�^usfd3b�efsft�n�l,^Wk�a4g�]vn�g�^w`jl[a4mRx_sfh!g \py a4gz a4d3b�^,g{sfefefn�]jx_`j^3]_a|d3l,x2r�h�k�^�]2n�`We}o ^Rc�^,d3b�e~^wk�^�e~a)`2l[a4mRx_sfh!g A → X � 2X → B ��h!��e}o h!g{a4efsfd3^,g�x2^�ef^3`2l[a4mRx2^[n�`m,h!g�x2sfg�n�^,d3^,g/xE^,g A ��m,h!g�m,^[g/x_`_a6x_sfh!g φA � c�l,^6�C^,x�h!��h!g�k�`2a4sfg�^ B r�h!`j]�k�n�`jl[a4mRx_^[n�`u��m,h!g�m,^,g�x_`_a6x_sfh!g φB � c�l,^ �R� Ω^,]2x:a4efh!`2]Eef^T�/h!efn�d3^Tk�n)`2l[a4mRx_^,n�`;� y a4g z a4d3b�^,g Y[�!��YR�0\
�(���
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ÌX£S¢y§�·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¹�µN *¢�¬���§��\�B��·�¤8£y¤a�B��·�§s�X�B©�¹i¢y§\���X§^ Jµ�µN =¢L =¤aªSªy J�1£� J¬��\�B¬�¢yª�·�§s�~ W¢y¹XªS�B�a¬�£y¤a�B� ¾�' ���L©�§X¢y�L©�§ J�a�J¢yª���À ¹.»1¬N *£y¤a�B�"·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£s��À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�"·�§W�~ �·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B� ·�§Wµ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹
P (X, t) ¾ °eÀ ¹X£L Jµd§º§XªSªS§\�1£y¤a§\�a�~§§\ªQ£�·�§V¼� =¤a¢y§s¬��Ê�L©N =��ÁJ§\¶W§\�1£b·�§�¦J *¢y¤U =¡��a§

X = Ωx(t) +
√

Ωξ(t)
¤a�1£y¹\ÁJ¢L J�1£b�a§\ªb¤U·�¹\§\ª;»1¬�§V��À �B�� B-.����+*�(��+ªS¬�¢V�a§r�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£�·�À ¹\�L©�§\�a�a§r£oÂ�µ�¤~»1¬�§�·�§

X
Î0·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�J� µ�¤~»D¬�¹\§^§X�

Ωx(t)
²��BÐ

x(t)
§\ªQ£��~ ¥¦J =¢y¤~ J¡��~§

¤a�1£y§\��ªS¤a¦9§;·�¹\�X¢y¤a¦J =�1£2��À ¹X¦9�B�a¬�£y¤a�J�Í¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§;§X£
ξ(t)/

√
Ω
�~§b£y§X¢y¶W§;·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£2�a§\ª%��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ª2 J¬�£y�B¬�¢·�§@�\§2�X�B¶Wµd�J¢S£y§\¶W§X�1£F·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§2·��J¶W¤~�� J�1£ ¾/' ���i©�§X¢y�L©�§2 J�a�J¢yªe�~ �·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�J�rªS�J¬�ªF�U b¼H�J¢y¶W§ P (x, t) ≡

Π(ξ, τ)
²D�JÐ

x(t)
§XªQ£2ªS¬�µ�µd�BªS¹\§b�\�B���D¬�§ ¾E' �º¦9¹X¢y¤8¿N§i¢L s�~ s¦J =�~¤~·�¤a£y¹;·�§b�\§X£S£y§b©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§
- ���"'�, *&�}+ �(�}+k²�ªS¬�¢@�a§\ª¢y¹\ªS¬��a£L *£yª;�B¡�£y§\�D¬�ªbµd�J¬�¢

x(t)
§i£
ξ(t) ¾ ¨l§X£S£y§�·�¹\¶º =¢y�L©�§V§\ªQ£.²N§\�Ê£y§X¢y¶W§\ªf¶W��·�§X¢y��§\ª\²N¬���§ ,�� 
 �"��+ *�	CQ 
 0 � *5. .1*�B¬�²±·� J��ªs�a§º�\�B�1£y§XÃD£y§Wµ��a¬�ª�¢y§\ªQ£S¢y§\¤a�1£^·�§Xªs¶W¹X£y©��D·�§\ª�µd§X¢S£y¬�¢y¡N *£y¤~¦B§\ª\²'¬���§W¶W¹X£y©���·�§rµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§W¶�¬��8£y¤8Ï

¹\�L©�§\�a�a§\ª ¾ °' �·�¹i¢y¤~¦J *£y¤a�B� £y§\¶Wµd�J¢y§\�a�a§ ∂tP
ªS§Í¼� =¤aªy J�1£¥Ä

X
¿�Ã�¹B²F¤~�f¦D¤a§\�1£

∂tP = ∂tΠ + (dξ/dt)|X ∂ξΠ .¦9§\�
(dξ/dt)|X = −

√
Ω(dx/dt) ¾ ¨bÀ §\ªQ£Í¤a�\¤;»D¬�§��a§��i©��B¤8Ã ·�¬ �i©� J��ÁB§\¶W§\�1£_·nÀ ¹X�i©�§\�a�a§�£y§X¶Wµn�=¢y§\�a�a§�»1¬�À ¤a�§\ªQ£rµd§X¢S£y¤a��§\�1£r·�§º¼� =¤8¢y§Íª\À ¤~¶Wµd�JªS§BÎ

τ = t f(Ω)/Ω ¾ ' �"¦B�B¤8£W»1¬�§º�\§¥�L©� J��ÁJ§\¶W§\�1£�¹\�a¤a¶W¤~��§_�U �ªS¤a��ÁB¬��~ *¢y¤a£y¹£y§\¶Wµd�J¢y§X�~�a§�»D¬�¤0 Jµ�µN =¢L �1~£;µd�B¬�¢
Ω → ∞ �a�J¢yªy»1¬�§ f(Ω)

��§VªS§��\�J¶Wµd�J¢S£y§Vµ� JªY�\�J¶W¶W§
Ω
­�ªS¤a��ÁB¬��~ =¢y¤8£y¹sµd�B¬�¢

t → 0
ªS¤
f(Ω)

�X¢y�21U£sµ��~¬�ªV¦�¤8£y§W»1¬�§
Ω
²0ªS¤a��ÁJ¬��~ =¢y¤8£y¹ºµd�J¬�¢

t → ∞ ªS¤
f(Ω)

�X¢y�21~£�¶W�J¤a��ªV¦D¤8£y§W»1¬�§
Ω
³ ¾ °0§·�¹X¦9§\�a�Bµ�µd§\¶W§\�1£2µd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤8¼,ª\À ¹\�X¢y¤8£; J�a�J¢yª�U2VRV9Î

∂τΠ −
√

Ω
dx

dτ
∂ξΠ = −

√
Ω a1,0(x)∂ξΠ + −a′1,0(x) ∂ξ(ξΠ) +

1

2
a2,0(x) ∂

2
ξξΠ

­�� � ³

+O
(

1√
Ω

)

�BÐ
Π
·�¹\µd§\�N·¥·�§\ªf¦J =¢y¤~ J¡��a§\ª

(ξ, τ)
§X£Y�JÐÊ�a§\ªY»D¬� J�1£y¤8£y¹\ª

aj,k
·�¹X¿N��¤a§\ªfµ� =¢.Î

aj,k(x) ≡
∫
zjΦk(x, z)dz

­ 9=Ñ9³
·�¹Xµn§X�N·�§\�1£e·�§

x(τ) ¾ °' ;�X�B©�¹i¢y§\���\§f·�¬r·�¹\¦9§\�a�Jµ�µd§\¶W§\�1£±§\�^µ�¬�¤aªSªy =���\§Y·�¬^µd§X£y¤8£eµN =¢L =¶W¸X£S¢y§ 1/Ω
§XÃ�¤aÁB§Y»1¬�À ¤a�

�0À Â  J¤8£�µN Jª�·�§W£y§i¢y¶W§
((

·�¤~¦B§X¢yÁB§X�1£
))

·�¬Çµd�J¤~�1£�·�§W¦D¬�§º·�§º�~ �·�¹\¶º =¢y�L©�§rµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§B²I+ 0 *�0'·�§W£y§i¢y¶W§\ª�ªS§�\�B¶Wµd�=¢S£L J�1£Y�\�B¶W¶W§�¬���§Vµ�¬�¤~ªSªy =���X§sµd�BªS¤8£y¤a¦9§s·�§
Ω ¾ ��§V�\§X£S£y§��\�J�N·�¤a£y¤a�J��·�¹\�\�J¬��a§��|À ¹.»1¬� =£y¤a�B��·�À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§BÎ

dx

dτ
= a1,0[x(τ)]

­ 9 É ³
 ��À �J¢L·D¢y§ºªS¬�¤a¦J J�1£s§X�

Ω
²0�|À ¤~·�§X�1£y¤a¿��. =£y¤a�J� £y§i¢y¶W§WÄÍ£y§i¢y¶º§W·��B����§r�|À ¹.»1¬� =£y¤a�B� ·�§º¯��/" "9§X¢SÏo®F�~ J����"�µd�J¬�¢s�~ ·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�Ê·�§\ª4��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ª\Î

∂Π

∂τ
(ξ, τ) = −a′j,0(x)

∂(ξΠ)

∂ξ
(ξ, τ) +

1

2
a2,0(x)

∂2Π

∂ξ2
(ξ, τ)

­ 9JÈB³
°0§\ªs�\�1§XËW�\¤a§\�1£yªr·�¹\µd§\��·�§\�1£s¤a¶Wµ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£�·�¬ £y§\¶Wµ�ª\²'¦D¤~ Ê�|À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B� ·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§

x(τ)
²,¶º J¤aªs¤a�~ª���§

·�¹Xµn§X�N·�§\�1£�µN =ª�·�§
ξ
Î'�JÀ §XªQ£^�X§º»D¬�À �B�Ç Jµ�µn§X�a�~§W¬���§r¹.»1¬� =£y¤a�B�Ç·�§º¯��/" "9§i¢SÏP®F�~ J����"+. +�!�
 -S+�� *i²,·��B�1£s�J�Çµd§\¬�£¶W�B�1£S¢y§X¢5»1¬0À §\�a�a§b J·�¶W§X£eµd�J¬�¢5ªS�J�~¬�£y¤a�B�º¬��rµ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ª -Q-"% ' 'a+ *�! ¾ °0 �·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�J�º·�§\ª �N¬��X£y¬N *£y¤a�B��ª ξ §\ªQ£l·�§�\§@¼k J¤8£5§\�1£y¤a¸X¢y§X¶W§\�1£e·�¹X¿N��¤a§@µN *¢e�~ �·�§\ªS�i¢y¤~µ�£y¤a�B�W·�§\ªe·�§\¬�Ã�µ�¢y§\¶W¤a§X¢yª±¶W�J¶º§X�1£yª@­�¶W�.Â1§X����§Xª,§X£F�\�J¢S¢y¹\�~ *£y¤~�J��ªL³ ¾

' �Í�J¡�£y¤a§\�1£Y�a§XªY¹.»1¬N *£y¤~�J��ªfªS¬�¤a¦B =�1£y§\ªfµd�B¬�¢Y�a§\ªf¶W�B¶W§\�1£yª\Î




∂τ 〈ξ〉 = A〈ξ〉 �BÐ
A = −a′j,0(x)

∂τ 〈ξ2〉 = 2A〈ξ2〉 +B
�BÐ

B = 1
2
a2,0(x)

∂τVar(ξ) = 2A Var(ξ) +B

〈X〉 = Ωx(τ) +
√

Ω〈ξ〉

Var(X) = Ω Var(ξ)

­ 9��B³

Y[Z!Z�\�� o r	��b�h4x2r�q,]_^Wb-^,`@x_n�`2i$a6x_s �/^�a4]2]_n�`j^Wt�n�^We~awk�l,`jsf�/l,^ n 
0q,d3^ a
(n)
j,k k�n d3h!d3^,g/xEk>o h!`jk�`j^ j k�^ Φk a4b�b�a!`2a��fxTk$a4g�]

n�g�x_^,`jd3^vk>o h!`2k�`2^ Ω−(1+k−j/2−n/2) \



�;�����Y���M��� �h�6��� �����k�	� ������� � �	���
�����k���#"��J�&�©�k�¡�#���
�����	���D� �h� �����

' � µd§\¬�£º§\��¿�� ¹X�X¢y¤8¢y§���À ¹.»1¬N =£y¤a�J� ·�§�°0 J��ÁB§\¦D¤a� ¦B¹X¢y¤8¿N¹\§ÊµN *¢_�~§�µ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ª_ªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤~»D¬�§ ξ(τ) �5§\�a�a§�§\ªQ£ªQ£S¢y¤a�X£y§\¶W§\�1£b¹.»1¬�¤a¦J J�a§\�1£y§sÄW�|À ¹.»1¬� =£y¤a�B��·�§�¯��/" "9§i¢SÏP®F�~ J����"�­ 9BÈB³�­�§\�a�a§�¤~¶Wµ��a¤U»1¬�§�§\��µ� =¢S£y¤a�\¬��a¤~§i¢V�a§\ª;¶WÌ\¶W§Xª
 Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B��ª2§X£f�~§XªY¶WÌ\¶W§\ª@µ� =¢L =¶W¸X£S¢y§\ª

A
§X£
B
³iÎ

dξ

dτ
= −Aξ + b avec

{ 〈b(τ)〉 = 0

〈b(τ)b(τ ′)〉 = 2Bδ(τ − τ ′)

­�¡�¢y¬�¤8£f¡��~ =���*³ ­ 9 � ³

G �U} ���n���0���*���.�U�n�76'��� �����=�H�N�'�H���W�*� �,� 6'���r�D� 6'��� �����J�U�N�,�U���W�H���d�\���
°0�=¢yªy»D¬�§��~ º·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§�µ�¢y¹\ªS§X�1£y§s·�§\ªY¦J =¢y¤~ =¡��a§\ªb�~§X�1£y§\ªb§X£;·�§\ªY¦J =¢y¤~ J¡��a§Xªb¢L =µ�¤~·�§\ª\²N¬��� =¢yÁB¬�¶W§\�1£b·�§VªS¹\µN *Ï
¢L =£y¤a�B�_·�§\ª5¹\�L©�§\�a�a§\ª@¦J Vµd§X¢y¶W§X£S£S¢y§Y·�§Y�a§\ª2·�¹\�\�J¬�µ��a§X¢l§\�ºµ� =¢S£y¤a§\ªl§X£2·�§f¢y¹\ªS�B¬�·�¢y§bµ� =¢l¹X£L Jµd§\ªlªS¬��\�\§\ªSªS¤a¦9§Xª@¬��µ�¢y�J¡��a¸\¶W§
- �/��+ �"��+N J¬�£y�=Ï �\�B©�¹X¢y§\�1£ ¾ �B§;¦J J¤aª@¤a�\¤n¶W�B�1£S¢y§i¢2»1¬�§Y�\§X£S£y§;ªS¹XµN =¢L *£y¤a�B�Ê·�§\ª@¦J *¢y¤U =¡��a§\ª2�a§\�1£y§\ª@§i£f·�§\ª¦J =¢y¤~ J¡��a§\ª;¢L =µ�¤~·�§Xª;ªS§s¶W§X£b§\� �V¬�¦1¢y§s·�¤ 3n¹i¢y§\¶W¶W§\�1£fªS¬�¤a¦J J�1£;»D¬�À �B��ª\À ¤~�1£y¹i¢y§\ªSªS§rÄW�~ _·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§V�a§\�1£y§B² Ä�~ r·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§Y¢L =µ�¤~·�§V·�¬¥ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§B²D�B¬Í J¬�Ã_·�§X¬�Ã_Ä��~ s¼k�B¤aª ¾/7 ��§;ªS¤8£y¬N =£y¤a�J�ÊªS¤a��ÁB¬��a¤a¸X¢y§� Jµ�µN *¢L 21~£Y�a�J¢yªy»1¬0À �J��\�B��ªS¤~·�¸X¢y§_��À ¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J� 	Q-(!�'�'��(!7*�!/'�*����5.1*�§X£r»1¬0À �J� �L©�§X¢y�L©�§_ÄÍ¢y§\�a¤~§i¢r�a§_�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£� =ªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§
 J¬�ÃÇ�X�B�N·�¤8£y¤~�J��ª�¤a��¤8£y¤~ J�a§\ªW·��B�1£�¤a�@µ�¢y�*¦�¤a§\�1£ ¾ �e� §�3n§X£.²,µN =¢��\�B��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�J�"¶WÌ\¶W§B²0��À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�  J¬�Ã�£y§\¶Wµ�ª�\�B¬�¢S£yªY��§�·��B����§Vµ� Jªb =�\�\¸Xª; J¬Ê�\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§\�1£f JªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§;§X£b��À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�� =¬�Ã_£y§\¶Wµ�ªf�a�J��ÁBªY�~ J¤aªSªS§�·�§
���J£y¹Y�a§Y¢y¹\ÁJ¤~¶W§f£S¢L =��ªS¤8£y�B¤8¢y§;�J¡�ªS§X¢y¦B¹; .¦J =�D£l»D¬�À §\�a�~§Y��§Yª\À ¹X£L =¡��a¤aªSªS§ ¾ °eÀ ¤~·�¹\§b§XªQ£2 J�a�J¢yª@·�À §&3n§\�X£y¬�§X¢l�a§\ª 	�*�%��Y¢y¹XÏªS�B�a¬�£y¤a�J��ª\²� =¬�Ãr£y§\¶Wµ�ªl�X�B¬�¢S£yª@§X£2 J¬�ÃW£y§X¶Wµ�ª5�~�J��ÁJª\²�§X£2·�§b�a§\ª@¢L =�\�\�=¢L·�§X¢.²��a§;�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£@ =ªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§
·�¬_¢y¹\ÁB¤a¶W§;¢L Jµ�¤~·�§�¼k�J¬�¢y��¤aªSªy =�1£b�~ r�X�B�N·�¤8£y¤~�J�Ê¤a��¤8£y¤~ J�a§s·�¬_¢y¹\ÁB¤a¶W§��~§X�1£ ¾
¨l�J��ªS¤~·�¹X¢y�B��ªb��À §XÃ�§\¶Wµ��a§;¼H�J¢y¶W§\��ªS¬�¤a¦J J�1£.Î
{

ẋ = f0(x, y) (rapide)

ẏ = g0(x, y) (lente)

­ 9/PJ³
 .¦9§\�V·�§\ªf�X�B�N·�¤8£y¤~�J��ªf¤~��¤8£y¤U =�a§\ª

x(t = 0) = x0
²
y(t = 0) = y0 ¾�� ��§XªQ£Y¼U¢y¬��X£y¬�§\¬�Ã¥·�À §XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§X¢Y�~§Vµ� =¢L =¶º¸i£S¢y§·�§�ªS¹\µ� =¢L =£y¤a�J��·�§Xªf¹\�L©�§\�a�a§\ª

ε ¾ � �nÂÍ ^ J�a�J¢yªb·�§X¬�Ã_µd�JªSªS¤~¡�¤a�~¤8£y¹\ª ¾
' ¬Í¡�¤a§\�Í�B�ÍªS§V�\�B���\§\�1£S¢y§VªS¬�¢Y�a§V�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£f =¬�Ãº£y§\¶Wµ�ª@�\�J¬�¢S£yª\Î

{
ẋ = f(x, y)

£y§\¶Wµ�ª2�\ =¢L J�X£y¹i¢y¤aªQ£y¤U»1¬�§ O(1)

ẏ = εg(x, y)
£y§\¶Wµ�ª2�\ =¢L J�i£y¹X¢y¤aªQ£y¤U»1¬�§ O(1/ε)

­ 9��B³
 .¦9§\�

f = f0
§X£
g = g0/ε ¾J' �º¢y¹\ªS�B¬�£Y J�a�J¢yª ẋ = f(x, y)

§\�¥�\�J��ªS¤~·�¹i¢L J�1£Y»1¬�§
y
��§;¦B *¢y¤a§�µN =ª\Î

ẏ = 0
²�·��B���

y(t) ≡ y0
²��\§V»D¬�¤n¢L =¶W¸\��§�Ä�¢y¹\ªS�J¬N·�¢y§V��À ¹.»1¬� =£y¤a�B��D�*�� � 
#*iÎ

{
ẋ = f(x, y0)
x(t = 0) = x0

·�§�ªS�B�a¬�£y¤a�B�
[Xx0,y0(t), Yx0,y0(t) ≡ y0]

­ 9�9J³

' ¬Í¡�¤a§\�Í�B�ÍªS§V�\�B���\§\�1£S¢y§VªS¬�¢Y�a§V�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£f =¬�Ãº£y§\¶Wµ�ª@�a�B��ÁBª\Î �B�Ê·��B¤8£b J�a�J¢yªYµ�¢y§\��·�¢y§��\�B¶W¶W§;¬���¤8£y¹·�§Í£y§\¶Wµ�ª
∆t ∼ O(1/ε)

§X£º�i©� J��ÁB§X¢¥·�§Ê¦J =¢y¤~ J¡��a§�£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�a§BÎ
τ = εt

­�§X£¥·��B���
∂t = ε∂τ

³ ¾ �J§����J£y§
x̃(τ) ≡ x(t)

§X£
ỹ(τ) ≡ y(t) ¾�� ��¦D¤a§\�1£.Î

{
ε∂τ x̃ = f(x̃, ỹ)

£y§\¶Wµ�ª2�. *¢L J�X£y¹i¢y¤~ªQ£y¤~»1¬�§ O(ε)

∂τ ỹ = g(x̃, ỹ)
£y§\¶Wµ�ª2�. *¢L J�X£y¹i¢y¤~ªQ£y¤~»1¬�§ O(1)

­ 9�XB³

x̃
¦J Ê¢L =µ�¤~·�§X¶W§\�1£^ =£S£y§\¤a��·�¢y§_¬�� ¹X£L *£W JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤~»D¬�§ºµ� =¢L =¶W¹X£S¢y¹_µ� =¢

ỹ ¾ °FÀ  =µ�µ�¢y�*Ã�¤a¶º =£y¤a�J�"�\�J��ªS¤aªQ£L J�1£WÄ¤~·�§\�1£y¤8¿N§i¢
x̃
ÄÍ�X§X£s¹X£L *£� JªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§�ª\À  Jµ�µd§X�~�a§º��À>-��:����� �p+ � -�,z+ �"! # % -('a+*) '#, -�,z+ #&% *i²± J¬�ªSªS¤5�X�B���D¬�§rªS�B¬�ª��a§���J¶  J��ÁB�~ J¤aªº·�§ '�. -(,	+�!�- ¾ ' � ¢y¹\ªS�J¬�£W·��J��� f(x̃, ỹ) = 0 ¾ ¨l�B��ªS¤~·�¹X¢y�J��ªr�~§¥�. =ªr�BÐ"¤a�@Â" � =¬ ¶W�B¤a��ª^¬���§



����� �����	�5
9���

ªS�B�a¬�£y¤a�J�
µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§\¶r§\�1£^ =�\�\§\µ�£L J¡��~§
x̃ = φ(ỹ) ¾ �e�"�U �¢y§\µd�J¢S£L =�1£º·� J��ª^�|À ¹.»1¬� =£y¤a�B� µd�B¬�¢ ỹ ²F�J� �B¡�£y¤a§\�1£��À ¹\»D¬� =£y¤a�B��D5*���� 
�*iÎ

∂τ (ỹ) = g[φ(ỹ), ỹ] ≡ G(ỹ)
·�§VªS�J�~¬�£y¤a�B�

[φ(ỹ(τ)), ỹ(τ)]
­ 9 � ³

�; =�\�\�=¢L·�§\¶W§X�D£.Î ªS¤N�J�W�L©�§X¢y�L©�§f�~§f�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£e JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§f =ªSªS�D�X¤a¹� =¬�Ã^�\�J�N·�¤8£y¤a�B��ª5¤~��¤8£y¤U =�a§\ª
(x0, y0)§\�

t = 0
²J�~§Xªe�\�B��ªQ£L J�1£y§\ª5·nÀ ¤a�1£y¹\Á=¢L =£y¤a�B�º·��B�1£5·�¹\µd§\��·��~ �ªS�B�a¬�£y¤~�J�º J¬�Ãs£y§\¶Wµ�ª±�~�J��ÁJª5¦9�J�1£eÌi£S¢y§Y·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¹\§\ªµN *¢V�~ º�\�B��·�¤8£y¤a�B��·�§�¢L J�\�\�=¢L·�§X¢V�\�J�1£y¤~�D¬�§\¶W§\�1£b�a§\ª�ªS�B�a¬�£y¤a�J��ª��B¡�£y§X��¬�§\ª� =¬�ÃÊ£y§\¶Wµ�ªb�\�J¬�¢S£yª�§i£V J¬�ÃÍ£y§\¶Wµ�ª

�a�B��ÁJªs­ � -�, 0 �
+�! - 0 �(! 	S+ ,z+*�(!D³iÎ
{

ỹ(τ = 0) = limt→∞ Yx0,y0(t) = y0
x̃(τ = 0) = φ(y0) = limt→∞Xx0,y0(t)

­@XBÑB³
¨bÀ §\ªQ£Wµ�¢y¹\�\¤aªS¹\¶W§X�D£��a§_¼k J¤8£W»D¬�§

φ(y0) 6= x0
»1¬�¤l¶W�B�1£S¢y§_»1¬�§_��À  Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B� »1¬� JªS¤8Ï ªQ£L =£y¤~»1¬�§_��§_µd§\¬�£

ÌX£S¢y§�¦1¢L J¤a§�µn�J¬�¢b·�§\ªf£y§\¶Wµ�ªY =¢y¡�¤a£S¢L =¤a¢y§X¶W§\�1£b�\�J¬�¢S£yª\ÎN¤a�'§XÃ�¤aªQ£y§s¬��Í¢y¹\ÁJ¤~¶W§V£S¢L =��ªS¤8£y�B¤8¢y§s¤a��¤8£y¤~ J��²d¦9¹X¢y¤8¿d =�1£b�a§\ª
�\�B��·�¤8£y¤a�B��ªY¤a��¤8£y¤~ J�a§\ª

(x0, y0)
§X£YªS§�¢L =�\�\�J¢L·� J�1£b .¦9§\�V�~ ^ªS�B�a¬�£y¤~�J��»1¬� JªS¤8Ï ªQ£L =£y¤~»1¬�§ ¾

�FÃ�§\¶Wµ��a§\ª\Î �\§X£S£y§;·�¹\¶º =¢y�L©�§Y§XªQ£@µN *¢@§XÃ�§\¶Wµ��~§f¬�£y¤a�~¤aªS¹\§b§\�º�. *£L J�8Â�ªS§;§X�J�XÂ�¶º =£y¤~»1¬�§2µd�B¬�¢2·�¹\�X¢y¤8¢y§b�~ V¢y¹. =�X£y¤a�B�§\� �XÂ�¶_ *£y¤~»D¬�§;�~ ^µ��a¬�ªfªS¤a¶Wµ��a§BÎ
S + E ⇀↽ ES −→ P + E

­@X É ³�\§�»1¬�¤��X�B�N·�¬�¤8£bÄ^�~ ^�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§V·�§�2Í¤a�L©N =§\�a¤aªQÏ 2Í§\�1£y§X�"­�¦B�B¤8¢b J����§XÃ�§ � ²9 2Í¬�¢S¢L \Â�È=ÑBÑ9È�&|²  $V§\§\��§i¢b§i£ * ��§iÂ�·É���� X�&H³ ¾ �F�a�a§�§\ªQ£W¹\Á9 =�~§X¶W§\�1£º¬�£y¤a�~¤aªS¹\§Êµd�B¬�¢r¢y¹\ªS�B¬�·�¢y§Ê�~  ·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§¥·�À ¬�� ¶W¤a�a¤a§\¬
§iÃ��X¤a£L =¡��a§B²5·�¹\�X¢y¤8£WµN =¢�a§º¶W��·�¸\�a§º·�§º¯,¤8£#� 
;¬�ÁB©�Ï Å  JÁB¬�¶W�:U2V��  ¯,¤8£#� 
b¬�ÁB© É�� � É &  Å  JÁB¬�¶W�+*�, -/.10 É5� �9È�& ¾ �F�~�a§_ªS§ºÁJ¹\��¹i¢L J�a¤aªS§ÍÄÊ�~ ¦9§X¢yªS¤a�J�ºªSµN =£y¤a�JÏ|£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�a§;·�§Y�\§Y¶W�D·�¸\�a§J²DÄVªy .¦9�J¤8¢@¬��WªQÂ�ªQ£y¸\¶W§Y·�§f¢y¹. =�X£y¤a�B��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�_ \ÂD J�1£5¬��r£y§X¢y¶W§f·�§¢y¹. J�i£y¤~�J�r·�§5£PÂ�µd§
((

¶W¤a�~¤a§\¬s§XÃ��\¤8£L J¡��a§
))

²J»1¬�¤1§\ªQ£F¬�£y¤~�a¤aªS¹@§\�1£S¢y§@ J¬�£S¢y§Xª±µn�J¬�¢,¢y§\��·�¢y§l�\�J¶Wµ�£y§l·�§l�~ bµ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B�
·�À ¬���µd�=£y§\�1£y¤a§\�,·�À  J�i£y¤~�J�"­oÆ ��¾ �9³ ¾ �F�Ê£S¢L J��ªSµd�Bªy J�1£� =¬�ÃÍ¦J =¢y¤~ =¡��a§\ª;ªSµ� =£y¤~ J�a§\ª;�\§s»1¬�¤0¦D¤~§X�1£;·�À ÌX£S¢y§V¼� =¤a£� .¦9§\��a§b£y§\¶Wµ�ª\²9�\§X£S£y§b¶W¹X£y©���·�§Y§XªQ£2�\�J¬�¢L =¶W¶W§\�1£5¬�£y¤a�a¤aªS¹\§;§\�º©1Â�·D¢y�D·�Â��N =¶W¤~»1¬�§f§X£@§X�¥ =¹X¢y�D·�Â��N =¶W¤U»1¬�§Yµd�J¬�¢@�a§\ª
µ�¢y�J¡��a¸\¶W§\ª@·�§b�\�J¬��L©�§Xª2�a¤a¶W¤8£y§\ª\Î�Ä��U sªS¬�¢S¼� J�X§V·�À ¬��_�B¡�ªQ£L J�\�a§r­�¬���§; =¤a�~§V·nÀ  .¦�¤a�J�0²�µ� =¢@§XÃ�§\¶Wµ��a§*³i²1¤a�� =µ�µ� =¢L 21~£¬��Ê¢y¹\ÁB¤a¶W§s�a�D�\ J�a¤aªy¹B²0 JªSªS¬�¢L J�1£��~§s¢L =�\�\�=¢L·�§X�1£S¢y§��a§\ª;�\�B��·�¤8£y¤a�B��ªVÄº�~ ºªS¬�¢S¼� J�\§^·�§s��À �J¡�ªQ£L =�\�a§r§X£��~ ºªS�J�~¬�£y¤a�B�
 JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤~»D¬�§B²N¤~�D¦J *¢y¤U =�1£y§r·nÀ ¹X�i©�§\�a�a§r§X£�¦J J�~ J¡��~§r·� J��ª;�~ _¶º JªSªS§^·�¬B�N¬�¤U·�§ ¾ ¨bÀ §\ªQ£� J¬�ªSªS¤±¬���§s¶W¹X£y©��D·�§�·�§�\§X£S£y§��N *£y¬�¢y§�»D¬�§5´XÀ  J¤'·�¹X¦9§\�a�Bµ�µd¹\§B²=´P�B¤a�1£y§�Ä�¬���§� Jµ�µ�¢y�1�L©�§�µd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a¦B§B²�µd�B¬�¢Y·�¹\�X¢y¤8¢y§V�a§Xªb·�§\¬�ÃW¢y¹\ÁJ¤a¶W§\ª·�§;¢y§\�~ =Ã� *£y¤~�J��·�¬

((

µ�¤aªQ£y�B�� J·�¤~ J¡� =£y¤~»1¬�§
))

­oÆ;È ¾aÉB¾ È^§X£b =����§XÃ�§ ��³ ¾
G ��� ���$�����0��6'� 6'���^���	�0���k�U���W���'�H�\� �,�H���

°0�=¢yªy»D¬�§��\�1§iÃ�¤aªQ£y§\�1£Ê·�§X¬�Ã ·�¹\µd§\�N·� J���\§\ª\²@¤a�\¤;£y§\¶Wµd�J¢y§X�~�a§Xª\²2�|À ¬���§��a§\�1£y§B²@��À  =¬�£S¢y§�¢L Jµ�¤~·�§B²2¬���§� Jµ�µ�¢y�1�L©�§¼H¢y¬��X£y¬�§X¬�ªS§�µd�J¬�¢f J�\�X¹.·�§X¢ 'a+�� %E. , -(!�
�� *�!J,� J¬�Ã¥·�§\¬�Ãº·�¹\µd§\��·� =���\§Xª2§\ªQ£Y·nÀ ¤~�1£S¢y�D·�¬�¤8¢y§V·�§\¬�ÃW¦J =¢y¤~ J¡��~§Xª2£y§\¶rÏ
µd�J¢y§\�a�a§\ª

t0 = t
§X£
t1 = εt

²±£y§X�~�a§\ªW»1¬�§_�~ �·�¹\µd§X�N·� =���\§W¢L Jµ�¤U·�§¥ªS�B¤8£W·�¹\�i¢y¤a£y§_µN =¢r·�§\ª�£y§i¢y¶W§\ª O(1)
µN *¢

¢L Jµ�µd�J¢S£sÄÍ�~ Í¦J =¢y¤~ =¡��a§
t0
§X£��~ Ê·�¹\µd§X�N·� =���\§^�a§\�1£y§rµN *¢�·�§\ªV£y§X¢y¶W§Xª O(1)

µ� =¢V¢L Jµ�µd�J¢S£sÄÍ�~ Í¦J *¢y¤U =¡��a§
t1 ¾

' � �\�J��ªS¤~·�¸i¢y§ t0 §X£ t1 �\�B¶W¶W§¥·�§\ªr¦J =¢y¤~ J¡��a§\ª�+�!�	 
 �J*�! 	Q-(! , *�'r·��J���BÎ ∂t = ∂t0 + ε∂t1 ¾ � �@¼� =¬�£º *´Q�J¬�£y§X¢
Y[Z�
�\�� ^:d3h�k�q,ef^Em[e~a4]2]_sft�n�^!��n�x_sfefsf]2lEb$a4` ^Rc�^[d3b�ef^:b�h!n�` k�l,m,`2sf`j^Te}o a4mRx_s ��s x2l:k�^,]�m,^,efefn�ef^,] m[a4`2k�s~a4t�n�^,]�h!n�k�^[] g�^,n�`jh!g�^,] �] o l,m,`jsfxE]_h!n�]�
�h!`jd3^T`jl,k�n�s x_^�� {

du/dt = 3u − u3 − v
dv/dt = ε(v − ∆)

∆ ^,]jx n�gwb$a4`_a4d3qRx2`2^!�/sfg�
�l[`jsf^,n�`�� Y k$a4g�] ef^�`jl��!sfd3^�k�^ (( d3sfefs ^[nW^Rc�m,s xPa4i�ef^ )) ��n�g�`jl��!sfd3^�h!��sfe�g>o �wa�t�n>o n�gw]_^,n�e�b�h!sfg/x
� c�^!��]jxPa4i�ef^ � \ ε ^,]jx�n�g�b�^Rx_s x�b$a4`_a4d3qRx2`2^Tt�n�s-`2^��$qRx2^ue~aWk�s �pl,`j^,g�m,^uk�^,] x_^,d3b�]�m[a4`2a4m,x2l[`2sf]jx_sft�n�^[] τu ^,x τv = τu/ε k�^[]lR�/h!efn�x_sfh!g�]�k�^ u ^,x:k�^ v

\ � a;�4a4`2s~a4i�ef^ u ��ef^ub�h4x2^,g�x2sf^,e k�^ue~a;d3^,dwi�`2a4g�^Tk�n|g�^,n�`2h!g�^6�ElR�/h!efn�^u`_a4b�sfk�^,d3^[g/xE�/^[`j]:n�glRxPa6x:k>o l,t�n�sfefsfi�`2^vsfg�]jxPa4g/xPa4g�lWm,h!g�x2`��!eflub$a4`Ee~a;�4a4`2s~a4i�ef^vef^,g�x2^ v ��`j^[efsfl,^��we~a;b�^,`jd3l a4i�sfe~s x2lvk�^ve~a;d3^,dwi�`2a4g�^ ����h!g|k�s xt�n�^ u ^,]2x�^,]_m,e~a,�/^vk�^,]��!a4`js~a6x_sfh!g�]Ek�^ v
\ � ^T] ��]jx_q,d3^:�!a;]2n�s ��`2^Tef^,]�k�^[n�c�i�`2a4g�mPr�^,]:]2x_a4i�ef^,]�k�^Te~aWm,h!n�`ji-^ du/dt = 0� � n�`j`_a � Z����!Z6� � z ^,^[g�^,`:^Rx���g�^ ��k Y[�!�!�6�0\
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¬���§^�\�B��·�¤8£y¤a�B�Ç·�§r�X�B©�¹i¢y§\���X§�­| =���D¬��U *£y¤a�B�Ç·�§\ª�£y§X¢y¶W§XªVªS¹X�\¬��~ J¤8¢y§Xª8U2V��=³;µd�B¬�¢��a§\¦B§X¢���À ¤a��·�¹X£y§i¢y¶W¤~�� =£y¤a�B��¤a��Ï
£S¢y�D·�¬�¤a£y§fµN *¢l�\§i£S£y§b·��J¬�¡��~§Y·�¹\µd§\�N·� J���\§2£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�~§ ¾ ¨bÀ §\ªQ£@¬���§f¶W¹i£y©��D·�§@£oÂ�µ�¤~»1¬�§\¶r§\�1£F§\¶Wµ��~�.Â9¹\§Y·� J��ª5�a§�. Jªf·nÀ ¬���§b¶W�D·�¬��~ =£y¤a�B�_�a§\�1£y§�·�§;��À  J¶Wµ��a¤a£y¬�·�§;·�À �BªS�X¤~�a�~ =£y¤a�B��ªY·�§;©� J¬�£y§b¼H¢y¹\»D¬�§\���X§^­oÆbÈ ¾aÉB¾aÉ ³i²N·� =��ª2·�§Xª2µ�¢y�JÏ�\¹.·�¬�¢y§\ªl·�À ©��J¶W�BÁB¹X��¹\¤aªy =£y¤a�J�¥�J¬¥·� J��ªl�~ s·�¹i¢y¤~¦J *£y¤~�J�¥·nÀ ¹.»1¬N =£y¤a�B��ªl�\¤a��¹i£y¤~»D¬�§\ª  ®F¤U =ªS§\��"D¤ É���� 93& ¾ �b¬Wµ�¢y§X¶W¤~§i¢ J¡d�J¢L·r£y§X�i©���¤~»1¬�§J²9¦9�B¤8¢y§b¹i£S¢L J��ÁB§B²D§X�a�~§bª\À  .¦9¸X¢y§b§XÃD£S¢yÌ\¶W§X¶W§\�1£e§iËW�. J�X§B²�·��J���N =�1£lªS¤a¶�¬��8£L J��¹\¶W§\�1£5 J�\�X¸\ª2 =¬�Ã·�¤ 3n¹X¢y§X�D£y§Xªb¹\�L©�§X�~�a§Xªr­|·�§V£y§\¶Wµ�ªY�J¬�·�À §\ªSµN =�\§*³Y·�¬Êµ�¢y�J¡��a¸\¶W§ ¾ �B§s¦J =¤~ªbµ�¢y¹\ªS§\�1£y§X¢bµ��a¬�ªY§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£Y�\§X£S£y§¶W¹X£y©��D·�§bªS¬�¢f¬��¥§XÃ�§\¶Wµ��a§b£S¢y¤a¦D¤~ J��¶º =¤aªf·�¹X¶W�B��ªQ£S¢L *£y¤8¼P²��. =¢f�B�¥µd§\¬�£@Â_�\�J�1£S¢��B�a§X¢Y�~ ^»1¬N =�~¤8£y¹V·�§\ª2¶W¹X£y©��D·�§\ªµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§Xªf§X¶ºµ��a�.Â1¹\§\ª\Î��U �¢y¹\ªS�J�a¬�£y¤a�B�Êµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§V·�§

ẋ = a(1 + ε)x ¾
2Í¹X£y©���·�§V�\�~ JªSªS¤~»1¬�§JÎ �B�^�L©�§X¢y�L©�§@�~ bªS�B�a¬�£y¤a�B�^ªS�B¬�ªF�~ b¼H�J¢y¶W§

x(t) = x0(t)+εx1(t)+O(ε2)
²J§X�r·�¹\¦9§\�a�Jµ�µN =�1£

��À ¹\»D¬� =£y¤a�B� ·�¤ 3n¹X¢y§X�1£y¤~§X�~�a§Ê§X£W§\� ¤~·�§\�1£y¤8¿N J�1£r£y§i¢y¶º§¥Ä�£y§i¢y¶W§ ¾  ��À �J¢L·�¢y§�ÑD²e�|À ¹.»1¬� =£y¤a�B�
ª\À ¹X�X¢y¤8£ ẋ0 = ax0§X£ÊªS§�¢y¹\ªS�J¬�£Ê§\�
x0(t) = c0e

at ¾  ��À �J¢L·D¢y§ É ²2�|À ¹.»1¬� =£y¤a�B� ª\À ¹\�X¢y¤8£ ẋ1 − ax1 = x0(t)
²f J¬�£S¢y§\¶W§\�1£Í·�¤a£

ẋ1−ax1 = c0e
at Î9�B�W¦B�B¤8£5�UÄV Jµ�µN =¢L �1~£S¢y§b¬��^£y§X¢y¶W§2ªS¹\�\¬��~ J¤8¢y§B²D�a¤a¹b J¬^¼� J¤8£@»D¬�§2�~§fªS§\�\�J�N·r¶W§\¶�¡�¢y§ x0(t)

§\ªQ£
ªS�B�a¬�£y¤a�J�Ç·�§^��À ¹.»1¬N =£y¤a�J� ©��J¶W�BÁB¸X��§ ¾ �e���L©�§i¢y�i©� J�1£V�~ ¥ªS�B�a¬�£y¤~�J� ªS�B¬�ª��~ _¼H�J¢y¶W§ x1(t) = c1(t)e

at ²�¤~�F¦D¤a§\�1£
ċ1 = c0

·�À �BÐ
x1(t) = c01e

at + c0te
at ¾ ' �W =¢S¢y¤a¦9§b =¤~��ªS¤dÄV¬��º·�¹\¦9§\�a�Bµ�µd§\¶W§\�1£5·�§f�U VªS�J�a¬�£y¤a�B�ºªS�B¬�ªl�~ �¼k�=¢y¶W§BÎ

x(t) = c eat (1 + εt+ ε2t2/2 + . . .)
­@XBÈB³

� �,�0À §\ªQ£Vµ� Jª�¬���¤8¼k�=¢y¶W¹\¶W§\�1£b�\�B�D¦9§i¢yÁB§\�1£.Înµd�J¬�¢ t = O(1/ε)
²n�a§\ª;£y§X¢y¶W§\ª;ªS�J�D£;£y�B¬�ªV·�¬�¶WÌ\¶W§��=¢L·�¢y§�§X£V�a§·�¹X¦9§\�a�Bµ�µd§\¶W§\�1£���À  _µ��a¬�ªV J¬��X¬���ªS§\��ª ¾ ¨l§X£S£y§W =µ�µ�¢y�1�L©�§^��§r·��J����§r·��B���^¬���§^§XªQ£y¤a¶_ *£y¤a�B�Ç·�§^�U ¥ªS�J�~¬�£y¤a�B�»1¬0À  J¬�Ãº£y§\¶Wµ�ª2�\�J¬�¢S£yª

t¿ 1/ε ¾
2Í¹X£y©���·�§V¶^¬��8£y¤aÏ ¹\�L©�§\�a�~§JÎ �\�J¶W¶W§r¤a��·�¤~»1¬�¹W·� =��ª��~ Êµ�¢y¹XªS§\�1£L =£y¤a�B�ÇÁB¹X��¹X¢L =�~§J²±�J�Ç¤a�D£S¢y�D·�¬�¤8£�·�§X¬�Ã�¦J =¢y¤~ J¡��~§Xª
£y§\¶Wµd�J¢y§X�~�a§\ª\Î

t0 = t
§X£
t1 = εt

²,�\�J��ªS¤~·�¹i¢y¹\§\ª^�X�B¶W¶W§W·�§\ªs¦J =¢y¤~ J¡��a§\ª^¤a��·�¹\µd§\��·� =�1£y§\ª ¾ ' �Ç�i©�§X¢y�L©�§_ =¤a��ªS¤¬���§_ªS�J�~¬�£y¤a�B�
·�§_�~ �¼H�J¢y¶W§BÎ
x(t) ≡ x0(t0, t1, . . .) + εx1(t0, t1, . . .) + O(ε2) ¾ °FÀ ¹\»D¬� =£y¤a�B� ·nÀ ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J�
Ä��À �=¢L·�¢y§�Ñ ª\À ¹\�X¢y¤8£

∂t0x0 = ax0
§X£_ªS§Ê¢y¹\ªS�J¬�£_§\�

x0(t0, t − 1, . . .) = c0(t1, . . .)e
at0 ¾  ��À �J¢L·D¢y§ É ²l§X�a�~§ª\À ¹\�X¢y¤8£

∂t0x1 + ∂t1x0 = x0 + ax1
²��BÀ §\ªQ£SÏoÄ=Ïo·�¤8¢y§

(∂t0 − a)x1 = eat0(ac0 − ∂t1c0) ¾ ' �_¦9�B¤8£f¤a�\¤0 =µ�µ� =¢L 21~£S¢y§�~  �\�J�N·�¤a£y¤a�J� ·�§��\�J©�¹X¢y§X���\§�¶W§\�1£y¤a�B����¹\§��\¤8ÏP·�§\ªSªS¬�ª5��*�. .1* 0 �"���#*�' � �(! 	�� 
�,	+ , *�� .RQ -��:�E-(�}+ ,z+ �(! 	�* , *�� � *�'
' 
 0 %E. -S+�� *�'L²��\§�»1¬�¤�§XªQ£Yµ�¢y¹\�X¤~ªS¹X¶W§\�1£f�a§�¼k�B��·�§\¶W§X�1£Y·�§��\§X£S£y§V¶W¹i£y©��D·�§ ¾J' �Í¤a¶Wµd�BªS§V J¤a��ªS¤ ac0 − ∂t1c0 = 0

²
�\§;»1¬�¤N�a¸\¦B§b�|À  *¢y¡�¤8£S¢L J¤8¢y§�µ�¢y�*¦B§\�N =�1£2·�§b��À ¤a�D£S¢y�D·�¬��X£y¤a�J�Í·nÀ ¬���§YªS§\�\�J�N·�§;¦J =¢y¤~ =¡��a§b£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�~§Y¤~��·�¹\µd§X�N·� =�1£y§B²
§X£��\�B��·�¬�¤a£VÄº��À §XÃ�µ�¢y§\ªSªS¤a�B�

c0 = ceat1 ¾ °FÀ ¹.»1¬N =£y¤a�J� (∂t0 − a)x1
·�§\¦D¤~§X�1£�¤a�\¤±¤~�D¬�£y¤~�a§¥­�¶º J¤aª;§\��ÁJ¹\��¹i¢L J��²�¤~�¢y§\ªQ£y§�Ä^�\§���¤a¦9§. =¬Í¬���§�¹.»1¬N =£y¤a�J�Ê���B�¥£S¢y¤a¦D¤~ J�a§�µd�J¬�¢

x1
³ ¾ ' �Í�B¡�£y¤a§\�1£b =¤~��ªS¤'·�¤8¢y§\�i£y§\¶W§\�1£f�~ ^ªS�B�a¬�£y¤~�J�;U2V��9Î

x(t) = c eat1 eat0 = c ea(1+ε)t ­@X/�B³
¨l�B¶W¶W§s·� =��ª;�~ ºµ��a¬�µ� =¢S£�·�§\ª;¶W¹i£y©��D·�§Xªbµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§\ªbªS¤a��ÁJ¬��a¤a¸X¢y§\ª�U2V��1²d�~ ¥·�¤8ËW�\¬��a£y¹s¦�¤a§\�1£b£oÂ�µ�¤~»D¬�§\¶W§X�1£
·�§f��À §XÃ�¤aªQ£y§\���X§;·�§Y·�§\¬�Ã^�a¤a¶W¤8£y§\ª\²9�U V�a¤a¶W¤8£y§

ε→ 0
§X£l�~ V�a¤a¶W¤8£y§

t→ ∞ »D¬�¤���§fµd§\¬�¦9§\�1£eÌi£S¢y§Y¤a�1£y§X¢y¦9§i¢S£y¤~§Xª ¾ °�§�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£
limε→0 limt→∞

�B¡�ªS§X¢y¦9¹2��§2�\�(6|���\¤~·�§2µ� Jª5 .¦9§X�f��À �J¢L·D¢y§bÑ
limt→∞ limε→0 ¾ � ��ª\À  JÁJ¤a£l¤a�\¤�·�§�~ V�a¤a¶W¤8£y§Y·�§

yε(t) = xε(t)e
−at Î9�J�º  limt→∞ limε→0+ yε(t) = c

 =�a�J¢yª@»1¬�§
limε→0+ limt→∞ yε(t) = ∞ ¾°eÀ ¤a¶Wµd�J¢S£L J���\§2�\�B���X¢y¸X£y§Y·�§2�\§\ª5µ�¢y�B¡��~¸X¶W§\ªe¤a¶Wµ��~¤~»1¬N =�1£5·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ªe�a¤a¶W¤8£y§\ª5»D¬�¤���§f�\�J¶W¶^¬�£y§\�1£±µN =ªb­

((

���B��Ï
¤a�1£y§X¢y¦9§X¢yªS¤a�J��·�§\ªf�a¤~¶W¤8£y§\ª

))

³i²��a§\¬�¢Y�J¢y¤aÁB¤a��§s§X£Y�a§\¬�¢yªY�\�J��ªS¹.»1¬�§\���\§XªY�J¡�ªS§X¢y¦J =¡��a§\ªYªS�B�1£b·�¤aªS�\¬�£y¹\§\ªb·� J��ª ukv	��x Ä
µN *¢S£y¤a¢F·�À ¬��s§XÃ�§\¶Wµ��~§e�\¤8£y¹@µ� =¢F¯�§XÂ���¶º J�V§X£F·��J�1£±���B¬�ª,µ�¢y�Bµd�BªS�J��ª±¬���£S¢L J¤8£y§\¶W§\�1£,¶º *£y©�¹\¶º *£y¤U»1¬�§e�X�B¶Wµ��a§X£ ¾
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�^,r Y[��� 
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u ��x ¾°eÀ ¤~·�¹X§¥»D¬�§V´P§_¦J J¤aª^ J¤a��ªS¤2 =¢yÁJ¬�¶W§\�1£y§X¢s§X£�¶W§X£S£S¢y§W§\� �V¬�¦1¢y§º·� J��ªs�\§X£S£y§_ J����§XÃ�§º§\ªQ£^»1¬�§W�U �·�Â��N =¶W¤U»1¬�§·��J¤a£Y§\�a�a§XÏ ¶WÌ\¶W§b¼� =¤a¢y§�¹\¶W§X¢yÁJ§X¢Y�\§XªYÁJ¢L =�N·�§\¬�¢yª\²N·�§�¼k �(\�J��Ä^�\§�»1¬0À §\�a�a§\ªYªS�B¤a§\�1£f£y�B¬�£YÄ^�U �¼k�J¤aªb�N *£y¬�¢y§\�a�a§\ªY§X£
ªS¤aÁB��¤8¿��. =£y¤a¦9§Xª^·�¬�µn�J¤a�1£�·�§W¦D¬�§W·�¬ ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§B²0¶º =¤aª�¹\Á9 =�~§X¶W§\�1£� J�\�X§\ªSªS¤a¡��a§\ª^§X£sµd§i¢S£y¤~��§\�1£y§\ª�µd�B¬�¢�·�¹\�X¢y¤8¢y§�a§\ªs�\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§\�1£yª � �&'�*�� ,�
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ªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»1¬�§ � .RQ 
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P (β)([s])
·�§Xª,�\�B��¿NÁB¬�¢L =£y¤a�B��ª±¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§Xª

[s]
ÄY�~ Y£y§X¶Wµd¹X¢L =£y¬�¢y§5¤a�D¦9§i¢yªS§

β = 1/kT ¾/7 �ÍµN *¢L J¶W¸X£S¢y§�·nÀ �J¢L·�¢y§V§\ªQ£; J�a�J¢yªb¬���§�¼k�J���X£y¤a�J��·nÀ ¹X£L =£ m([s]) 0 ���S+�'a+ *s·�§�¼� �(X�B��Ä^¢y§��N¹i£y§X¢;·�§¼� �(\�B� ªS¤aÁJ��¤8¿N�. *£y¤a¦9§º�a§\ªsµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª��\�B�a�a§\�X£y¤a¦9§Xª^·�¬ ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§J²0§X£sµ��~¬�ª�µN *¢S£y¤~�X¬��a¤a¸X¢y§\¶W§\�1£sªS§Xªs�L©N J��ÁB§\¶W§X�D£yª
»1¬N J�a¤8£L =£y¤8¼HªÊ­��a§\ª�£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J��ªW·�§_µ�©� JªS§.³s�a�J¢yªy»1¬�À �J�"¼k J¤8£W¦J *¢y¤~§i¢r¬�� µ� =¢L =¶W¸X£S¢y§¥·�§_�\�B�1£S¢��J�a§B²±£S¢y¸\ª^ªS�J¬�¦9§X�1£�~ _£y§\¶Wµd¹X¢L *£y¬�¢y§ ¾ ®± =¢�§XÃ�§\¶Wµ��~§J²�·� =��ª��a§r�. =ª� J¡d�J¢L·�¹W =¬ Æ^È ¾ � ¾ ÈÍ·�§^¶º =�X¢y�B¶W�J�~¹X�\¬��a§\ª�¤~ªS�J�a¹\§\ª\² m ªS§i¢L ¥¬��µN *¢L J¶W¸X£S¢y§l�\�J��¼H�J¢y¶º =£y¤a�B����§X��ªS¤~¶Wµ��a§B²=µN *¢F§XÃ�§\¶Wµ��a§5�a§@¢L \Â9�B�^·�§lÁB¤8¢L =£y¤a�B� ¾ ¨l©N J»1¬�§l¦B =�a§\¬�¢ m ·�¬�µ� =¢L =¶W¸X£S¢y§·�À �J¢L·D¢y§b·�¹X¿N��¤a£e¬�� � - 0 ��� 
�, -�,�²�+ 0 *�0B¬��W§\��ªS§\¶�¡��a§Y·�§f�\�J��¿�ÁB¬�¢L =£y¤a�B��ª [s] ((

¤a��·�¤aªS�\§X¢y�� J¡��a§\ª
))

·�¬rµn�J¤a�1£@·�§Y¦D¬�§
·�§��\§^µN =¢L =¶W¸X£S¢y§^·�À �J¢L·D¢y§ ¾ °' ¥·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B� P β(m)

ª\À �B¡�£y¤~§X�1£�µN *¢V¤~�1£y¹XÁJ¢L =£y¤a�B� Ä_�|À ¤a�1£y¹X¢y¤a§\¬�¢�·�§\ª;¢y¹\ÁB¤a�J��ª
·�§r��À §\ªSµ� J�\§_·�§rµ�©� JªS§W JªSªS�1�\¤a¹\§\ª�U_V��_ =¬�Ã�·�¤ 3n¹i¢y§\�1£y§\ª�¦J =�~§X¬�¢yªs·�§

m ¾ °' Í·�¤8ËW�\¬��8£y¹WªS§rªS¤a£y¬�§º =¤~��ªS¤l·� =��ªV�a§�L©��B¤8Ã¥·�§��~ �¼k�B���X£y¤a�B��·nÀ ¹X£L =£
m([s])

�B¬�²�·�§;¼k �(\�J��¹.»1¬�¤~¦J =�a§\�1£y§B²�·� J��ª2�a§ 0 ���S+ � 	CQ % !F* �E-(��,z+ ,z+ �(!��J*���,z+�!F*�!J, *
	�* .RQ *�' �E- 0 *�	Q* ��� -"'5*i²@�X�B��·�¬�¤aªy =�1£¥Ä ¬���§Í¼k�J¢y¶W§�·�§

P (β)(m)
Ä �~ �¼k�J¤~ª_§XÃ�µ��a�J¤a£L =¡��a§�§i£_µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§\¶r§\�1£ªS¤aÁB��¤8¿��. =£y¤a¦9§ ¾ �Y¬"��¤a¦B§. J¬ ·�§¥�~ �·�§XªS�X¢y¤aµ�£y¤a�B�"£y©�§X¢y¶W�D·�Â��� J¶r¤U»1¬�§B²'�a§¥µN *¢L J¶W¸X£S¢y§¥·nÀ �=¢L·�¢y§¥�X�J¢S¢y§\ªSµd�J�N·� =�1£ªS§X¢L "­��\�J¶W¶W§ºµd�J¬�¢�£y�B¬�£y§\ª^�a§\ªr J¬�£S¢y§\ª^�J¡�ªS§X¢y¦J =¡��a§\ªL³s�~ �¶W�.Â1§\����§WªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»D¬�§Í·�§

m
²±µ�¢y¤aªS§¥µN *¢^¢L =µ�µd�J¢S£

Ä��~ �·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B� ·�§ �l�B�8£#�\¶º J���
P (β)(m) ¾ ¨5§X£S£y§Í¤~·�§\�1£y¤8¿N�. *£y¤~�J� �0À  ��\§\µd§X�N·� =�1£W·�§¥ªS§X��ªr»D¬�§¥·� =��ª^�~ �a¤~¶W¤8£y§�£y©�§X¢y¶W�D·�Â��� J¶r¤U»1¬�§B²�§X£5´XÀ  J¤±¶W�B�1£S¢y¹� J¬ Æ�È ¾ � ¾ ÈW£y�J¬�£;��À ¤a�1£y¹X¢yÌX£��Bµd¹X¢L *£y�B¤8¢y§r·�§�¢y§\ªQ£y§X¢� J¬���¤a¦B§. J¬�·�¬µN *¢L J¶W¸X£S¢y§V·nÀ �=¢L·�¢y§

m([s])
§X£b·�§V�~ r·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�

P (β)(m)
µd�B¬�¢Y¬��ÍªQÂ�ªQ£y¸\¶W§�·�§;£L J¤a�a�a§V¿N��¤a§ ¾
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n
¦B =�a§\¬�¢yªYµ�¢y�Bµ�¢y§\ª

λ1
² ¾\¾\¾ ² λn

£S¢y¸\ª
µ�¢y�1�L©�§Xªf·�§ É ²� =¬�£S¢y§\¶W§X�1£@·�¤8£ n ¶W�D·�§Xªl�~§X�1£yª ¾ �B§;¦J J¤aª2·��J����§X¢@¤a�\¤nµ��a¬�ª2·�§�·�¹X£L J¤a�aª2ªS¬�¢2�a§\ª2�X�B¶Wµd�J¢S£y§\¶W§X�1£yª¶W¹X£L JªQ£L =¡��a§\ª' =ªSªS�D�X¤a¹\ªFÄ@�\§X£S£y§5»1¬� JªS¤8Ïo·�¹\ÁJ¹\��¹i¢y§\ªS�\§\���\§ ¾ �B§e¶W�B�1£S¢y§F·� J��ª��~ Y·�§X¢y��¤~¸i¢y§eµN *¢S£y¤~§e·�§F�\§eµ� =¢L JÁ=¢L Jµ�©�§¬���§Yµ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹;·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§b�a�1�. =��·�§\ªl¹\»D¬� =£y¤a�B��ªl¶º 21~£S¢y§\ªSªS§\ª@©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§Xª@¦B¹X¢y¤8¿d J�1£l�~ ��\�B��·�¤8£y¤a�B�¥·�§Y¡�¤a�~ J�·�¹i£L J¤a�~�a¹J²'Ä_ªy .¦9�J¤a¢V��À ¹X£L J¡��~¤aªSªS§\¶W§\�1£Vµ�¢y�JÁJ¢y§\ªSªS¤8¼2·�§��~ Í·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�J� ·nÀ ¹.»1¬�¤a�a¤~¡�¢y§BÎn�\§\�a�a§XÏ �\¤e·�¹\�X¢y¤8£V�a�1�. =�~§X¶W§\�1£
�a§\ª;µd�J¤~·�ªY¢y§\�~ =£y¤8¼Hª�§\�1£S¢y§s·�§Xªb�\�J��¿NÁJ¬�¢L *£y¤~�J��ª;·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§Xª\²nÄr��À ¤a�1£y¹X¢y¤a§\¬�¢V·�§V¢y¹\ÁB¤a�B��ª�·�À  J¬�£L J�1£bµ��a¬�ªbÁ=¢L J�N·�§\ª
»1¬�§2�~ V·�¬�¢y¹\§f·�§2�~ �¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B�ºµ�¢y¹. =�U =¡��a§Y§\ªQ£5ÁJ¢L =�N·�§ ¾ ¨l§2¢y¹\ªS¬��a£L *£0´P�B¬�§Y·�§f�\§2¼k J¤8£l¬���¢��B�a§Y¤a¶Wµd�=¢S£L J�1£5·� J��ª��À ¹i£y¬N·�§^·�§Xª;µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª�·�§�¶W¹i£L JªQ£L J¡�¤a�~¤8£y¹�§X£�·�§s¦D¤a§\¤a�~�a¤aªSªS§\¶W§\�1£V·�§sªQÂ�ªQ£y¸\¶W§Xªbµ�¢y¹\ªS§\�1£L =�1£;¬���§s·�Â��N =¶W¤U»1¬�§
·�§;¢y§\�~ =Ã� *£y¤~�J���a§\�1£y§ ¾
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x, y
�a§\ªV�\�J��¿�ÁB¬�¢L *£y¤a�B��ª\²
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R
�~ �¶º =£S¢y¤a�\§_·�§W£S¢L J��ªS¤a£y¤a�B�Ç¢y¹\ÁB¤aªSªy J�1£r��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B� ­�¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B� ���B� �a¤a��¹\ J¤8¢y§¥§X£^ªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤~»D¬�§

·�§Xªs�X�B��¿�ÁB¬�¢L =£y¤a�B��ª\²,¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B� �a¤~��¹. J¤8¢y§º§X£�·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§W·�§Xªs·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�J��ªs·�§rµ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹*³ ¾ ��À ¬�£y¤~�a¤aªS§X¢L J¤��À ¹X�X¢y¤8£y¬�¢y§�¶º *£S¢y¤~�X¤~§X�a�~§W­����J£y§i¢Y��À ¤~�D¦B§X¢yªS¤a�B��·�§���À �=¢L·�¢y§�·� J��ªf�a§.»1¬�§X�' =µ�µ� =¢L J¤aªSªS§\�1£b�a§\ªf¹X£L =£yª
x
§X£
y
³iÎ

R(y → x) ≡ Rxy |p(t)〉 = R|p(t− 1)〉 = Rt|p(0)〉 ­@X � ³®± =¢,�\�J��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�B��²
R
µd�JªSªS¸.·�§l =¬�¶W�B¤a��ª0¬���§F¦B =�a§\¬�¢'µ�¢y�Jµ�¢y§ É ²*·�§e¦B§\�X£y§\¬�¢'µ�¢y�Jµ�¢y§ q0 ª\À ¤~�1£y§i¢yµ�¢y¹X£L =�1£,�\�J¶º¶W§¬���¹X£L *£ U2V���ªQ£L *£y¤~�J���� J¤8¢y§ ¾ �J§�¶W§sµ��~ J�\§X¢L =¤F¬���¤~»1¬�§\¶r§\�1£b·� =��ªb�a§��. Jª;�BÐ R §XªQ£�¤8¢S¢y¹.·�¬��X£y¤a¡��a§B²�+ 0 *�0N�JÐ�µd�J¬�¢£y�B¬�£2�\�J¬�µ��a§
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y
·�§;µd�J¤~�1£yª2·�§;��À §\ªSµN =�\§�·�§;µ�©� JªS§B²D¤~�n§iÃ�¤aªQ£y§

n ≥ 0
£y§\��»1¬�§

Rn
xy > 0 ¾ ¨l§i£S£y§�©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§b��§¢y§\ªQ£S¢y§\¤a�1£fµ� Jª2�~ �ÁB¹\��¹X¢L J�a¤8£y¹BÎ�¤a�n§\ªQ£2£y�B¬=´Q�J¬�¢yª2µd�BªSªS¤a¡��a§�·�§;ªS§;¢L J¶W§\��§X¢fÄs¬���§;ªS�B¬�ªQÏo¶º *£S¢y¤a�\§;¤a¢S¢y¹\·�¬��i£y¤~¡��a§B²��X§

»1¬�¤n�\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·ÊÄs¢y§\ªQ£S¢y§\¤a��·�¢y§V��À §\ªSµ� J�\§s·�§�µ�©� JªS§VÄ^¬���§b¢y¹\ÁB¤a�J�Ê¤~�D¦J *¢y¤U =�1£y§ ¾ °' ��. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªy =£y¤a�B��ªSµd§\�X£S¢L =�~§·�§���À ¤a¢S¢y¹\·�¬��X£y¤a¡�¤a�a¤a£y¹�§\ªQ£Y��À ¬���¤a�\¤8£y¹s·�§V�~ ^¦J J�a§\¬�¢Yµ�¢y�Bµ�¢y§ É ����À ¹i£L =£bªQ£L *£y¤~�J���� J¤8¢y§ q0  r J�a�=¢yª;·�§\ªf�\�J¶Wµd�Bªy J�1£y§Xª£y�B¬�£y§\ª�ªQ£S¢y¤a�X£y§\¶W§\�1£�µd�JªS¤a£y¤a¦9§Xª\Î
q0(x) > 0 ¾nÅ �J¬�ª�ªS¬�µ�µd�JªS§X¢y�B��ª�·�§^µ��a¬�ªV»1¬0À ¤a�±�0À Â� _µN =ª�·nÀ  J¬�£S¢y§XªV¦J =�~§X¬�¢yªµ�¢y�Jµ�¢y§\ªbªS¬�¢;�a§s�\§X¢y�X�~§�¬���¤8£y¹BÎ |λi| < 1

µd�B¬�¢b£y�B¬�£
i ≥ 1

­��\§�»1¬�¤0�\�J¢S¢y§XªSµd�B�N·�ÄW¬����. =¢L =�X£y¸X¢y§�¶W¹\�~ J��ÁB§. =�1£·�§��~ r·�Â��N =¶W¤U»1¬�§� 2Í J��"9§XÂ É���� È3&H³��N�a§\ªY¦J J�a§\¬�¢yªfµ�¢y�Jµ�¢y§\ªfªS§X¢y�J�1£f¢L J��ÁJ¹\§\ªYµ� =¢Y¶W�D·�¬��a§\ªf·�¹X�X¢y�B¤aªSªy J�1£yª ¾
7 ��§Y¹X£L =µd§;µ�¢y¹\�a¤a¶W¤~�� J¤8¢y§Y£S¢y¸\ªl¼U¢y¬��X£y¬�§\¬�ªS§b§XªQ£2�~ �·�¹\�\�J¶Wµn�JªS¤8£y¤~�J�_ªSµd§\�X£S¢L =�~§�·�§b��À �Bµd¹X¢L =£y§X¬�¢ R ­����B¬�ªl��§�\�B��ªS¤~·�¹X¢y§i¢y�B��ª�»D¬�§r·�§\ªVªS¤8£y¬� =£y¤a�B��ª��BÐ�¬���§s£y§\�a�a§º·�¹\�\�J¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B��§XÃ�¤~ªQ£y§.³b¼� =¤aªy J�1£s¤a�1£y§X¢y¦9§X��¤8¢VªS§\ªV¦9§\�X£y§X¬�¢yª

Y[Z!��\�� ^Wx_^,`jd3^ (( lRx_a6x )) ^,]jxusfm,s ��m,h!d3b�`j^,g�k�`j^3k�a!g�]vef^w]2^,g�]vt�n�s efn�s ^,]jxWa6xjx2`2sfi�n�l3^,g&d3l,m[a4g�sft�n�^w]jxPa6x2sf]2x2sft�n�^�^Rxu^,gx_r�^[`jd3h�k ��g$a4d3sft�n�^/��sfe$k�l,]_s �!g�^[`2aWg�h!g�b$a4]�n�g�^�m,h!g � �!n�`_a6x_sfh!g x ∈ X d�a4sf]Cn�g�^�k�sf]jx_`jsfi�n�x2sfh!g�k�^�b�`jh!i$a4i�sfefs x2l�]_n�` X \
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µ�¢y�Jµ�¢y§\ªYÄ^·�¢y�B¤8£y§
(|qi〉i)i

§i£Y�a§\ªY¦9§X�X£y§\¬�¢yªfµ�¢y�Bµ�¢y§XªbÄ�Á9 J¬��L©�§
(〈Ai|)i

 JªSªS�1�\¤a¹\ª\Î
R = |q0〉〈A0| +

∑

i≥1

λi|qi〉〈Ai| donc Rt = |q0〉〈A0| +
∑

i≥1

λt
i|qi〉〈Ai|

­@XQPJ³

7 ��§V·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�Ê·�§�µ�¢y�B¡� J¡�¤~�a¤8£y¹Vª\À ¹X�X¢y¤8¢L �Î
|p〉 = |q0〉 +

∑

i≥1

ci|qi〉 donc Rt|p〉 ≡ |p(t)〉 = |q0〉 +
∑

i≥1

λt
ici|qi〉

­@X��9³

°' r�\�B¶Wµd�Jªy J�1£y§
ci(t) = λt

ici(0)
ªS¬�¢;�a§s¦9§X�X£y§\¬�¢bµ�¢y�Jµ�¢y§ |qi〉

·�§��~ º·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B� |p(t)〉 £y§\�N·Ê·��J����¦9§i¢yª;ÑD²§XÃ�µd�B��§\�1£y¤a§\�a�~§X¶W§\�1£f¦D¤8£y§B²�§\�
e−t/τi

²N .¦9§X�BÎ

|λi| ≡ e−1/τi soit τi =
1

− log |λi|
(i ≥ 1, |λi| < 1)

­@X�9B³

' ��µd§\¬�£�·��B���� JªSªS�1�\¤a§X¢�ÄW�L©N J»D¬�§�¦9§\�i£y§\¬�¢bµ�¢y�Jµ�¢y§ |qi〉
¬��Ê£y§\¶Wµ�ªf�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§

τi
²n .¦9§\�

τi ≥ τi+1
�N�a§

£y§\¶Wµ�ªe�\ =¢L J�i£y¹X¢y¤aªQ£y¤U»1¬�§;�a§bµ��a¬�ª5�a�B��Ás§\ªQ£
τ1 ¾ °�§f¼k�J¢y¶º =�a¤~ªS¶W§b·�§Y�|À ¹\»D¬� =£y¤a�B�º¶º 21~£S¢y§\ªSªS§b Jµ�µ� =¢L �1U£2 =¤a��ªS¤d�� =£y¬�Ï¢y§\�a�a§\¶W§\�1£V B·� =µ�£y¹^Ä_��À §iÃ�£S¢L =�X£y¤a�B� ·�À ¬���§^·�Â��N =¶W¤~»D¬�§V¢y¹.·�¬�¤8£y§^¶º =�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§J²�µ�¬�¤aªy»1¬0À �B��µn§X¬�£V·�À §\¶�¡��a¹\§­| J¬¥¶W�B¤a��ª@�\�J���\§\µ�£y¬�§X�~�a§\¶W§X�1£i³5¤U·�§\�1£y¤8¿N§X¢2�a§\ªf¶W�D·�§\ª@�a§\�1£yª2§X£f�a§\ªf¶W�D·�§\ªl¢L Jµ�¤~·�§\ª ¾ °0§\ª2¦J J�a§\¬�¢yªfµ�¢y�Bµ�¢y§Xªf·�§¶W�D·�¬��~§Xªbµ�¢y�1�L©�§\ª�·�§ É ­|»1¬N =ªS¤aÏo·�¹\ÁB¹\��¹X¢y§\ªS�X§\���\§^·�§ R ³fªS�B�1£� JªSªS�1�\¤a¹\§\ª�Ä_·�§\ª;¶W�D·�§Xª;·�§�¢y§\�~ =Ã� *£y¤~�J���a§\�1£yª5�§\��§&3n§X£.²�ªS¤ |λi| ≈ 1

²0 =�~�=¢yª
τi ≈ 1/(1 − |λi|) À 1 ¾ ®F©1Â�ªS¤~»D¬�§\¶W§\�1£.²N�\§\ª�¶W��·�§\ª;�a§\�1£yªVªS�J�1£V�U _ªS¤aÁB�N *£y¬�¢y§·�À ¹X£L *£yªY¶W¹i£L JªQ£L J¡��a§\ª\²N»1¬�§;���B¬�ªY J�a�a�B��ªY�i©�§X¢y�L©�§X¢YÄ^�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªS§X¢ ¾

�#KF@�A D��ED�% @/LQ@�; G	K+AEK @�AEDF=?A(' H9A =E% @/L '�@�L��J;D)Q;1@�%
7 �Íµ�¢y§\¶W¤a§X¢f�a¤~§X��§X�1£S¢y§�»1¬N JªS¤8Ïo·�¹XÁB¹\��¹X¢y§\ªS�\§X���\§B²�¶W�D·�§\ª2�a§\�1£yªY§i£b¶W¹i£L JªQ£L J¡�¤a�~¤8£y¹� ^¹X£y¹�·�¹\¶W�J�1£S¢y¹�µ� =¢ * ��"B =�§X£YªS§\ªf�\�B�a�~ J¡d�=¢L =£y§\¬�¢yª\²d·� J��ªf�a§V�. JªYµ� =¢S£y¤a�\¬��~¤a§X¢Y�BÐÊ��À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B� ,�
���+ :%*�. - 0 �(! 	S+ ,z+ �"! 	�* �^+ . -(!�	 
�, -S+ . . 
 ¾F' �·�¹i¿N��¤8£f�a§�£y§\¶Wµ�ªf·�§�£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�

TAB
·nÀ ¬���§;¢y¹XÁB¤a�B� B ¦9§i¢yªf¬���§;¢y¹\ÁJ¤~�J� A ·�§���À §\ªSµN =�\§s·�§�µ�©� JªS§BÎ

TAB = inf [ n ≥ 1, Rn
xy > 0

µd�B¬�¢b =¬Ê¶W�B¤a��ªf¬��
x ∈ A §X£f¬�� y ∈ B ]

­@X�X9³

TAB = 1
ªS¤2§i£WªS§\¬��a§\¶W§\�1£^ªS¤2¤a�2Â" �·�§\ª�£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B��ªº·�§ B ¦9§X¢yª A ­�§X� ¬��"µN JªL³ ¾ ¨l§_£y§\¶Wµ�ª�µd§X¬�£rÌi£S¢y§¡d§. J¬��\�B¬�µ µ��a¬�ªr�a�B��Á�ªS¤f�a§Íµ� JªSªy JÁJ§�·�§ B ¦9§X¢yª A ��§¥ªS§¥¼� =¤8£ºµN =ªW·�¤8¢y§\�i£y§\¶W§\�1£r¶º =¤aªrµ� =¢º·�§\ªr�L©�§\¶W¤a��ª\²�\�B�1£y§X�N J�1£Y J¬Í¶W�B¤a��ª

TAB
µN =ª ¾ ¨l§�£y§\¶Wµ�ª@µd§\¬�£fÌi£S¢y§V¡d�J¢y��¹VªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢y§\¶W§X�1£  °' 5�f�a§X¢b§X£ * �/"J J� É�� X�X�&|Î

TAB ≤ 1 +
τ1
2

log

(
1

peq(A)peq(B)

) ­@X � ³

°eÀ ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¹i£L =£y¤a�B� ·�§Ê�\§i£S£y§Ê¶º *´Q�=¢L =£y¤a�B� §\ªQ£_»1¬�§
TAB

µd§\¬�£WÌX£S¢y§Ê�a�J��Á�²5ªS�J¤a£ºµN =¢y�X§�»D¬�§ A  �¬���§¥¼� =¤~¡��a§µ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹J²�ªS�B¤8£2µN *¢y�\§�»1¬�§ B  �¬���§Y¼k J¤a¡��a§;µ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹CU2V��9²DªS�B¤8£2µN *¢y�\§�»1¬�§ τ1 §\ªQ£@ÁJ¢L =�N· ¾ ' �º���J£y§X¢L s»1¬�§�~ Y¡d�J¢y��§e¼� =¤8£e =µ�µ� =¢L 21~£S¢y§l�~ b·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�J��·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§
peq
².�\§l»1¬�¤1·�¹\�\�J¬��a§@·�§5�~ Y�X�B�N·�¤8£y¤~�J��·�§5¡�¤a�~ J��·�¹X£L =¤a�~�a¹/�

�\§X£S£y§V�X�B�N·�¤8£y¤~�J�� JªSªS¬�¢y§�»1¬�§��~ W·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B�Ê·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§�¢y§��N¸X£y§V§X�Êµ� =¢S£y¤a§V�U r·�Â��� J¶W¤~»1¬�§b�a�D�\ J�a§B²dµ�¬�¤aªy»1¬�§
Rxy/Ryx = peq(y)/peq(x) ¾ °FÀ ¹X�i©�§\�a�a§V·�§Y£y§\¶Wµ�ª τ1 ²DµN =¢@�\�B�1£S¢y§B²D§\ªQ£2¬���§b�. *¢L J�X£y¹i¢y¤~ªQ£y¤~»1¬�§�§XªSªS§\�1£y¤a§\�a�~§X¶W§\�1£·�Â��N =¶W¤~»D¬�§B².»1¬�¤1��§lµd§\¬�£±ÌX£S¢y§l�J¡�£y§\�D¬�§@»1¬�§5µ� =¢±��À  J�N =�8Â�ªS§@ªSµd§\�X£S¢L =�~§2·�§

R ¾p* ��"J J�D§i£FªS§Xª±�\�B�a�~ J¡d�=¢L =£y§\¬�¢yªF�B�1£¹\Á9 =�a§\¶W§\�1£;�B¡�£y§\�D¬�¬���§�§\ªQ£y¤a¶º =£y¤a�J��·�§XªM�N¬�Ã¥�\¤8¢y�\¬��~ =�1£V·� =��ªb��À §\ªSµ� J�\§^·�§�µ�©� JªS§s§\�Ê¢y¹\ÁJ¤~¶W§�ªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§ ¾�e�Í���J£L J�1£ J (A)
�a§V�\�B¬�¢L J�1£b·�§ A ¦9§i¢yª X −A §i£ J ªS�B�Í¶W¤a��¤a¶^¬�¶ÍÎ

J (A) =

∑
x∈A,y∈X−A

Ryxpeq(x)

peq(A)peq(X −A)
J = inf

A,0<pA<1
k(A)

­ � Ñ9³
Y[Z!��\�� a ] ��d3lRx2`2sf^3k�^,]w` �!e~^,]��2h!n�l,];b$a4` A ^Rx B �8g�h!g{x2`2s ��s~a4ef^�b�n�sf]_t�n�^�ef^[]Wl[efl,d3^,g/x_] Rn

xy ]_h!g/xwk�^,];b�`2h!i�a!i�sfefs x_l,]m,h!g�k�s x2sfh!g�g�^,efef^,] �$k�l,m,h!n�ef^uk�^ve~a;m,h!g�k�s x2sfh!g k�^vi�sfe~a4g)k�lRx_a4sfe~efl \
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�B�Ê ^��À §\���\ B·�¢y§X¶W§\�1£  * �/"J J��§X£ 	@©��B¶º =ª É�� X � &|Î
1 − |λ1| ≤ J ≤

√
8(1 − |λ1|)

­ �DÉ ³
�b¬�£S¢y§\¶W§\�1£V·�¤8£.²0¬���§r»1¬N JªS¤8Ïo·�¹XÁB¹\��¹X¢y§\ªS�\§\���\§º·�§r�~ Í¶º *£S¢y¤~�X§W·�§^£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�

R
§X�1£S¢L 21U��§r�|À §XÃ�¤aªQ£y§\���\§º·�À ¬���§

¶W¹X£L JªQ£L =¡�¤a�a¤8£y¹º»D¬�§\�~»1¬�§^µN *¢S£�·� J��ª���À §\ªSµN =�\§_·�§rµ�©� JªS§ ¾ �Y§\¶º =¢L»1¬��B��ªb£y�B¬�£y§i¼k�B¤aª�»1¬�§^�U _¢y§\�~ =£y¤a�B� ·�§r¡�¤a�~ J�·�¹i£L J¤a�~�a¹� JªSªS¬�¢y§�»1¬�§ J (A) = J (X − A)
Îe�a§ ��¬�Ã"·�§ A ¦9§X¢yª X − A §\ªQ£º�\�J�1£S¢y§\¡N =�~ J���X¹�µ� =¢W¬��+�N¬�Ã¤~·�§\�1£y¤~»1¬�§;·�§ X −A ¦B§X¢yª A ²DªS¤n¡�¤a§\�¥»D¬�§b�~§;�\�J¬�¢L J�1£2��§X£2§\ªQ£2�D¬�� ¾ ¨l§���À §XªQ£Y»1¬�§bªS¤n�~ �·�Â��N =¶º¤~»1¬�§Y§\ªQ£2�a�B¤a�·�§���À ¹.»1¬�¤a�a¤~¡�¢y§B²d��§�¦9¹X¢y¤8¿N J�1£bµN =ªb�U W�X�B�N·�¤8£y¤~�J��·�§�¡�¤~�~ J��·�¹X£L =¤a�~�a¹B²n»D¬�À �B��¦B�B¤8£� =µ�µN *¢L 21~£S¢y§�·�§\ªb�X�B¬�¢L =�1£yª;·�§µ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹W­���§X£yªL³l���B�Í�D¬��aª\Î

Jxy ≡ Rxypeq(y) −Ryxpeq(x)
­ � ÈB³

�
K�A H�% �FG	= � G�'�;>@�;>G	K C�;/% D L9D��FC9;>N	O�A A @ H I	KFL9=?; N�O9A H�A�)�� A('��5L��FA H9A �ECFL�'�A
°' �¼k�=¢y�\§�·�§\ªr§X���. J·�¢y§\¶W§\�1£yª�µ�¢y¹X�\¹.·�§\�1£yª^§\ªQ£º·�À ÌX£S¢y§Í·�§Xª^¢y¹\ªS¬��8£L =£yªW§iÃ� =�X£yª ¾ � �aªrªS�B�1£r��¹\ J��¶W�J¤a��ª^¤a��ªS¬�ËrÏªy J�1£yªVµ�¬�¤aªy»1¬0À ¤a�~ªV��§r·�¹\�i¢y¤~¦B§\�1£�»1¬�§s£S¢y¸\ªVµN *¢S£y¤~§X�a�~§X¶W§\�1£.²�§X£s·� J��ªV¬���§^ªS¤8£y¬N *£y¤a�B� µN *¢S£y¤a�\¬��a¤a¸X¢y§�­�¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§*³i²
�~ �ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢L =£y¤a�B�Í·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§b·�§;��À §\ªSµN =�\§�·�§;µ�©N =ªS§6+ 0 *�0D�~ s¼� �(X�B�Ê·��J�1£2�a§\ª2£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ªfª\À �J¢yÁB J��¤aªS§\�1£Y§\�1£S¢y§ªS§\ªl·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§Xªe¢y¹\ÁJ¤~�J��ª ¾1Å �B¬�ªeµd�B¬�¦B�B��ªF¹\���J���\§X¢5¬��^¢y¹\ªS¬��a£L *£l¡n§\ J¬��\�B¬�µWµ��a¬�ªeÁB¹X��¹X¢L =��²D��À §iÃ�¤aÁJ§. J�1£lµ� Jªl»1¬�§ªS�B¤8£;¦B¹X¢y¤8¿N¹\§V�~ r�\�B��·�¤8£y¤a�B��·�§�¡�¤a�U =��·�¹X£L J¤a�a�a¹B²d�a�J¢yªy»1¬�§V�U r¶º *£S¢y¤~�X§

R
µd�JªSªS¸.·�§

n
¶W�D·�§\ªf�a§\�1£yª �^+ *�! ' 
 �E-(� 
�'

τn+1 = O(1) ¿ τn ¿ . . .¿ τ1 ¾ �V =��ªF¬���§l£y§X�~�a§2ªS¤a£y¬� =£y¤a�B�W·�§f»1¬� JªS¤8Ïo·�¹\ÁJ¹\��¹X¢y§XªS�\§\���\§Y·�§@�U ;¶º =£S¢S¤~�X§ R ²J�B�µd§\¬�£Y§iÃ�µ��a�B¤8£y§X¢b�U rªS¹\µ� =¢L =£y¤a�J��·�§XªY¹\�L©�§\�a�a§\ª;·� =��ªY¬��Ê¶W¹X£y©��D·�§�µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§W­�µ� =¢Y¢L =µ�µd�J¢S£b J¬Í¼� J�X£y§X¬�¢;·�§
ªS¹\µ� =¢L =£y¤a�B�N³F§X£5¶W�B�1£S¢y§X¢5»1¬�§2�a§\ª5¦B§\�X£y§\¬�¢yªeµ�¢y�Jµ�¢y§XªlÄ�Á9 =¬��L©�§fªS�B�1£ ��� -�,z+ #&%J*�� *�! , 0 �(!�'#, -(!J,*' �E-(�4� �(� 0 * -(%����µ��a¬�ª@µ�¢y¹\�\¤aªS¹\¶W§\�1£.²1�B�_¶W�J�1£S¢y§b»D¬�§

Ai
µ�¢y§\�N·º =¬_µ��a¬�ª

i+ 1
¦J J�a§\¬�¢yª@¡�¤~§X�¥·�¤aªQ£y¤a���i£y§\ª\²�Ä��|À �=¢L·�¢y§;�a§;µ��a¬�ªl¡� Jª

·�§���À  J�� J�8Â�ªS§�µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§  «� .¦9§. =¬�§X£ * �L©D¬��a¶º J� É5�/� X3& ¾ ®± =¢;§XÃ�§\¶Wµ��~§J²�ªS¤ n = 1
²N�B��µd§\¬�£b¶W�B�1£S¢y§i¢;»1¬�§

A1
µ�¢y§\��·º Jµ�µ�¢y�.Ã�¤~¶º *£y¤a¦9§\¶W§\�1£l·�§\¬�ÃW¦J J�a§\¬�¢yª\²�§X£2»1¬�§Y�U sµ� =¢S£y¤8£y¤a�B�¥·�§b��À §\ªSµN =�\§V·�§bµ�©� JªS§b§\�¥·�§\¬�Ã^¢y¹\ÁB¤a�B��ª

»1¬�¤0ª\À §\��·�¹.·�¬�¤8£b§\ªQ£;¤a�D¦J =¢y¤~ =�D£y§V£L J�1£;»1¬�§
λt

1 ≈ 1
²M+ 0 *�0N =¬�Ã¥£y§\¶Wµ�ª

t < τ1 ¾ ®F�a¬�ªbÁB¹X��¹X¢L =�~§X¶W§\�1£.²NªS¤ n > 1
²

���J¬�ªfµd�J¬�¦9�J��ª2�\�J��ªQ£S¢y¬�¤8¢y§Vµd�B¬�¢f£y�J¬�£
i ≤ n

¬���§�µ� =¢S£y¤8£y¤a�B��·�§���À §\ªSµN =�\§s·�§�µ�©� JªS§BÎ
X = ∪a1...aiX (i)

a1...ai
X (i)

a1...ai
= {x, A1(x) ≈ a1, . . . , Ai(x) ≈ ai}

­ � �9³
• �b¬�Ã�£y§\¶Wµ�ª

t < τi
²,�\§X£S£y§ºµN =¢S£y¤8£y¤a�B� §\ªQ£r»1¬N =ªS¤aÏ ¤a�D¦J =¢y¤~ J�1£y§B²± =¬ ªS§\��ª��BÐ �a§_µd�B¤a�1£

x
¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£L =£y¤8¼b·�¬ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§���À  _»D¬�À ¬���§�¼k J¤a¡��a§rµ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹Í­ ≈ 1 − e−t/τi

³b·�À  .¦9�J¤a¢�»1¬�¤8£S£y¹��~ º¢y¹\ÁB¤a�J� X (i) �JÐ�¤a�±ªS§^£S¢y�J¬�¦J J¤8£¤a��¤8£y¤~ J�a§\¶W§\�1£ ¾
• �Y¬�Ã¥£y§\¶Wµ�ª

t > τi
²n·�§\ªb£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J��ªV Jµ�µN *¢L J¤aªSªS§\�1£V§\�1£S¢y§s�\§\ªb¢y¹\ÁB¤a�J��ª�§X£V·�§\¬�Ã� =¬�¶º�J¤a��ª;·�À §\�1£S¢y§s§\�a�a§\ª

((

¼k¬�ªS¤a�B����§\�1£
))

­��U Ê·�Â��N =¶W¤U»1¬�§^��§r�~§Xª^·�¤~ªQ£y¤a��ÁB¬�§Wµ��a¬�ª\²0�~§Xªs£S¢L .´Q§\�X£y�J¤8¢y§\ªr J�a�~ J�1£^·�§W��À ¬���§_ÄÍ��À  =¬�£S¢y§*³ ¾ ¨bÀ §\ªQ£ J�a�J¢yªY�~ ^µN =¢S£y¤8£y¤a�B�Í§\�¥¢y¹\ÁB¤a�B��ª X (i−1) »1¬�¤�·�§\¦D¤a§\�1£fµd§X¢S£y¤a��§\�1£y§r­�¦9�B¤8¢f¿�ÁB¬�¢y§ �D²nÆ�È ¾~ÉJ¾ �9³ ¾
• �b¬�Ã;£y§\¶Wµ�ª

t ∼ τi
²=�a§\ª,¢y¹\ÁJ¤a�B��ª X (i) ¦9�B�1£,�\�J��ªQ£y¤8£y¬�§X¢±�a§\ª±¶º J�X¢y�1¹X£L *£yªF·�¬s�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��¤~��ÁV·�§\ªQ£y¤a��¹@Äf¼k J¤8¢y§¹\¶W§X¢yÁJ§X¢��a§\ª

i
µ�¢y§\¶W¤a§X¢yªV¶W�D·�§\ª ¾ °0§Xª�¦J J�a§\¬�¢yªº­ a1, . . . , ai)

·�§Xª�¦B§\�X£y§\¬�¢yªVµ�¢y�Bµ�¢y§XªsÄ¥Á9 =¬��L©�§
(A1, . . . , Ai) Jµ�µN =¢L =¤aªSªS§\�1£s�\�B¶W¶W§��a§\ªVµN =¢L =¶W¸X£S¢y§\ªV·�À �J¢L·D¢y§rµd§X¢S£y¤a��§\�1£yªV J¬�Ã�¹\�L©�§\�a�~§Xª�·�§^£y§X¶Wµ�ª

τi−1 < t < τi+1
�0�a§\ª

�\�B¶Wµd�Jªy J�1£y§\ªVªS¬�¢��a§\ª�¦B§\�X£y§\¬�¢yªVµ�¢y�Jµ�¢y§\ªVªS¬�¤~¦J =�1£yªV�B�1£�§\��§&3n§X£s·�¹P´SÄ_¢y§\�~ =Ã�¹r¦9§X¢yª�Ñ ¾�� ��ªS¤aªQ£y�B��ª�ªS¬�¢��~§^¼� =¤8£»1¬�§ 0 *.'��(! ,%.1*&' ,�* 0 , *�% ��' ��� �����#*�' � -Q-(% 0 �J* #&%�+ '��(!J,5'a+�-(!U+ : 0 -�,z+ D�' ¾
�Y¬�µ�¢y¤8Ã�·�§�»1¬�§X�U»1¬�§\ª; =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B��ª�­| J¬�·�§\¶W§\¬�¢L J�1£b�\�J�1£S¢��B�a¹\§\ªL³i²n���J¬�ª; *¦B�B��ª;�B¡�£y§\�D¬�¬���§�¤a¶º JÁB§

�\�B¶Wµ��a¸X£y§l·�§5�~ f¼k �(\�J�^·��J�D£'�~ b·�Â��� J¶W¤~»1¬�§±ªS§@·�¹\¦9§\�a�Jµ�µd§5©�¤~¹i¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§\¶W§X�1£��.�a§Xª±¹X¦9§\�1£y¬�§\�a�~§Xª,�a¤a¶W¤8£L =£y¤a�B��ª±·�§�~ ;¦J =�~¤~·�¤a£y¹2·�§@��À  Jµ�µ�¢y�1�L©�§@µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§l��§l¢y§\¶W§i£S£y§\�1£,µN Jª,¼H�B�N·� J¶W§\�1£L =�a§\¶W§\�1£,§\���. J¬�ªS§2�a§@�\�J¶Wµn�=¢S£y§\¶W§\�1£
»1¬N J�a¤8£L =£y¤8¼�»1¬�§F���B¬�ª0¦9§\���B��ª0·�§Fµ�¢y¹\ªS§\�1£y§i¢ ¾ °0§\ª0¹\�. *¢S£yª,·�¬�ª'Ä2��À  =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º *£y¤~�J��ªS�B�1£'ªS§\¬��a§\¶W§\�1£'»D¬� J�1£y¤8£L =£y¤8¼kª\Î£y�B¬�£y§\ª,�a§\ª,µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª\²*¹\���B���X¹\§\ª,¤a�\¤D�X�B¶W¶W§e·�§\ª'¹\Á9 =�~¤8£y¹\ª\²J��§5ªS�B�1£,ªQ£S¢y¤~�i£y§\¶W§\�1£,¦B¹X¢y¤8¿N¹\§Xª±»1¬0À  .¦9§\�e¬����\§X¢S£L =¤a�
�N�J¬0²n§�3n§\�X£y¤a¦9§X¶º§X�1£;��¹\ÁJ�a¤~ÁJ§. J¡��a§WªS¤±�a§\ª�¦J J�a§\¬�¢yª�µ�¢y�Bµ�¢y§\ª

λ1
² ¾\¾\¾ ² λn

ªS�B�1£V JªSªS§5�^µ�¢y�1�L©�§\ª�·�§ É §X£�ªS¤ T §\ªQ£ JªSªS§5�¥ÁJ¢L =�N·n²§+ 0 *�0'ªS¤
λT

n ¿ 1 ¾ ' � µd§\¬�£^µ��a¬�ªs¢y¤aÁB�B¬�¢y§\¬�ªS§X¶W§\�1£�¢y§\µ�¢y§\�N·D¢y§_�a§\ª^¹\���B���\¹\ª^§X�"¤a�1£S¢y�D·�¬�¤~ªy =�1£§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£2¬���§b£y�B�a¹X¢L J���\§
η ¾



��� �E���
���5� � � ���Y� ��� � � ��� � �	���Y"s�U���#���Q�������¡�#�3�	�^�5� �����

 £y¤8£S¢y§2·�À ¤a�a�~¬�ªQ£S¢L =£y¤a�B��²9�J�^µd§\¬�£±¢y§\ÁB =¢L·�§i¢5�X§f»1¬�§@·�§\¦D¤a§\�1£±�\§X£S£y§@¤a¶º JÁB§@ÁJ¹\��¹X¢L =�a§Y·� J��ª±�a§2�\ Jªe·�¬s¶º�D·�¸\�a§
Ä¥·�§\¬�Ã�¹X£L =£yªVµ�¢y¹\ªS§\�1£y¹r =¬ Æ�È ¾ � ¾ È ¾ °' ¥·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J� ·�§ �l�B�8£#�\¶º =��� ·�¬�µN *¢L J¶W¸X£S¢y§^·�À �J¢L·D¢y§Í­�ªS�. J�~ J¤8¢y§*³

a§\ªQ£@ J�a�J¢yª@¡�¤a¶W��·� J�a§Y§i£@��À ¹\��§X¢yÁB¤a§;�a¤a¡�¢y§Yµ�¢y¹\ªS§X�1£y§b·�§\¬�Ã^µ�¬�¤a£yª\²9¡�¤a§\�WªS¹\µ� =¢y¹\ªlµN *¢@¬���§f¡N *¢S¢y¤a¸X¢y§;·�§f©N =¬�£y§\¬�¢
∆­��B�� º =�~�=¢yª

n = 1
·� =��ªb�a§\ªb���J£L *£y¤a�B��ªb�\¤8ÏP·�§\ªSªS¬�ªL³ ¾�� �'§XªQ£;£y�J¬J´P�B¬�¢yªbµd�BªSªS¤a¡��a§B²n»D¬�§���À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§sªS�B¤8£��B¬����J� =£S£y§\¤a�1£.²�·�§^·�¹X¿N��¤a¢�·�§\¬�ÃÊ¶º J�X¢y�1¹X£L *£yªV JªSªS�1�X¤~¹XªsÄº�i©� J�\¬���·�§\ª;µ�¬�¤8£yª^­|·�§\ª;µ�¤~�Xª�µd�B¬�¢��~ ¥·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�N³ ¾ °' ªSµd¹\�\¤8¿N�\ =£y¤a�B��·�¬¥¶W�D·�¸\�a§�Ä^·�§\¬�Ã�­�¶º J�X¢y�9³P¹X£L =£yª2ªS§;¼� J¤8£b·�À  =¤~�a�a§\¬�¢yªbÄ�µN =¢S£y¤8¢Y·�§;�U �ªS¤8£y¬N =£y¤a�J��·nÀ ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§/���a§

¢L Jµ�µd�J¢S£�·�§\ª�µd�B¤~·�ª�ªQ£L *£y¤~ªQ£y¤~»1¬�§Xª�·�§\ª�·�§\¬�Ã�µ�¬�¤8£yªV·��J����§^ J�a�J¢yªV�~ ¥�X�B��ªQ£L =�1£y§r·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§r·�§^�~ º£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J��\�B��¼k�=¢y¶º =£y¤a�B����§\�a�a§W¼k J¤aªy J�1£�µ� JªSªS§X¢�·�À ¬�� ­�¶º =�X¢y�1³P¹i£L =£sÄÍ��À  J¬�£S¢y§ ¾ ®± *¢s�\�B�1£S¢y§B²0�a§\ª�¶º J�X¢y�1¹X£L *£yª��0À §XÃ�¤aªQ£y§\�1£ J¬WªS§X��ª5§X�D¦�¤aªy =ÁB¹Y¤a�\¤N»D¬�À ÄV·�§Xªe£y§X¶Wµ�ªe JªSªS§��b�\�J¬�¢S£yªeµd�B¬�¢l»1¬�§f�a§\ª5µ�¬�¤8£yªe��§f�\�B¶W¶�¬���¤~»1¬�§\�1£Fµ� JªY­
t¿ eβ∆ ³ ¾��!F*�D �S+�').RQ 
�#&%k+ . + �&�#* 0 �"!!D �(� � -�,z+ �(!/!F*�. -�, , *�+ !J,��&+ . ! Q *��S+�'#, * � . % ' #&%EQ % ! '5*�%E. � - 0 ��� 
�, -�, 	�
"!F-(�|+ #&%J* ¾ °' ·�¹i¿N��¤8£y¤a�B� µd§i¢S£y¤~��§\�1£y§Í·�§\ªr¶º J�i¢y�D¹i£L =£yªrªS§¥¼k§i¢L  ·��B���Í·�§¥¼k �(\�J�
¢L J·�¤a�. =�~§X¶W§\�1£º·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§¥ªS¬�¤a¦J J�1£W»1¬0À �B�

ª\À ¤~�1£y¹i¢y§\ªSªS§^Äº·�§Xªbµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª;·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§��B¬� J¬�ÃÊµ�¢y�Bµ�¢y¤~¹i£y¹\ª�·�§V¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B���a§\�1£y§B²N�\�B¶W¶W§l´Q§s��À  =¤F·�¤aªS�\¬�£y¹ J¬�Æ�¨ ¾aÉB¾

a1

a1

τ1

τ2

τ2

τ1

F(   )

X
1 2

X
1 2

a’ a’ a’ a’’

X a 
1

a 
2

(2) (2)

(2)

� �U�n�0�*� 0º��v$3 -DE T (1GU<7��hlGU<JOJG~&D?�(BE KS<_E [*EeOJ&�(1G;> +Ê[i&�C�CY&�?�E KSZº?1<Ê> +�> <\[iKi(1GU<B6�� T +1(=[Jm=<Jh±?1ZL`[X&�C�OJ&B)LE KyE &�/�mBE ZJGU+BGU[JmBE :�(=<2?BA1/=+1CVE :�(=<f?1<V>8M <X)iO=+J[\<Y?1<VO1m=+=)Q<�> &DG~)S:�(=<V> +^Cb+.KXGkE [X<f)PKQ&D[=m=+=)PKyE :�(=<
R
?1Z\[=G�E -=+D/.K;> M ZL-*&�> (.KyE &�/rOB&B)P)Sg\?1<

n
-=+1> <J(1G~)�OBG~&�OBGU<X)VGUZ\<=> > <X)

λ1, . . . , λn
OJG~&�[=m=<X)Y?1<^7BhN[X<�:�(BE

<J/.KXGU+L{o/=<Í>8M <LI9E )PKQ<J/=[\<º?1<
n + 1

O1m=+*)S<X)Xh±<iKs?1<
n
CY&�?9<X)^?1<ÊGU<J> +\IJ+*KyE &�/�> <J/.KQ)Xh,?1<WKQ<JC�O*)�[\+.`GH+=[iKQZJGkE )PKyE :�(=<X)

τi = 1/(1 − λi)
hn+*)Q)Q&D[*E ZX)�+1(\IrKXGU+D/.)LE KLE &�/*)b<=/.KXGU<�[\<i)�O1m=+*)S<X)'	PE [*E

n = 2

X6 �B+

t T (1GU<bOBGUZX)S<J/\KS<TBY?�G~&DE KS<Y> +f[X&1G|GU<X)XOJ&�/=?1+1/=[\<@+*-=<X[;> +2-BE )LE &�/uBV>8M ZX:�(BEa> E8RJGU<Bh.<J/@KS<JG|Cb<X)±?1<bO=+iA*)S+ T <ZJ/=<JG T ZLKLE :�(=<7	�-*&1EaGe3�7e6 ��
Xp ��M +DO1OJG~&�[=m=<_OJGHZi)S<J/.KSZX<WE [*Ed<X)PKsO1> (*) T ZJ/=ZJGU+1> <��n<J> > <�)\M +1/=[JGU<r?1+1/*)�> +?BA1/=+DC�E :�(=<@)Q&�(*)P`~� +=[\<J/.KQ<;<LK5<J> > <2)\M +DO9O1> E :�(=<2Z T +1> <JCb<J/.Ke+D(\I�)LE KX(=+.KLE &�/*)2> &1Ea/;?1<V>8M Z\:�(BEa> E8RJGU<BpB<J> > <<J/ T > &�R9<�> +W/*&=KLE &�/s?1<�O=+XA*)S+ T <V[X&�C�Cb<^(1/s[\+*)VO=+JG~KyE [J(1> E <JG 6

� N	O�;D)Q;�� DFA�)QG � L ))AEK � L ' H9A � ;/)/L9K H %E@/L9;D)p)Y%
�B§¥�\�J��ªS¤~·�¸i¢y§Í¤a�\¤@�~§_�. Jª^�BÐ"��À ¹X£L =£W JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§º§\ªQ£^¬�� ¹X£L =£r·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§

peq
²F J¬"ªS§\��ª^�BÐ"¤a�2¦B¹X¢y¤8¿N§_�~ 

0 �"!�	S+ ,z+ �(! 	Q* �^+ . -(!�	 
�, -S+ . . 
�­��\�B¬�¢L J�1£yªY·�§�µ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹� JªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§X¶W§X�1£2�D¬��~ªL³ ¾ °�§Vµd�B¤a�1£f¢y§\¶º =¢L»1¬� J¡��a§§\ªQ£W»D¬�§_�\§X£S£y§Í·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B�
peq
¤a�1£y§X¢y¦D¤~§X�1£r¡�¤~§X�
 .¦J J�1£r»D¬�§_��À ¹i£L =£º JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤~»D¬�§

pt→∞ = peq
��§¥ªS�J¤a£ =£S£y§\¤a�1£ ¾ �F�a�a§s·�¹\�X¢y¤8£f§\�Í§�3n§X£f�~§Xª ����+�	(' �#*�. -�,z+ D�'lÄ���À ¤a�1£y¹X¢y¤a§\¬�¢b·�À ¬���§;¢y¹XÁB¤a�B��»1¬� JªS¤8Ï ¤~�D¦J *¢y¤U =�1£y§/��·�¸\ªf»D¬�§
x
§X£



����� � �9�	��
����

y
ªS�B�1£b·� J��ª2�U ^¶WÌ\¶W§Y¢y¹\ÁJ¤~�J� X (i) ²��B�Ê �Î

si tÀ τi+1,
pt(x)

pt(y)
≈ peq(x)

peq(y)
pour x, y ∈ X (i) ­ ��� ³

°0§Wµd�B¤a�1£��\�a¹_·�§º�~ Êµ�¢y§\¬�¦B§W§\ªQ£^»1¬�§W�~ Ê�\�B��·�¤8£y¤a�B� ·�§W¡�¤a�~ J� ·�¹X£L =¤~�a�a¹¥ =ªSªS¬�¢y§_»D¬�§W�a§\ªs¦9§\�i£y§\¬�¢yª�µ�¢y�Jµ�¢y§\ª�Ä·�¢y�J¤a£y§
(qj)j

§X£WÄ�Á9 =¬��L©�§
(Aj)

ªS�B�1£^¢y§\�a¤a¹\ªrµN =¢
qj(x) = peq(x)Aj(x) ¾  µN *¢S£y¤8¢º·�§¥�~ �·�¹X�\�B¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B�ªSµd§\�X£S¢L =�~§^·�§

pt
²d§\����¹\ÁJ�a¤~ÁJ§. J�1£

λt
j

·�§\¦J J�1£ É ªS¤ j > i
§X£;§\��¬�£y¤a�a¤~ªy =�1£V�a§s¼� =¤a£V»D¬�§s�a§\ª�¦B§\�X£y§\¬�¢yª

A1
² ¾\¾\¾ AiªS�B�1£Y�X�B��ªQ£L =�1£yªb·� J��ªf¬���§;¢y¹\ÁB¤a�J� X (i) ²��B�Í�B¡�£y¤~§X�1£b»1¬�§CU ���JÎ

pour x ∈ X (i), pt(x) = C(X (i), p0, t) peq(x) + O
(
e−t/τi+1

) ­ � PJ³
�BÐ

C(X (i), p0, t)
§\ªQ£s¬���¼� =�X£y§\¬�¢sªS�. J�~ =¤a¢y§_·�¹Xµd§\�N·� J�1£�·�§r�~ ¥¢y¹\ÁJ¤a�B� X (i) ²'·�§r�~ Ê·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B��¤~��¤8£y¤U =�a§ p0§X£V¹\¦9�J�~¬� J�1£� J¬��X�B¬�¢yª�·�¬�£y§\¶Wµ�ª ¾ ¨YÀ §XªQ£� J¤a��ªS¤F§\��¡��~�1�W»1¬�§^�~ Í·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B� pt

¦J _¹\¦B�B�a¬�§i¢.²'Äº£S¢L .¦9§X¢yª�¬��
¢y¹\¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢L =ÁB§s·�§\ªfµd�B¤~·�ª

C(X (i), p0, t)
§\�1£S¢y§��a§\ªb·�¤ 3n¹i¢y§\�1£y§\ª2¢y¹\ÁJ¤a�B��ª X (i) ¾�F� µN *¢S£y¤a�\¬��a¤a§X¢.²5·�¸\ªr»D¬�§

t À τi
²
C(X (i)

a , p0, t)
§X£
C(X (i)

b , p0, t)
�\�(6 ���\¤~·�§X�D£rªS¤ X (i)

a
§X£ X (i)

b

ªS�J�1£¤a���\�a¬�ªV·� =��ª;�~ _¶WÌ\¶W§V¢y¹\ÁJ¤~�J� X (i−1) �n¤a�,¼� J¬�·�¢L ºµN =¢��\�J�1£S¢y§r *£S£y§\�N·D¢y§^·�§XªV·�¬�¢y¹\§Xª t À τi−k+1
ªS¤±�U ºµ��a¬�ª

µd§X£y¤8£y§�¢y¹\ÁJ¤~�J� �X�B�1£y§\�� J�1£VªS¤a¶�¬��8£L J��¹\¶W§\�1£ X (i)
a
§X£ X (i)

b

§XªQ£�¬���§s¢y¹\ÁJ¤a�B� ·�À �J¢L·D¢y§
i − k

­| .¦9§\�
i − k ≥ 1

³ ¾�b¬�Ã�£y§\¶Wµ�ª
tÀ τ1

²1��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§b§XªQ£@§\�Wµ�¢L *£y¤U»1¬�§b *£S£y§\¤a�1£l§X£
pt ≡ peq

�B£y�B¬�ª5�a§\ªlµd�B¤~·�ªl�a�1�. J¬�Ã
C(X (i), p0, t)ªS�B�1£b =�~�=¢yª;·�§\¦9§X�D¬�ª2¹XÁ9 J¬�ÃÍÄ É ­kÂ_�\�J¶Wµ�¢y¤aªfµd�J¬�¢ i = 1

³ ¾¨l§;¢y¹\ªS¬��8£L =£±´Q¬�ªQ£y¤8¿�§��|À  =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B�Í B·�¤U =¡N *£y¤U»1¬�§�¬�£y¤a�a¤aªS¹\§�·� =��ª2�~ s£y©�¹X�J¢y¤a§V·�§ $�¢L J¶W§X¢yª�­| J����§iÃ�§V«V³§X£,µ��~¬�ª'ÁJ¹\��¹X¢L =�a§\¶W§\�1£±·� J��ª'�U f���J£y¤a�B��·�§eµN \Â�ªy JÁB§l·�À ¹\��§X¢yÁJ¤~§5�~¤a¡�¢y§lµ�¢y¹\ªS§\�1£y¹X§5�\¤8Ïo·�§\ªSªS�J¬�ª\²BÆe¨ ¾ � ¾p*  f¦J =�~¤~·�¤a£y¹J²�B¬�£S¢y§W�U Í�\�B��·�¤8£y¤a�B� ·�§r¡�¤a�~ J� ·�¹X£L =¤a�~�a¹_ JªSªS¬�¢L J�1£^»1¬�§
qj = peqAj

²0¢y§\µd�BªS§WªS¬�¢s�a§ 0 -(� - 0 ,96��#* �k+ 
�� -"� 0 �k+ #&%J*·�§��~ ¥·�Â��N =¶W¤U»1¬�§BÎ
τi+1 ¿ τi

µd�B¬�¢
i = 1, . . . , n

·�§s¼k �(\�J�ÇÄ_��¹\ÁB�a¤aÁB§i¢
λτi

i+1 = e−τi/τi+1
·�§X¦J J�1£ É ²�§X£�Äµd�B¬�¦9�B¤8¢l�\�J��ªS¤~·�¹i¢y§X¢2·�§\ªe¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B�_ªS¬��\�\§\ªSªS¤a¦B§\ª\²DªS¹\µN *¢y¹\§\ª@·� =��ª5�a§f£y§\¶Wµ�ª\²9ÄV��À ¤a�D£y¹i¢y¤~§X¬�¢2·�§f¢y¹\ÁJ¤~�J��ª X (i+1)§X£ X (i) §X¶^¡d�"1~£y¹\§Xª ¾ �V =��ª5�a§Y�. =ªlÁB¹\��¹X¢L J��²D�a§f¢y¹\ªS¬��a£L *£@��§YªS§i¢L s·��J���f¦J J�~ J¡��~§b»1¬0À  J¬�Ã�£y§\¶Wµ�ªe JªSªS§��;�a�J��ÁBª;­�¤a�\¤

t À τn+1
³fµd�J¬�¢;»D¬�À ¹\¶W§X¢yÁB§X�1£;·�§\ªY¢y¹\ÁJ¤a�B��ª�»1¬N =ªS¤8Ïo¤a�D¦J =¢y¤~ =�D£y§Xª�­�¤a�\¤,�a§\ªY¢y¹\ÁB¤a�B��ª X (i) ³i²N§X£�ÄW�X�B�N·�¤8£y¤~�J��»1¬�§�a§;£y§\¶Wµ�ª@·�§b¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B�ÊÄ���À ¤a�1£y¹X¢y¤a§\¬�¢Y·�§;�L©N =�\¬���§�·�§;�\§\ª@¢y¹\ÁJ¤a�B��ªfªS�J¤8£f£S¢y¸\ª2¤a��¼k¹X¢y¤a§\¬�¢b =¬�ÃW£y§\¶Wµ�ª5£oÂ�µ�¤~»D¬�§\ª

¶W¤aª�µd�J¬�¢�ª\À §\�Ç¹\�L©N =µ�µd§X¢º­�ªS�B¤8£�¤a�\¤
τi+1 ¿ τi

³ ¾ °0§\ª�¹\�L©�§X�~�a§\ª τ ≤ τn+1
ª\À ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¸i£y§\�1£� J¤a��ªS¤5�X�B¶W¶W§^�a§\ª¹\�L©�§\�a�a§\ªr·�§º�U �·�Â��� J¶W¤~»1¬�§r¶W¤a�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§º¢L =µ�¤~·�§J²±§X£^�a§\ª^¹\�L©�§X�~�a§\ª

τ ≥ τn À τn+1
�\�J¶º¶W§W�a§\ª�£y§X¶Wµ�ª

�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§s·�§\ªf¦J =¢y¤~ J¡��a§\ªY�a§\�1£y§\ª\²�¶º J�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ª ¾

0º��� �IH¥�k�\�\�d���B�
((

6��,�0�N� �k�0�0�
))

6'�N�'�W��4a�����0� �B� 6'� � ���N�\�

�
G9@�; G�K H9A H9;D'5@/L9K��FA H I	KFL9=?; N�O9A
dT

� £L =�1£l·��J����¹2¬���§f·�¬�¢y¹X§Y·nÀ �B¡�ªS§X¢y¦J =£y¤a�B�
T
²9��À �B¡�´P§\�X£y¤8¼0§\ªQ£l·�§f�X�B��ªQ£S¢y¬�¤8¢y§Y¬���§f·�¤~ªQ£L =���X§

dT
·� J��ªe��À §\ªSµN =�\§b·�§µ�©� JªS§;£y§X�~�a§V»1¬�§;�~ �µ�¢y�B¡N =¡�¤a�a¤8£y¹�»1¬0À ¬���§Y£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J�ÊªS§;µ�¢y�D·�¬�¤aªS§�§\�1£S¢y§�·�§\¬�Ãº�\�J��¿�ÁB¬�¢L *£y¤a�B��ª
x
§X£
y
·�¬�¢L =�1£

¬���§�·�¬�¢y¹X§
T
ªS�B¤8£� Jµ�µ�¢y¹\�X¤U =¡��a§^ªS¤

dT (x, y) < ε
§X£V =¬��\�J�D£S¢L =¤8¢y§^��¹\ÁJ�a¤~ÁJ§. J¡��a§WªS¤

dT (x, y) > ε
²n�JÐ

ε
§\ªQ£VÄ·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§X¢,§\�s¼H�B���i£y¤~�J�r·�¬s��¤~¦B§. J¬�·�§lµ�¢y¹X�\¤aªS¤~�J��¢y§.»1¬�¤aª2­k¢y¹XªS�B�a¬�£y¤a�B�r·� J��ª±��À §\ªSµN =�\§f·�§@µ�©N =ªS§*³ ¾ �e��·�À  J¬�£S¢y§\ª£y§X¢y¶W§\ª\²9�a§\ª@µd�J¤~�1£yª

x
§X£
y
ªS§i¢y�B�1£2·�Â��� J¶W¤~»1¬�§X¶r§\�1£5·�¤aªk´P�B¤a�1£yª@ªS¤

dT (x, y) > ε
²D J¬ºªS§\��ªl�JÐ

x
§X£
y
¢y§XªQ£y§X¢y�B�1£

ªS¹\µ� =¢y¹\ª^£y�B¬�£W =¬ �a�B��Á ·�§¥��À �B¡�ªS§X¢y¦J =£y¤a�B� ¾ � �aªrªS§X¢y�J�1£º J¬ �X�B�1£S¢L J¤8¢y§Í¤a¶Wµd�BªSªS¤a¡��a§\ªWÄ�·�¤aªQ£y¤a��ÁJ¬�§X¢WÄ���À ¹\�L©�§\�a�a§
T
ªS¤
dT (x, y) < ε

µN *¢y�\§_»D¬�§r£S¢y�Bµ"·�§W£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ª�§\�1£S¢y§
x
§X£
y
ªS§_µ�¢y��·�¬�¤aªS§\�1£sµn§X�N·� J�1£s��À �J¡�ªS§X¢y¦J *£y¤a�B�

Y 
���\
pt(x) = peq(x) +

∑
j≥1

cj(p0)e−t/τj qj(x) ≈ peq(x) +
∑i

j=1
cj(p0)e−t/τj qj(x) k�q,]Et�n�^ t À τi+1

\
� g{n�x2sfefsf]Pa4g/x;e~a|`j^[e~a6x2sfh!g qj(x) = peq(x)Aj(x) �>�!a4e~a4i�ef^�efh!`j]_t�n�^�e~a|k ��g$a4d3sft�n�^3]Pa6x2sf]�
�a4s x;e~a|m,h!g�k�s x2sfh!g�k�^�i�sfe~a4g
k�lRxPa4sfefefl!��^Rx:ef^�
�a!s x�t�n�^ Aj(x) ≡ aj k$a4g�]:e~a;`jl��!sfh!g X

(i)
a1...ai

��sfe-��sf^,g/x �
pt(x) ≈ peq(x) [1 +

∑i

j=1
cj(p0)e−t/τj aj ] = C(X

(i)
a1...ai

, p0, t) peq(x)
\



��� �E���
���5� � � ���Y� ��� � � ��� � �	���Y"s�U���#���Q�������¡�#�3�	�^�5� �����

ªS¤F¡�¤a§\��»1¬�§s��À §X��¢y§\ÁJ¤~ªQ£S¢y§X¶W§\�1£.²�ªS¤±�B���a§^¦D¤aªS¬N J�a¤aªy J¤8£s·� J��ª���À §\ªSµ� J�\§W·�§\ª��\�J��¿�ÁB¬�¢L *£y¤a�B��ª\²�ªS§i¢L J¤8£�¬���§�Á=¢y�BªSªS§
£L J�L©�§s¢y§\�\�J¬�¦1¢L J�1£

x
§X£
y ¾ ®,�B¬�¢�¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£y§X¢��U W¢y¹. J�a¤8£y¹^£y§\�a�a§r»1¬0À �B���|À �J¡�ªS§X¢y¦B§W =¬�Ã�¹\�L©�§\�a�~§Xª�·�§s£y§\¶Wµ�ª T ²�B�º�\�B��ªQ£S¢y¬�¤8¢L s·��J���Y¬���§YµN =¢S£y¤8£y¤a�B�_·�§ X §\�º¡d�B¬��a§\ª BT (r = ε)

­�¡d�J¬��a§\ª@·�§f¢L \Â1�B�
ε
µd�J¬�¢l�U s·�¤~ªQ£L =���\§

dT
³ ¾��¤a¦9§X¢yªF�L©��J¤8Ã^µd§X¢y¶W§i£S£y§\�1£F·�§2¶W§i£S£S¢y§@§\� �V¬�¦1¢y§@�\§2µ�¢y¤a���X¤~µd§f»1¬� J�a¤8£L =£y¤8¼ ¾9Å �B¬�ªF§X�rµ�¢y�Bµd�BªS�J��ªe§X£e�\�J¶WµN =¢y�J��ª·�§X¬�ÃnÎ��a§s¶W¹X¢y¤8£y§s·�¬Êµ�¢y§\¶W¤a§X¢Y�i©��B¤8ÃÊ§\ªQ£;ªy W�a¤aªS¤a¡�¤a�a¤8£y¹B²�§X�Ê£y§X¢y¶W§\ªb·�§sªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§s·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§V·�§���À §XªSµN J�X§^·�§µ�©� JªS§/�0�~§W¶W¹X¢y¤8£y§W·�¬�ªS§\�\�B��· §\ªQ£s�~ ÊªS¤a¶Wµ��~¤a�\¤8£y¹º·�§rªy Í¶º¤aªS§r§\� �V¬�¦1¢y§ ¾�Å �J¬�ª�¶W�B�1£S¢y§i¢y�B��ª�»1¬�§^�\§\ª�·�§\¬�Ã�L©��B¤8ÃrªS�J�1£l§\�r¼� =¤a£@¹\»D¬�¤a¦J J�a§\�1£yª\²9�\§b»1¬�¤�µd§X¢y¶W§i£S£S¢L V·nÀ  *£S£y§\¤a�N·D¢y§b·�§2¼k �(\�J�_ªy =£y¤aªQ¼k J¤~ªy J�1£y§b�|À �J¡�´Q§\�i£y¤a¼'»D¬�§f���B¬�ª¦9§\���B��ªY·�§V���B¬�ª2¿�Ã�§X¢ ¾


 ;/'5@/L9K �FA�'���G�K9H %EA(';'�O�D�)QA�'+��A�� @�AEO�D�' � D G�� DFA�'�� 
�LFO��FC�A
�b¬�¦D¬^·�§\ªFµ�¢y�Bµ�¢y¤~¹i£y¹\ªFªSµd§\�X£S¢L =�~§Xª5·�§\ª±¹.»1¬N *£y¤~�J��ª±¶º 21~£S¢y§\ªSªS§\ªF©�¤~¹i¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§\ª±§X£5·�§@�~ ;ªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§@µ� =¢S£y¤a�\¬��~¤a¸X¢y§
·�§^�a§\¬�¢yªV¦9§X�X£y§\¬�¢yªVµ�¢y�Bµ�¢y§Xª�Ä¥Á9 =¬��L©�§

(Aj)j
²��\�J��ªQ£L =�1£yª�ªS¬�¢s·�§Xª�¢y¹\ÁB¤a�J��ª�§\�1£y¤a¸X¢y§\ª�·�§^��À §\ªSµN =�\§º·�§^µ�©� JªS§B²¬���§V·�¹X¿���¤8£y¤a�B�Íµd�JªSªS¤~¡��a§�§\ªQ£.Î

δk(x, y) = sup
j≤k

|Ak(x) −Ak(y)| ­ � �9³

' ��  δk ≤ δk+1
·��J���^�~ ¥·�¤aªQ£L J���\§

δk
ªS¹\µ� =¢y§X¢L Í·nÀ  J¬�£L =�1£Vµ��a¬�ª;¿N��§X¶W§\�1£;��À §\ªSµN =�\§º·�§^µ�©� JªS§r»1¬�§

k
ªS§X¢L ÁJ¢L =�N· ¾ °FÀ  =�N =�aÂ�ªS§r»1¬� J�a¤8£L =£y¤a¦9§^·�§\ª;µ� =¢S£y¤8£y¤a�B��ª [X (i)

a1...ai ]a1...ai

¶W�J�1£S¢y§�»1¬�§
δi
§\ªQ£��~ _·�¤aªQ£L J���\§�µd§X¢S£y¤a��§\�1£y§

 J¬�Ã^£y§\¶Wµ�ª
t ≤ τi ¾ �b¬�Ã�£y§X¶Wµ�ª tÀ τi+1

²1�J�º��§b·�¤aªQ£y¤~��ÁB¬�§bµ��a¬�ª\²D·�¬Wµd�B¤a�1£@·�§f¦�¬�§Y·�Â��N =¶W¤U»1¬�§B²J�|À  =µ�µN *¢S£y§XÏ�N =���\§Y J¬�Ã^¢y¹\ÁJ¤~�J��ª X (i+1) ­��\§X¢S£L J¤a��§\ªl�B�1£e¼k¬�ªS¤~�J����¹;·�¬r¼� =¤8£2·�§2£S¢y�BµW���J¶^¡�¢y§X¬�ªS§\ªF£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ªl§\�1£S¢y§Y§\�a�a§\ªL³ ¾°' �µ��a¬�ªeµd§X£y¤8£y§2¦B =�a§\¬�¢
kmin

·�§
i
µd�B¬�¢5�~ B»1¬�§\�a�~§

δk(x, y)
§\ªQ£l Jµ�µ�¢y¹X�\¤~ J¡��a§Y¦J ;ªSµd¹\�\¤8¿�§X¢l��À �J¢L·D¢y§

i = kmin−1·�§@�~ �µ��~¬�ªFµd§X£y¤8£y§@¢y¹\ÁJ¤~�J�W�\�J�1£y§\�N =�1£
x
§X£
y
�9 J¬��\¬���§l¢y¹\ÁB¤a�B� X (i+1) ��§2�\�J�1£y¤a§\�1£5 J�a�J¢yª5Ä;�~ ;¼k�J¤aª x §X£ y ¾ °FÀ ¤a��Ï£y¹X¢yÌX£�·�§s�\§i£S£y§s¼� =¶W¤a�~�a§

(δk)k
·�§�·�¤aªQ£L J���\§\ª;§\ªQ£V·��B����·nÀ ÌX£S¢y§��� =£y¬�¢y§X�a�~§X¶W§\�1£� JªSªS�1�X¤~¹X§WÄº�~ W¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£L *£y¤~�J�

©�¤a¹X¢L *¢y�i©�¤~»D¬�§;·�§b��À §\ªSµN =�\§V·�§bµ�©� JªS§b§\�º£y§i¢y¶W§\ª@·�§\ª@µ� =¢S£y¤8£y¤a�B��ª2§X¶^¡d�"1~£y¹\§Xª
[X (i)

a1...ai ]a1...ai ¾ °FÀ ¤a���\�B�D¦9¹X��¤a§\�1£¶º *´Q§X¬�¢5·�§2�\§X£S£y§Y·�¹i¿N��¤a£y¤a�J�W§XªQ£@»1¬�À §X�~�a§f§XÃ�¤aÁB§f¬���§Y =�N =�aÂ�ªS§fªSµd§\�X£S¢L J�a§Yµ�¢y¹. J�~ J¡��a§b·�§2�U �¶º =£S¢y¤a�\§
R
§X£l»1¬0À §\�a�a§�0À  Jµ�µd�J¢S£y§�¿��N =�~§X¶W§\�1£2¢y¤a§X��·�§�µ��~¬�ª ¾


 ;/'5@/L9K �FA�'
;>KF@�DF; K�'�� N�O�A('
(dT )T

7 ��§V·�¹i¿N��¤8£y¤a�B�¥¢y¹\ J�a¤aªy J�1£;¶W¤a§\¬�Ãº���Bªf�J¡�´Q§X�X£y¤8¼kªb§XªQ£b�~ ^ªS¬�¤a¦J =�D£y§JÎ
dT (x, y) = sup

u∈X

|RT
ux −RT

uy|
­ � 9J³

�e�"§&3n§X£.²F§X�~�a§Í��§º¢y§.»1¬�¤a§X¢S£rµN =ªW·nÀ §�3n§\�X£y¬�§i¢º =¬ µ�¢y¹\ J�~ J¡��~§Í¬���§Í =�N =�aÂ�ªS§ÍªSµd§\�i£S¢L J�a§�·�§¥�~ �·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§B²,��¤
·�§��L©��B¤aªS¤8¢VÄW��À  .¦J =���\§s�~§s���B¶�¡�¢y§�·�§�¶W�D·�§\ªY�a§\�1£yªbµd§X¢S£y¤a��§\�1£yªbÄW¬���§�¹\�L©�§\�a�a§^·�§V£y§\¶Wµ�ªb·��B����¹\§BÎN�a§s�. J�a�\¬��·�§

dT (x, y)
·�§\¶º =�N·�§ÍªS§\¬��a§\¶W§\�1£º·�À ¤8£y¹X¢y§X¢

R ¾ ¨l§X£S£y§�·�¤aªQ£L J���\§ dT
¶W§\ªS¬�¢y§Í�a§Ê¢y§X�\�B¬�¦D¢y§X¶W§\�1£�­ �(,�*���. -���³

 J¬Ê£y§\¶Wµ�ª
T
·�§\ª;·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��ªb¤aªSªS¬�§XªV·�§\ª;·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��ª;µd�J���X£y¬�§\�a�~§Xª;�a�1�. J�a¤aªy¹\§\ª;¢y§\ªSµd§\�i£y¤~¦B§\¶W§\�1£b§X�

x
§X£§\�

y ¾ �F�~�a§_§XªQ£^¡d�=¢y��¹\§WªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢y§\¶W§\�1£�µN =¢ ÉB¾ ' � �i©��B¤aªS¤8£^¬�� ªS§\¬�¤a� ε �\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·� J�1£^ÄÊ�X§_»D¬�À �B�Çµd§\¬�£�\�B��ªS¤~·�¹X¢y§i¢^�X�B¶W¶W§^¬���§rµ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹º��¹\ÁJ�~¤aÁB§\ J¡��~§ ¾I* ¤ dT (x, y) < ε
²'�B� ��§rµd�B¬�¢S¢L Í·�¤aªS�X¢y¤a¶W¤a��§X¢s��À �J¢y¤aÁJ¤~��§

x
�J¬

y
·�§Í��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B� ­�ªQ£y�1�L©N JªQ£y¤~»1¬�§.³r·��J�1£W�B�
�J¡�ªS§X¢y¦B§Ê�a§Í¢y¹\ªS¬��8£L =£_Ä���À ¤a��ªQ£L =�1£

T
Îe�a§\ªWµn�J¤a�1£yª

x
§i£
yªS�B�1£¥·�Â��N =¶º¤~»1¬�§\¶r§\�9£W¤~��·�¤aªS�\§X¢y�� J¡��~§Xª ¾M' �   limT→∞ dT (x, y) = 0

²lµ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹�¢y§��N¹X£L =�1£¥��À ©1Â�µn�=£y©�¸XªS§
·�À ¤8¢S¢y¹.·�¬��X£y¤a¡�¤a�a¤8£y¹2·�§

R
§X£±�~ b�\�J�D¦9§X¢yÁJ§\���X§2·�§5£y�J¬�£y§@·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B�s¤a��¤8£y¤~ J�a§2¦B§X¢yª,�~ ;·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B�sªQ£L =£y¤a�B���N =¤a¢y§JÎ

limT→∞RT
ux = q0(u) ¾ �F�
µ�¢L =£y¤~»1¬�§B²F�J�
µd§\¬�£r§\ªQ£y¤a¶W§X¢ R Ä�µ� =¢S£y¤8¢º·�§Í·��B����¹\§Xªr§XÃ�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L J�a§\ªÍ­�¬���§£S¢L *´Q§X�X£y�B¤8¢y§*³s§X� ªS¬�µ�µd�Jªy J�1£��a§W¢y¹\ÁB¤a¶W§ºªQ£L *£y¤~�J���� J¤8¢y§¥ =£S£y§\¤a�1£ ¾ � �5§\ªQ£�§\� ÁJ¹\��¹X¢L J�lµ�¢y¹X¼H¹X¢L J¡��~§_·�À §\ªQ£y¤a¶W§X¢��a§\ª¤8£y¹X¢y¹\§\ª

RT ·�¤8¢y§\�i£y§\¶W§\�1£rÄ�µN *¢S£y¤a¢W·�§¥�~ �£S¢L *´Q§\�i£y�B¤8¢y§Êµ��a¬�£��=£W»1¬0À §\�"¤8£y¹X¢L J�1£ R ­��X§Ê»1¬�¤@¶^¬��8£y¤~µ��a¤~§i¢L J¤8£W�a§\ª§X¢S¢y§\¬�¢yªL³ ¾�' �Vµd§\¬�£'§\�s·�¹.·�¬�¤8¢y§e�~§Xª±·�¤~ªQ£L =���\§Xª dT (x, y) ¾�� �B¼k J¬�£,ªS�B¬��~¤aÁJ��§X¢F»1¬�§F�a§\ª'�\�B��¿NÁB¬�¢L =£y¤a�B��ª u ¢L =¢y§\¶W§X�1£ =£S£y§\¤a�1£y§\ªº·�§\µ�¬�¤aª
x
§i£
y
²5µd�B¬�¢º�a§\ªy»1¬�§\�a�a§\ª_��À §\ªQ£y¤a¶º =£y¤a�J� ·�§

RT
ux

§X£
RT

uy

¢y¤~ªy»1¬�§�·�À ÌX£S¢y§Í£S¢y¸\ªº¶º =¬�¦J J¤aªS§B²�0À ¤a�1£y§X¢y¦D¤a§\����§\�1£fµ� JªY·� =��ª
dT (x, y) ¾

� N	O�;���L )QAEK �FA H9A('
H�;/'5@/L9K �FA�'
(δj)j

AE@
(dT )T
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� �9¼� =¬�£F¶º =¤~�1£y§X�N J�1£'¶W�B�1£S¢y§X¢±»1¬�§ dT
·��J����§5§&3n§\�i£y¤~¦B§\¶W§\�1£± =�\�\¸\ªF J¬�ÃV¢y¹\ÁB¤a�J��ªe»1¬� JªS¤8Ï ¤~�D¦J *¢y¤U =�1£y§\ª±§i£±¼H�B¬�¢y��¤8£

 J¤a��ªS¤�¬���§;µ�¢y�1�\¹\·�§\¬�¢y§�·�§V¶W¤aªS§�§X� �V¬�¦1¢y§b£S¢y¸\ªfªS¤a¶Wµ��a§�µd�B¬�¢f§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§X¢Y��À �=¢yÁ9 J��¤aªy J£y¤a�B��©�¤a¹X¢L *¢y�L©�¤~»1¬�§V·�§��~ 
·�Â��N =¶W¤~»D¬�§V·� J��ªb�|À §\ªSµ� J�X§r·�§�µ�©N =ªS§ ¾ �F��·nÀ  =¬�£S¢y§Xªb£y§X¢y¶W§\ª\²N¤a�'¼� =¬�£;¶W�B�1£S¢y§X¢b��À ¹.»1¬�¤a¦J J�a§\���\§^·�§\ª;·�¤aªQ£L J���\§\ª
(dT )T

§X£b·�§\ªY·�§\ªY·�¤aªQ£L =���\§Xª
(δj)j ¾ �F�Í¢y§Xµn�=¢S£L J�1£Y�~ r·�¹X�\�B¶Wµd�JªS¤a£y¤a�J�ÊªSµd§\�X£S¢L =�a§s·�§ R ²�¤a�0¦D¤a§\�1£.Î

dT (x, y) = sup
u∈X

|
∑

j≥1

λT
j qj(u)[Aj(x) −Aj(y)] |

­ � X9³

' �Í§X��·�¹.·�¬�¤8£2£y�B¬�£b·nÀ  =¡d�J¢L·¥�|À ¤a��¹XÁ9 J�a¤8£y¹B²dµd�B¬�¢f£y�J¬�£f§\�1£y¤a§X¢ i Î
dT (x, y) ≤

∑

j≥1

|Aj(x) −Aj(y)| e−T/τj ||qj ||∞
­ �/� ³

≤ δi(x, y)

(
i∑

j=1

||qj ||∞ e−T/τj

)
+ O

(
e−T/τi+1

) ­ É ÑBÑ9³

¼k�J¬�¢y��¤aªSªy =�1£f¬���§Y¢y§\�~ *£y¤~�J�Í§X�1£S¢y§b�~§Xªf·�§\¬�ÃW·�¤aªQ£L J���\§\ª
dT
§i£
δi
�a�=¢yªy»D¬�§;�a§b¢y§\ªQ£y§b§\ªQ£2��¹XÁB�a¤aÁB§. =¡��a§B²� J¬�£S¢y§X¶W§\�1£

·�¤8£f�~�=¢yªy»1¬�§
T À τi+1 ¾�� �D¦9§X¢yªS§\¶W§X�D£.²Dµd�J¬�¢2£y�B¬�£ u Î

−dT (x, y) ≤
∑

j≥1

λT
j qj(u)[Aj(x) −Aj(y)] ≤ dT (x, y)

­ É Ñ É ³
�e�Í¶�¬��8£y¤aµ��a¤~ J�1£fµ� =¢

Ai(u)
§X£f§\�ÍªS�B¶W¶º J�1£@ªS¬�¢

u
²�§\�Í¬�£y¤~�a¤aªy J�1£b»1¬�§ ∑

u∈X
qj(u)Ai(u) = δij

²�¤a�0¦D¤a§\�1£.Î
e−Tτi |Ai(x) −Ai(y)| ≤ dT (x, y)

∑

u

|Ai(u)|
­ É Ñ9ÈB³

�e�Ê·nÀ  =¬�£S¢y§\ª2£y§i¢y¶W§\ª\²
|Ai(x) −Ai(y)| ≤ dT (x, y) ||Ai||1 eT/τi et δi(x, y) ≤ dT (x, y) sup

j≤i

(
||Aj ||1 eT/τj

) ­ É Ñ/�9³
¨l§X£S£y§�¤~��¹\Á9 =�a¤a£y¹�¼k�J¬�¢y��¤8£b¬���§�¡d�=¢y��§����B�Í£S¢y¤a¦D¤U =�a§sµd�B¬�¢Y�~§Xªbµ�¢y§\¶W¤a§X¢yªf¦9§\�X£y§X¬�¢yªYµ�¢y�Bµ�¢y§\ª\²�£L J�1£b»D¬�§

T ≤ τi ¾�e�"���J£L =�1£
i(T )

�~ �µ��a¬�ªrÁ=¢L J�N·"¦J =�~§X¬�¢W·�§
i
£y§X�~�a§Ê»1¬�§

T ≤ τi
²F�J� µd§\¬�£^¹\���B���X§X¢W�a§¥¢y¹\ªS¬��8£L =£WªS¬�¤a¦J =�D£.Îµd�B¬�¢f£y�B¬�£

j ≤ i(T )
²�¤a�0§XÃ�¤aªQ£y§V¬��¥§\�1£y¤a§X¢

j(ε, T )
£y§\�0»D¬�§��~ ^µN =¢S£y¤8£y¤a�B�Ê§X�Ê¡d�J¬��a§\ª

BT (ε)
·�§�¢L \Â1�J�

ε
­�µd�J¬�¢

�~ �·�¤aªQ£L J���\§
dT
³VªS�J¤a£�¹.»1¬�¤a¦J J�a§\�1£y§ºÄÊ�~ Êµ� =¢S£y¤8£y¤a�B� §\� ¢y¹XÁB¤a�B��ª

(X (j)
a )a

²8+ 0 *�0'ÄÍ�U Êµ� =¢S£y¤8£y¤a�B�" =ªSªS�D�X¤~¹X§ÍÄÊ�~ 
·�¤aªQ£L J���\§

δj ¾ °eÀ ¹.»1¬�¤a¦J J�a§X���\§2·�§\ªF·�¤~ªQ£L =���\§Xª (dT )T
§X£

(δj)j
��À §XªQ£e·��B���lµN Jª±ªQ£S¢y¤a�X£y§B²J¶º =¤~ª,�a§\ªe·�§\¬�ÃV¤~��¹\Á9 =�a¤a£y¹Xª»1¬�§f���J¬�ª5¦9§\���B��ªl·�§b·�¹X¶W�B�1£S¢y§X¢5ªS¬�ËWªS§\�1£@Äs =ªSªS¬�¢y§X¢2»1¬�§f�a§\ªlµN =¢S£y¤8£y¤a�B��ª@ JªSªS�1�\¤a¹\§\ª2ªS§X¢y�J�1£@�a§\ªl¶WÌ\¶W§\ª\²9 .¦9§\�

¬��¥µd§\¬Ê·�§ ���B¬Í�a¤a¹� J¬¥¼� J¤8£;»1¬�§��a§\ªf¢y¹XÁB¤a�B��ªb§X�a�~§XªQÏo¶WÌX¶º§Xª2ªS�B�1£Y�\ =¢L J�X£y¹i¢y¤aªS¹\§\ª� .¦B§\�V¬���§��X§X¢S£L J¤a��§�£y�B�a¹X¢L =���\§
­���À  *¢y¡�¤8£S¢L J¤8¢y§���§�µd�J¢S£L J�1£Y»1¬�§�ªS¬�¢b·�§\ªf�\�J��¿NÁJ¬�¢L *£y¤~�J��ªb·�§;¼� J¤a¡��~§�µ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹*³ ¾�� J��ªe�X§Y»D¬�¤�ªS¬�¤a£.²B���B¬�ª5 J�a�a�B��ªl§XÃ�µ��~�J¤8£y§X¢l�X§X£S£y§f¹.»1¬�¤a¦J J�a§\���\§fÁB¹X��¹X¢L =�a¤~ªS¹X§�·�§\ª5·�¤aªQ£L J���\§\ª

(dT )T
§i£

(δj)j
²§X£��\§\�a�a§W·�§\ª;£y�Jµd�B�a�BÁJ¤~§Xªs JªSªS�1�\¤a¹\§\ª ¾ �e�a�a§r¦J º���B¬�ª�µd§X¢y¶W§i£S£S¢y§�·�§s£S¢L .¦J J¤a�a�a§X¢s .¦9§X�^�a§\ªV·�¤~ªQ£L =���\§Xª (δj)j

µd�J¬�¢
¹X£L J¡��a¤a¢r�a§\ª^¢y¹XªS¬��8£L =£yª\²F§\�"ªy J�L©� J�1£W»1¬�§_�a§\¬�¢r¶W¤aªS§_§\� �V¬�¦1¢y§ºµ�¢L =£y¤~»1¬�§ºµn�J¬�¢S¢L �ªS§_¼� =¤a¢y§J²e¡d§. J¬��\�B¬�µ"µ��a¬�ª�\�B¶W¶W�D·�¹\¶W§X�1£.²,§\� ¬�£y¤a�a¤aªy J�1£º�a§\ªW·�¤aªQ£L J���\§\ª

(dT )T
µ�¬�¤aªy»1¬�§_�~§XªW¤a��¹\ÁB J�a¤8£y¹\ªºµ�¢y¹\�X¹.·�§X�1£y§\ªrµd§X¢y¶W§X£S£y§\�1£^·�§

£S¢L B·�¬�¤8¢y§V�a§\ªf©1Â�µd�=£y©�¸\ªS§\ª2§X£f¹\���J���\¹Xªb·�§V��À ¬��Ê»1¬�§X�~�X�B�N»1¬�§V·�§XªY·�§\¬�Ã_�. J·�¢y§\ªYÄ^��À  J¬�£S¢y§ ¾
0º��� � 0s�����=�\�1�S�N�*�N���0�|��� 6'�d�0�W�94a�����'� �B� 6'� � ���N�\�

�e� ¢y¹\µd�B��ªS§�Ä �~  µ�¢y�B¡��a¹X¶_ *£y¤~»D¬�§Í§XÃ�µd�BªS¹\§� J¬ ÆÍ¨ ¾~É ²'´P§�¦J J¤aªº¶W�B�1£S¢y§i¢_»1¬�§Í�~  ªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§Ê©�¤~¹i¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§·�§r��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�Ç§\��ÁJ§\�N·D¢y¹\§rµN =¢�¬���§^¶º =£S¢y¤a�\§rªQ£y�1�i©� JªQ£y¤~»1¬�§W¤8¢S¢y¹.·�¬��X£y¤a¡��~§W»D¬� JªS¤8Ïo·�¹\ÁJ¹\��¹i¢y¹\§W�\�J�N·�¬�¤8£�Ä¥¬���§
·�¹i¿N��¤8£y¤a�B���N =£y¬�¢y§\�a�a§2§X£e�\�J��ªQ£S¢y¬��X£y¤a¦9§2·�§\ª±¶º J�X¢y�1¹X£L *£yª ¾BÅ �J¬�ª±�B¡�£y¤~§X�N·D¢y�B��ª±µN =¢F�~Ä=Ï ¶WÌ\¶W§l¬���§@·�¹X¿���¤8£y¤a�B��+�!/)
,*��+ !/'86�#&% *,·�§\ª'µN *¢L J¶W¸X£S¢y§\ª,·�À �=¢L·�¢y§5§X£±¬���§5�\ =¢L J�i£y¹X¢y¤aªy =£y¤a�9�r»1¬� J�1£y¤8£L =£y¤a¦9§5·�¬s»1¬N J�a¤8¿N�\ =£y¤8¼
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¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§
)) ¾
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°0§\ªYµ�¢y¤a���\¤aµd§\ªYÁB¹\��¹X¢L J¬�Ã�·nÀ ¬��Ê�X�9 =¢yªS§iÏoÁ=¢L J¤a��¤a��ÁÍ =���i¢y¹�·�§V¼k �(\�J��¤a�1£S¢y¤a��ªS¸.»1¬�§�·� =��ªY�~ W·�Â��N =¶W¤~»D¬�§�·�¬ÊªQÂ�ªQÏ£y¸\¶W§_ªS�B�1£W�a§\ªWªS¬�¤a¦J J�1£yª\ÎF�B¬�¢WÌX£S¢y§Í�X�B©�¹i¢y§\�1£ºÄ�¬���§¥¹X�i©�§\�a�a§�·�§_£y§\¶Wµ�ª

τ
²e�a§Ê·�¹X�\�B¬�µN =ÁB§Ê·�§¥��À §\ªSµN =�\§�·�§
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µ�©� JªS§ X §X��¶º =�X¢y�1¹X£L =£yªV·��J¤8£V£y�J¬�£�·nÀ  J¡d�J¢L·�ÌX£S¢y§�£y§\�e»1¬�§ τ À τm
�JÐ

τm
§XªQ£��a§�£y§\¶Wµ�ª;·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢L *£y¤~�J�

·�§Xªf¶W¤a�X¢y�1¹X£L =£yªYÄ���À ¤a�1£y¹X¢y¤a§X¬�¢;·nÀ ¬��¥¶WÌ\¶W§b¶º J�X¢y�1¹X£L *£s­k¢y§\�~ *Ã� *£y¤a�B��·�§Xªf¦J =¢y¤~ J¡��a§\ªf¢L Jµ�¤~·�§\ªL³���¤a��¼k J¬�£Y§X��ªS¬�¤a£y§
»1¬�§

τ ¿ τM
�JÐ

τM
§\ªQ£Y�~§�£y§\¶Wµ�ª2�\ =¢L J�X£y¹i¢y¤aªQ£y¤U»1¬�§�·�§�£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�Ê§\�1£S¢y§�·�§\¬�Ãº¶º J�X¢y�1¹X£L *£yªs­�¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�Ê·�§\ª¦J =¢y¤~ J¡��a§\ªr�a§\�1£y§\ªL³ ¾�� �@§\ªQ£r·��B���_��¹X�\§\ªSªy =¤a¢y§Ê»1¬�§ τm ¿ τM

²F =¬�£S¢y§\¶W§\�1£�·�¤8£r»1¬0À ¤a�lÂ  J¤8£r¬���§º��§X£S£y§ºªS¹\µN *Ï
¢L =£y¤a�B� §\�1£S¢y§r�a§\ª�¹\�L©�§\�a�a§\ª�·�§^£y§\¶Wµ�ªV·�§^¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B� ·�§\ªs·�§\ÁJ¢y¹Xªs·�§r�a¤a¡d§X¢S£y¹W¶W¤a�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ªV§X£��\§\�a�a§\ª�·�§\ª¦J =¢y¤~ J¡��a§\ª2�a§X�D£y§Xª\²DªS�B¬�¦B§\�1£@�X�B�a�a§\�X£y¤a¦9§\ª\²�»1¬0À ¤a�dª\À  JÁJ¤8£Y·�§Y¼k J¤8¢y§;¹\¶W§X¢yÁB§i¢@§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£lµd�B¬�¢@�a§\ª2 =ªSªS�D�X¤~§i¢b =¬�Ã
µN *¢L J¶W¸X£S¢y§\ªl·nÀ �J¢L·�¢y§JÎ1¬��W�\�B =¢yªS§XÏ Á=¢L J¤a��¤a��Á�µd§X¢S£y¤a��§X�1£lµ�¢y¹\ªS¬�µ�µd�BªS§Y¬���§fªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§Y©�¤~¹i¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§b·�§Y�~ s·DÂ��� =Ï¶W¤~»D¬�§@·� J��ªF��À §\ªSµN =�\§Y·�§@µ�©N =ªS§B²B»1¬0À ¤a��§XÃ�µ��a�B¤8£y§@§X£5»1¬�À - � �('#, *���+*�(��+�¤a�D¢y§���¸X£y§ ¾Y* ¤ τm < τ < τM

²J�B�r b¡�¢y¤aªS¬�¢y§
·�À §X¢yÁJ�D·�¤a�\¤8£y¹; =µ�µ� =¢y§\�1£y§Y =¬�Ãs£y§\¶Wµ�ª

τ
§X£5�a§\ª5¶º =�X¢y�1¹X£L =£yªe��§2�\�B¶W¶�¬���¤~»1¬�§\�1£±µN Jª5�B�\§fªS�B�1£l·�§Xª5§X�1£y¤a£y¹Xª5¡�¤a§\�

ªS¹\µ� =¢y¹\§\ª\², J¬ ªS§X¤~�Ç·�§Xªy»D¬�§\�a�a§\ª��~ Ê·�Â��N =¶W¤U»1¬�§�§\ªQ£�ªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§ ¾ ¨l§W�0À §\ªQ£s»1¬0À Ä¥µN *¢S£y¤8¢�·�§ τ > τM
»1¬0À �B��B¡�ªS§X¢y¦9§^·�§\ªb£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ª�§X�1£S¢y§��a§\ª;¶º J�X¢y�1¹X£L *£yª\²n�\�B��·�¬�¤aªy J�1£VÄº¬���§s¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢L =£y¤a�B��ªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»1¬�§^ J¬�ÃÍ£y§\¶Wµ�ª

τ À τM
²��BÐÍ¤a�0��À Â¥ ^µ��~¬�ªf�a¤a§\¬0²�·�¬Íµd�J¤~�1£Y·�§�¦D¬�§V·�§��U r·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§B²�·�§V·�¤aªQ£y¤a��ÁJ¬�§X¢b·�§\ªf¶º J�i¢y�D¹i£L =£yª ¾

Å �B¬�ªr .¦9�J��ª�¦�¬" =¬ Æº¨ ¾ È�»1¬�§_·� =��ª��~§¥�\ Jªr·�À ¬���§_¹.»1¬N *£y¤a�B�"¶º 21~£S¢y§\ªSªS§¥©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§_µ�¢y¹XªS§\�1£L J�1£ n¦J J�a§\¬�¢yª,µ�¢y�Bµ�¢y§Xª
λi = e1/τi

µ�¢y�1�i©�§\ª,·�§ É §X£,¡�¤a§\��ªS¹\µ� =¢y¹\§Xª\²k+ 0 *�0X£y§\�a�a§\ª±»D¬�§ τi+1 ¿ τi
µd�B¬�¢

i = 1, . . . , n
².�B�

�B¡�£y§\�N =¤a£5¬���§f©�¤a¹X¢L *¢y�L©�¤a§b·�§fµN *¢S£y¤8£y¤~�J��ª X = ∪aX
(i)
a
­ ´Q§Y���J£y§Y·�§2¼k �(\�J�_ J¡�¢y¹XÁB¹\§

a
��À ¤a��·�¤a�\§

(a1, a2 . . . ai)
³ ¾

� �N§XªQ£@¤~¶W¶W¹\·�¤~ =£l·�§Y¦9¹X¢y¤8¿N§i¢2»1¬�§f�L©N J�X¬���§b·�§Y�\§\ªlµN =¢S£y¤8£y¤a�B��ªl¢y§X¶Wµ��a¤8£l�a§\ª2·�§\¬�Ã^�\�B��·�¤8£y¤a�B��ª@�X¤aÏo·�§\ªSªS¬�ª\²DÄs·�§\ª¹\�L©�§\�a�a§\ªb·�§�£y§\¶Wµ�ª2ªS¬��\�\§\ªSªS¤a¦B§\ª\Î
µd�J¬�¢f�U ^µ� =¢S£y¤8£y¤a�B� X = ∪aX (i)

a
²
τm = τi+1

§X£
τM = τi�b¬�Ã¥¹X�i©�§\�a�a§\ª

t < τi
²N�~ W·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�

(pt)|X(i)
a

¢y§XªQ£S¢y§\¤a�1£y§�Ä^��À ¬���§�»1¬�§\�a�\�J�N»1¬�§V·�§\ª2¢y¹\ÁB¤a�B��ª
X

(i)
a
§\ªQ£b¡�¤a§\�

¤a�D¦B *¢y¤~ J�1£y§Í§X£Wµd§X¬�£rÌX£S¢y§Í¬�£y¤~�a¤aªS¹\§Êµd�B¬�¢º·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§i¢r�a§\ªW�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��a§\ªW¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§\ª ¾ � �@¼� J¬�£_ *£S£y§\�N·D¢y§
t À τi

µd�J¬�¢r»1¬0À ¤a�lªS§¥µ�¢y�D·�¬�¤aªS§¥ =ªSªS§5�Ê·�§º£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ª^§\�1£S¢y§º�\§X¢S£L =¤~��§\ªr·�§º�\§\ª�¢y¹XÁB¤a�B��ª
X

(i)
a
µd�B¬�¢^ *¦B�B¤8¢

¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢L =£y¤a�J�0ÎD§\�a�a§\ª@¦9�J�1£@ J�a�J¢yªl¼k�=¢y¶W§X¢@¬���§f¢y¹XÁB¤a�B�
X

(i−1)
b

¤a��¦J *¢y¤~ J�1£y§b§X¢yÁJ�D·�¤~»1¬�§;ÄV�\§X£S£y§b���B¬�¦9§\�a�a§b¹\�L©�§X�a�~§·�§V£y§\¶Wµ�ª
τi−1 ¾ ¨l§X£�¹X���B���\¹�»1¬N J�a¤8£L =£y¤8¼5µd§\¬�£bÌX£S¢y§s§XÃ�µ��a�B¤8£y¹�·�§V¼� �(X�B��µ��~¬�ªY¼k�=¢y¶W§\�a�~§�·� J��ªb¬���§sµ�¢y�1�\¹.·�¬�¢y§·�§W�\�B =¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��¤a��Á�·�§W�U �·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§ ¾ ¨bÀ §\ªQ£^§\� ¼� =¤8£^¬���§r¼� =¶º¤a�a�a§¥·�§W�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��¤a��ÁBªÍ­�¤~��·�§iÃ�¹X§WµN =¢ i ³»1¬�§¥���B¬�ªº =�a�~�J��ªº¤a�1£S¢y�D·�¬�¤a¢y§J²l J·� =µ�£y¹Í�i©� J�\¬�� Ä���À ¬���§Ê·�§\ªrµN *¢S£y¤a£y¤a�J��ª X = ∪aX (i)

a
²5µd�J¬�¢

i = 1 . . . n ¾°eÀ ¹.»1¬�¤a¦J =�~§X���\§_·�§\ª�·�¤aªQ£L J���\§\ª�¶W�B�1£S¢y¹\§º J¬
ÆW¨ ¾ ��¶W�J�1£S¢y§º»D¬�§º�a§Xª^¶WÌ\¶W§XªV¼k�=¢y¶^¬��~§Xª^·�§º�X�9 =¢yªS§XÏ Á=¢L J¤a��¤a��Áµd§\¬�¦B§\�1£�£y�J¬�£s =¬�ªSªS¤e¡�¤a§\��ª\À  Jµ�µ��a¤~»D¬�§X¢8U �6U�Ä¥�U _¼� =¶W¤~�a�a§º·�§rµN *¢S£y¤8£y¤~�J��ª X = ∪αA(T )
α
µN =¢L =¶W¹X£S¢y¹\§\ªVµ� =¢��~ 

·�¬�¢y¹\§
T
§i£Y�\�J��ªQ£S¢y¬�¤8£y§XªY§\�Í¬�£y¤a�a¤aªy J�1£Y�a§\ªb·�¤aªQ£L =���\§Xª

dT
¤a�1£S¢y�D·�¬�¤a£y§Xªb =¬�Æ�¨ ¾ � ¾

°�§��\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��¤a��Á µd�J¬�¢_�~ Çµ� =¢S£y¤8£y¤a�B� X = ∪aX (i)
a
§\�D¦D¤aªy JÁJ¹\§�ª\À ¹\�X¢y¤8£Íµd�J¬�¢_¬���§�·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B� ·�§µ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹ |p〉 §X£Y¬���§��B¡�ªS§X¢y¦J J¡��~§ 〈B| Î

p̃(a) =
∑

x∈Xa

p(x) b̃(a) =
∑

x∈Xa

A(x)
q0(x)

q̃0(a)

­ É Ñ � ³

' �����J£y§i¢L Ê»1¬0À �B��§&3n§\�i£y¬�§r¬���§ '��(� � -�,z+ �(! �E-(� � -�#&% *�,*';µn�J¬�¢��a§\ªs·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J��ªs·�§rµ�¢y�B¡� J¡�¤a�~¤8£y¹W§X£�¬���§
� ��
Q*�!/!F*_µd�J¬�¢¥�a§\ª¥�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��~§Xª ¾ °eÀ ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B� µn§i¢S£y¤~��§\�1£y§�·��B¤8£ÍªS§X¬��a§\¶W§\�1£¥·�¹X�X¢y¤8¢y§��a§\ª¥µ�¢y�B¡� J¡�¤~�a¤8£y¹\ªÍ·�§£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J��§X�1£S¢y§\ªf�a§\ªY¶º =�X¢y�1¹X£L =£yª X (i)

a
²��\§�»1¬�¤n�\�J�N·�¬�¤8£bÄ^·�¹X¿���¤8¢.Î

R̃ab =
∑

x∈Xa

∑

y∈Xb

Rxy
q0(y)

q̃0(b)

­ É ÑQPB³

­�¤a�f¼� J¬�·�¢L =¤a£_ªQ£S¢y¤a�X£y§X¶W§\�1£º���J£y§X¢
R̃(i) �X§X£S£y§Ê¶º =£S¢y¤a�\§B²eµ�¬�¤aªy»1¬�§Í��À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B� »1¬�À §X�~�a§�·�¹\�X¢y¤8£_·�¹Xµn§X�N·
·�§Ê�~ µN *¢S£y¤a£y¤a�J� X = ∪aX (i)

a
§X��¦D¤aªy JÁJ¹\§*³ ¾ R̃ §XªQ£�§\���\�J¢y§W¬���§r¶º =£S¢y¤a�\§rªQ£y�D�L©� JªQ£y¤~»1¬�§�­∑

a
R̃ab = 1

µd�J¬�¢�£y�J¬�£
b
³�·�§rªS�=¢S£y§_»1¬�À §X�~�a§W§\��ÁB§\��·�¢y§r¡�¤a§\� ¬���§r¹X¦9�B�a¬�£y¤a�J�Ç¶º *¢#"9�*¦�¤a§X����§r·� J��ª���À §\ªSµN =�\§_·�§\ªV¶º J�X¢y�1¹X£L *£yª {X (i)

a }
Y 
�Y!\�� o ^,]2xue~a)b�`2h�m,l[k�n�`2^ �)]_n�s ��`j^3^,g(b�`_a6x2sft�n�^ \ �Eh!n�]W^Rc�b�efh!s x2h!g�];e}o l,t�n�s �!a4ef^,g�m,^3k�^,]Wb�a!`@x2s x_sfh!g�] X = ∪aX

(i)
a ^Rx

X = ∪αA
(T )
α b�h!n�`vn�x2sfefsf]_^,`Tsfm,s e~a�b�`j^,d3sfq[`j^ 
�a4d3sfefe ^!��m a4`v^,efef^w]2^wb�`��Rx_^3d3sf^,n�c a4n�c k�l,d3h!g�]jx_`2a6x2s~h!g�] �>]Pa4g�]vk�^R�/h!sf`a �jh!n�x2^[` �wmPr�a4t�n�^ulRxPa4b�^ue~a;efh!n�`jk�^,n�`:k>o ^Rc�b�efsfm,s x_^,`Eef^Tefsf^,g)^,g�x2`2^uef^,]Ek�n�`2l,^,] T ^Rx:ef^,]Esfg�k�sfm,^[] i

\



��� � � �9�	��
����

­| J¬�£S¢y§\¶W§\�1£b·�¤8£�·� =��ªb��À §XªSµN J�X§r·�§\ªb¤a�N·�¤a�\§\ª {a} ³ ¾ ®± =¢��\�J��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�B��² q̃0 §\ªQ£;�~ _·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��ªQ£L =£y¤a�J���� J¤8¢y§·�§
R̃
§i£e¤~��§XªQ£5¤a¶W¶W¹.·�¤U *£e·�§2¦B¹X¢y¤8¿N§X¢5»1¬�§

(R̃, q̃0)
¦9¹X¢y¤8¿�§2�~ ��X�B�N·�¤8£y¤~�J�W·�§@¡�¤a�~ J�W·�¹i£L J¤a�a�~¹fªS¤

(R, q0)
�~ ;¦9¹X¢y¤8¿�§ ¾

�F�Í�J¶W§X£S£L J�1£f·�§����B¬�¦9§. =¬¥��À ¤a��·�¤a�\§
(T )
�J¬

(i)
·� J��ª

p̃
²
R̃
§X£ Xa

µn�J¬�¢Y =�~�a¹\ÁJ§X¢b�~§Xªf���J£L *£y¤a�B��ª\²��B�Íµd§\¬�£
((

¤a�D¦9§X¢yªS§X¢
))

�X§\ªV§XÃ�µ�¢y§XªSªS¤~�J��ª\²�§\��¼k J¤aªy J�1£s Jµ�µ� =¢L �1U£S¢y§^¬���£y§X¢y¶W§^·�§���¬��X£y¬� =£y¤a�B��²0·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£��~§XªV¹\�. =¢S£yª�Ä_�~ 
¦J J�a§\¬�¢

((

�\�B =¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��§.·
))

Ä^��À ¤a�1£y¹X¢y¤a§\¬�¢;·nÀ ¬���§�¶WÌ\¶W§b¢y¹XÁB¤a�B� Xa ¾�* ¤ x ∈ Xa
§i£
y ∈ Xb

²� J�a�J¢yª�U �,V9Î

p(x) = p̃(a)
q0(x)

q̃0(a)
+ δp(x) Rxy = R̃ab

q0(x)

q̃0(a)
(1 + ∆Rxy)

­ É Ñ/�9³

�BÐ�²�µ� =¢Y�X�B��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�B��Î
∑

x∈Xa

δp(x) = 0,
∑

x∈Xa

q0(x)∆Rxy = 0 et
∑

y∈Xb

∆Rxyq0(y) = 0
­ É Ñ:9J³

' �
¬�£y¤a�a¤aªS§�¬���§Í���J¢y¶W§ L1 µn�J¬�¢W�~§Xªº¦9§\�X£y§X¬�¢yªWµ�¢y�Bµ�¢y§\ªºÄ ·�¢y�B¤8£y§Ç­ ||q|| =
∑

y
|q(y)| ³i²e¬���§Ê���J¢y¶W§ L∞µd�B¬�¢W�a§\ªr�B¡�ªS§i¢y¦B =¡��a§\ªÊ­�¦9§\�X£y§\¬�¢yª^µ�¢y�Bµ�¢y§\ªWÄ�ÁB J¬��L©�§B² ||B|| = supx |B(x)| ³i²F§X£W J¤a��ªS¤f¬���§¥���J¢y¶W§¥¶W¤8ÃD£y§µd�B¬�¢V�a§\ªV¶º *£S¢y¤~�X§\ª

R
�B¬��a§\¬�¢Vµd§X¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a�B��ª\²nªS§\�a�B��Î ||R|| =

∑
x

supy |Rxy| ¾�' ��µd�B¬�¢S¢L ¥ =¤~��ªS¤F¶W§\ªS¬�¢y§i¢��À ¤a¶Wµd�J¢S£L =���X§@¢y§X�U *£y¤a¦9§f·�§\ª,¢y§\ªQ£y§\ª
δp
§X£

∆R ¾�� �D¼k J¬�£F§\��§&3n§X£Fµd�B¬�¦9�J¤a¢F��¹\ÁB�a¤aÁB§i¢5�\§\ª±¢y§XªQ£y§\ªFµd�B¬�¢F�B¡�£y§\��¤8¢F¬���§¹.»1¬N *£y¤~�J�º·�À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�r¼H§X¢y¶W¹\§B²9µ�¬�¤aªy»1¬�§
p̃t+1 = R̃p̃t +O(∆R)O(δp) ¾ ' �Wµd§X¬�£5¶W�J�1£S¢y§X¢5»D¬�§ δp = O(λt

1)
²

·�À �J¢L·D¢y§ O(1)
ªS¤
t < τ1

²�ªy J¬�¼±�X�B��·�¤8£y¤a�B��ª2¤~��¤8£y¤U =�a§\ªYµN *¢S£y¤a�\¬��a¤a¸X¢y§\ª\²N·�§�ªS�=¢S£y§�»1¬�§ 0 Q *&'#,<.RQ -"� �F. + ,*%�	�* 	(% � *�'�, *
∆R

� +�!�	 
 � *�! 	Q-(! , *�	Q*
t
�<*�, #&%k+ ,"�(! , 0 �(! ,*�RO/.1*���. - #&% -/. + , 
 	(% 0 ��-(� '�*&)�-(� -S+�!U+ ! - ¾

Å �B¬�ªl J�a�a�B��ªl¶º J¤a�1£y§\�N =�1£5¦9�J¤8¢2»1¬�§Y�JÀ §\ªQ£@��À  =�X£y¤a�B�¥·�§ R §X£ R̃ ªS¬�¢l�a§\ª ,�* 0 , *�% ��' �������/�#*�' � -Q-"% 0 �J*e§X£lªS¬�¢�a§\ªY�J¡�ªS§X¢y¦J J¡��a§\ªb»1¬�¤n�\�J�N·�¬�¤8£bÄ^·�§\ª2¢y¹XªS¬��8£L =£yªf¢y§X¶º =¢L»1¬N =¡��a§\ª2§X£f¢y¤a�L©�§Xªb·�§V�X�B��ªS¹\»D¬�§\���X§\ªf§XÃ�µ��a�B¤8£L =¡��a§\ª ¾
� G	K�'�AED���LQ@�; G�K H�A�' �EDJG�� DF;/%E@�%�';'��EA�� @�D L )QA�'

°eÀ ¤a�1£y¹X¢yÌX£_·�¬
�X�9 =¢yªS§iÏoÁ=¢L J¤a��¤a��Á" JªSªS�1�\¤a¹�Ä��~ �µN *¢S£y¤a£y¤a�J�
(X (i)

a )a
§\ªQ£_·�§Íµ�¢y¹\ªS§X¢y¦9§i¢º�a§\ª

i
µ�¢y§\¶W¤a§X¢yªr¶W�D·�§\ª�a§\�1£yª�­�¤a�n¼� J¬�£Y¡�¤~§X�Íª�-�¢

i ≤ n
²�µd�B¬�¢b»1¬�§��X§\ª

i
¶W�D·�§\ª2ªS�J¤a§\�1£Y§&3n§\�X£y¤a¦9§X¶W§\�1£2�a§\�1£yªL³ ¾ �B§V¦J J¤aªf§\�¥µN =¢S£y¤a�\¬��a¤~§i¢¶W�B�1£S¢y§X¢Y»1¬�§��~§Xª

i
µ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§\ªf¦J =�a§\¬�¢yªfµ�¢y�Bµ�¢y§\ªfªS�B�1£Y�\�J��ªS§X¢y¦B¹\§\ª ¾ �F�Í�\§VªS§\��ª\²��a§V�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��¤~��Áºµ�¢y�Jµd�BªS¹§\ªQ£V B·� Jµ�£y¹^Äº�~ _·�Â��N =¶W¤~»D¬�§V�a§\�1£y§ ¾ °0§�µd�J¤~�1£;�\�a¹^§XªQ£V»D¬�§s�a§��\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��¤~��ÁÍ�\�J��ªS§X¢y¦B§+�E-(� 0 �(!/'#,*� % 0 ,z+ �(!�a§\ª

i
µ�¢y§X¶W¤~§i¢yªf¦B§\�X£y§\¬�¢yªfµ�¢y�Bµ�¢y§XªYÄ^Á9 =¬��L©�§CU ���9Î

Ãj = Aj si j ≤ i donc R̃Ãj = λjÃj puisque δAj ≡ 0
­ É Ñ�X9³

' �Ê ^·��J�����\�B��ªS§X¢y¦J =£y¤a�B��·�§\ª i µ�¢y§X¶W¤~§i¢yªf¦B§\�X£y§\¬�¢yªfµ�¢y�Bµ�¢y§\ªYÄ^ÁB J¬��i©�§V§X£b·�§\ªf¦J =�~§X¬�¢yªfµ�¢y�Jµ�¢y§\ªf�X�J¢S¢y§\ªSµd�J��Ï·� =�1£y§\ª\²�+ 0 *30�·�§\ªf¶º�D·�§\ªY =µ�µ� =¢L J¤aªSªy =�1£;�\�J¶W¶W§��a§\�1£yªYÄ^��À ¹X�i©�§\�a�a§�£y§\¶Wµd�J¢y§X�~�a§� =ªSªS�D�X¤~¹X§^ =¬Ê�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��¤~��Á ¾
' � ¦9¹X¢y¤8¿N§W»D¬�§W�a§º¦B§\�X£y§\¬�¢ q̃j

­| *¦B§\�
j ≤ i

³�§\ªQ£��J¢S£y©��BÁJ�B�N =�@ J¬�Ã�¦9§\�X£y§\¬�¢yª�µ�¢y�Jµ�¢y§\ª
(Ãk)k≤i,k 6=j

§X£�»1¬�§
〈Ãj |q̃j〉 = 1 ¾ ��§5µ��~¬�ª\² q̃j = 0

ªS¤
j > i

²*�\§@»1¬�¤1 J�L©�¸X¦9§@·�§5¶W�B�1£S¢y§X¢±»1¬�§
R̃
	 
 0 �}+ ,�% !(+ #&%J*�� *�!J,�. - 	 
(! -(�6+ #&%J*

.1*�!J, *i²n·�§V£y§\¶Wµ�ªf�. *¢L J�X£y¹i¢y¤~ªQ£y¤~»1¬�§�£S¢y¸\ªbªS¬�µd¹X¢y¤a§X¬�¢�Ä
τi+1 ¾ �F��µN *¢S£y¤~�X¬��a¤a§X¢.²n .¦9§\�V£y�B¬=´Q�B¬�¢yª;�a§s¶WÌX¶W§V��¤a¦9§. =¬·�À  Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B��²

R̃
�\��6|���X¤U·�§W *¦B§\�r�U Í·�¹\�\�J¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B� ªSµd§\�X£S¢L J�a§º·�§

R
ªS¬�¢s�a§\ª

i
µ�¢y§\¶W¤a§X¢yªV¶W�D·�§\ªV§i£s�a§

Y 
!Z�\�� n�m[n�g�^Wm,h!d3b�h!]Pa4g/x_^uk�^ q0 g�^u][o a4g�g�n�ef^uk�a!g�]�ef^vm[a4]:k>o n�g�^uk ��g�a4d3sft�n�^vsf`j`2l,k�n�m,x2sfi�ef^!�-h!g|b�h!n�`2`2a4s xTk�h!g�mWk�l 

m,h!d3b�h/]2^,` p(x) = p̃(a)

q0(x)

q̃0(a)
(1 + ∆p(x)) �pa,�/^[m δp(x) = q0(x)∆p(x)

\ ��a4sf] q0(x) b�^,n�xvg�l[a4g�d3h!sfg�]�b�`j^,g�k�`j^3k�^[]
�!a4ef^,n�`j]Ex_`jq,] 
�a4sfi�ef^,] ��a4n�t�n�^,e8m[a4] ||∆p(x)|| b�h!n�`2`2a4s x�b�`j^,g�k�`j^;n�g�^v�!a4ef^,n�`�x2`2q,] �!`2a!g�k�^!��d�a4sf]�t�n�s>g�^v]_^,`2a4s x�a4i�]_h!efn 
d3^,g�x�b$a4]:]2s �!g�s � m[a6x_s �/^vk�^ue}o a4d3b�e s x2n�k�^T`jl,^[efef^vk�n|`j^,]2x2^���m/o ^,]jx ||δp(x)|| t�n�s�^,]jx:e~a;d3^,]_n�`j^vb�^,`jx2sfg�^,g�x2^ \�� a4`Em,h!g/x_`j^!�
q0(x) g�^;b�^,n�xvb�`j^,g�k�`j^�n�g�^�
}a4sfi�ef^u�4a!ef^,n�`�t�n�^;]_s�x2h!n�]Tef^,]:x_^,`jd3^,] Rxyq0(y) ]_h!g/x�
}a4sfi�ef^,][��^,g�k�l � g�sf]2]Pa4g/xvm,h!d3d3^m,s 
0k�^,]_]2n�]�ef^u`2^,]jx_^ δR ^RxTef^W`j^,]2x2^;`2^,e~a6x_s 
 ∆R ��sfe8][o ^,g�]_n�s x�t�n�^Wef^,]�g�h!`jd3^[] ||δR|| ^Rx ||∆R|| ]_^,`jh!g�xT]_sfdwn�e xPa4g�l,d3^,g/x

}a4sfi�ef^[]v��h!n|g�h!g��P�$sfep] o a[�/q,`j^Wa4efh!`2]Eb�efn�]�b$a4`je~a4g�x:k�^Tx2`_a[�4a4sfefef^[`:a,�/^[mve~^T`j^,]2x2^W`j^,e~a6x_s 
 ∆R

\
Y 
�
�\�� g|a B̃R̃ = B̃R + δBδR b�h!n�`�x2h!n�x_^uh!i�]2^[`@�!a4i�ef^ B ��h!� δRxy = Rxy − R̃abq0(x)/q̃0(a)

\
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���5� � � ���Y� ��� � � ��� � �	���Y"s�U���#���Q�������¡�#�3�	�^�5� ��� �

�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��¤~��Á��\�B¶W¶�¬�£y§� .¦9§\�r��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�;U ��� ¾�� �Fª\À §\��ªS¬�¤a£s»D¬�§^�a§\ª , *�� ��' 	�* ,*� -(!�'}+ ,z+ �(!"§\�1£S¢y§r�a§\ª�¶º =Ï
�X¢y�1¹X£L *£yª

(X (i)
a )a

ªS�B�1£;·��B����¹\ªfµ� =¢
τ1
² ¾\¾\¾ τi ¾ �V =��ªf�a§��. Jªb·nÀ ¬���§V·�Â��N =¶W¤~»D¬�§;ªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤U»1¬�§�¶º =¢#"B�=¦D¤a§\����§B²¤a�eÂ  Ê =¤~��ªS¤ 
 #&%k+�,�-/.1*�! 0 * *�! ,*�#*�� 
�, -('#, - �^+ . + , 
 *�, �#*�. -��Q-�,z+ �(! .1*�! , *i²�+�0 *�00§X�1£S¢y§Wµ�¤a¹XÁB§. JÁJ§¥·� J��ªV¬���§^¢y¹XÁB¤a�B�·�§;��À §XªSµN J�X§s·�§�µ�©� JªS§�§i£Y�X�B�D¦9§i¢yÁB§\���\§��a§\�1£y§V·�À ¬���§�·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J�Ê»1¬�§X�~�X�B�N»1¬�§;¦9§X¢yª2�~ ^·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J�Ê·nÀ ¹\»D¬�¤8Ï

�a¤~¡�¢y§ ¾ ¨l©N J»1¬�§s£y§\¶Wµ�ª τi
 *¦B§\�

i ≤ n
 Jµ�µN =¢L �1~£��\�B¶W¶W§s�a§�£y§\¶Wµ�ª;�. *¢L J�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§rµd�B¬�¢�»1¬�§s�~§Xª�¢y¹\ÁB¤a�J��ª

(X (i+1)
a1...ai+1)a1...ai+1

¼H¬�ªS¤a�B����§\�1£Wµd�J¬�¢^¼k�J¢y¶W§i¢W�~ �µN =¢S£y¤8£y¤a�B� µ��a¬�ª^ÁJ¢y�BªSªS¤a¸X¢y§
(X (i)

a1...ai)a1...ai

²e§i£º J¤a��ªS¤Y·�§
ªS¬�¤8£y§F´Q¬�ªy»1¬0À Ä

i = 1 ¾ ®'�B¬�¢ tÀ τi
²9�U Vµ� =¢S£y¤8£y¤a�B�ºµd§X¢y¶W§X£S£L =�1£5·�§b·�¹\�X¢y¤8¢y§bÄV�~ V¼H�B¤aª@�a§Yµ��~¬�ª5¹\�\�J���J¶W¤U»1¬�§\¶W§\�1£§X£º�a§Êµ��a¬�ªWµ�¢y¹\�\¤aªS¹\¶W§X�1£ºµd�JªSªS¤~¡��a§��\§�»1¬0À �B�
�J¡�ªS§X¢y¦B§�·�§\¦D¤a§\�1£W�~  µ� =¢S£y¤8£y¤a�B�

(X (i−1)
a1...ai−1)a1...ai−1 ¾ � �2¼� J¬�£ =£S£y§\��·�¢y§

t ≈ τi−1
µd�B¬�¢Y¦9�J¤8¢Y�~§XªYµ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§\ª2£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ªY§\�1£S¢y§��~§Xªf¢y¹\ÁB¤a�J��ª X (i−1) ¾®, =¢b�X�B��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�B��²��~§XªY�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��~§XªY¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§\ªY·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¹\§\ª2µ� =¢Y¶W�.Â1§\����§;Ä^µN *¢S£y¤a¢b·�§

B
§i£b·�§

B̃
�\�(6 ���\¤~·�§\�1£.Î

B̃(b) =
∑

y∈X
(i)

b

B(y)
q0(y)

q̃0(b)
et 〈B̃〉q̃0 = 〈B〉q0

­ É Ñ � ³
�\�B��¿�¢y¶º =�1£¥�a§�¼k J¤8£�»1¬�§��~§��X�9 =¢yªS§iÏoÁ=¢L J¤a��¤a��Á �\�B��ªS§X¢y¦9§��a§XªÍµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª¥¶º J�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ªÍ·�¬ ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§ ¾¥* ¤
τi+1 < T < τi

²0�|À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�ÇªS¬�¢s�~ Ê·�¬�¢y¹\§
T
¢y§\ªQ£y§º·� J��ªV�~ ¥¢y¹\ÁB¤a�B� ¢y§\ªQ£y§º·� J��ª��~ ¥¢y¹\ÁB¤a�J� X (i)

a
·��J�D£�§X�a�~§§\ªQ£�¤~ªSªS¬�§/�,·�§rµ��a¬�ª\²0�~ Í¶W�.Â1§\����§s£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�a§º·�§r�~ ÍªS¬�¤a£y§

λt
k

¦B =¬�£� J�a�J¢yª\²'�B¬ ¡�¤a§\�Ç =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a¦9§X¶W§\�1£ ÉªS¤
k ≤ i

²'�B¬Ç¡�¤a§\� O(1/T )
ªS¤
k ≥ i + 1 ¾ � �eª\À §\��ªS¬�¤8£�§X£s�~ Ê¶W�.Â1§\����§�£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�~§º·�§ B ªS¬�¢s�~ �·�¬�¢y¹\§ Tª\À ¹\�X¢y¤8£

B̄T =
∑i

k=1
Bkak + O(1/T )

²��BÐ
Bk = 〈B|qk〉

²�ªS¤0¡�¤a§\�Ê»D¬�À §\�a�a§��\�(6 ���\¤~·�§� .¦9§X��ªy ^¦J J�a§\¬�¢Y¢y¹.·�¬�¤8£y§
­
((

�\�B =¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��§.·
))

³iÎ
B̃(a) =

∑i

k=1
Bkak +δB

·�¸\ª5»1¬�§@�|À �B�rµd§\¬�£F��¹\ÁB�a¤aÁB§X¢l�a§\ªF¢y§XªQ£y§\ª ¾ �b¬�£S¢y§\¶W§\�1£±·�¤8£.²B�~ ¶W�.Â1§\����§5£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�~§2·�§
B
ªS¬�¢e¬���§f·�¬�¢y¹\§

T
²B .¦9§\�

τi+1 < T < τi
²B§XªQ£5§\�1£y¤a¸X¢y§X¶W§\�1£e·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¹\§@µ� =¢

B̃(a)ªS¤0��À ¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J��·�¹\¡�¬�£y§V·� =��ªf�~ �¢y¹\ÁB¤a�B� X (i)
a
²��\§�»1¬�¤� J�L©�¸X¦9§�·�§V¶W�B�1£S¢y§i¢Y»1¬�§��~ r�X�9 =¢yªS§iÏoÁ=¢L J¤a��¤a��Áºµ�¢y¹\ªS§X¢y¦B§B²§X£Y¶WÌ\¶W§;·�¹\Á9 JÁJ§B²�£y�J¬�£y§Xªf�~§XªYµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ªf¶º J�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ªY·�À ¤a�1£y¹X¢yÌX£ ¾

� G	K�'�; H %ED LQ@�; G	K�'
AEKF@�DJG�� ;>N	O�A('
� ��§\ªQ£e¤a�1£y¹X¢y§\ªSªy =�1£l·�À  J�� J�8Â�ªS§X¢5��À §&3n§X£5·�¬^�X�9 =¢yªS§iÏoÁ=¢L J¤a��¤a��Á�ªS¬�¢e�a§\ª5·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ªF§\�1£S¢y�Jµ�¤a§\ªF�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªy J�1£l��À ¹\¦B�JÏ�a¬�£y¤a�B� ¾ °0 ^µ�¢y§X¶W¤~¸i¢y§����=£y¤~�J�Êµd§i¢S£y¤~��§\�1£y§V·nÀ §X�1£S¢y�Bµ�¤a§�§\ªQ£Y��À §X�1£S¢y�Bµ�¤a§�·�§ �l�J�a£#�X¶º J���WU � �

H(q0)
·�§��~ r·�¤aªQ£S¢y¤8Ï¡�¬�£y¤a�B�Ê·�§�µ�¢y�B¡N =¡�¤a�a¤8£y¹

q0
·�¹\�i¢y¤~¦J =�1£Y�a§VªQÂ�ªQ£y¸\¶W§�¬���§;¼H�B¤aª; *£S£y§\¤a�1£Y�a§�¢y¹\ÁB¤a¶W§�ªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§BÎ

H(q0) ≡ −
∑

x∈X

q0(x) log q0(x)
­ ÉJÉ Ñ9³

� ��§XªQ£b¤a¶W¶W¹.·�¤~ =£f·�§V·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§X¢2��À §�3n§X£;·�¬Í�\�B =¢yªS§XÏ Á=¢L J¤a��¤a��Á�Î
H(q̃0) −H(q0) =

∑

a

∑

x∈X
(i)
a

q0(x) log

(
q0(x)

q̃0(a)

)
< 0

­ ÉJÉBÉ ³
¨l§X£S£y§r¤a��¹\ÁB J�a¤8£y¹ºª\À §XÃ�µ��a¤~»1¬�§^µN =¢��a§rµ��a¬�ªVµd§X£y¤8£����B¶^¡�¢y§^·�§r·�§\Á=¢y¹\ªs·�§r�a¤a¡d§X¢S£y¹W§X�D¦�¤aªy =ÁB¹\ªs J¬���¤a¦9§\ J¬ ·�§^�~ 
·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�

q̃0
­��J¡�£y§\�D¬�§eµN *¢,¬���§eªS�B¶W¶º =£y¤a�J��ªS¬�¢,�L©N J»D¬�§F¢y¹\ÁJ¤~�J� X (i)

a
³n�\�B¶Wµ� =¢y¹5 J¬����J¶^¡�¢y§e·�§5·�§\Á=¢y¹\ª,·�§�a¤~¡d§i¢S£y¹�¤a¶Wµ��~¤~»1¬�¹Xª@·� =��ª

q0 ¾ ®± =¢2�\�B�1£S¢y§J²�ªS¤d�B�_�\�B��ªS¤~·�¸X¢y§;¬���§;·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J� p  =¢y¡�¤a£S¢L =¤8¢y§�§X£2�~ �·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�� ��
Q*�!/!�
#*f�X�J¢S¢y§\ªSµd�J�N·� =�1£y§BÎ
pm(x) ≡ q0(x)

p̃(a)

q̃0(a)

­ ÉJÉ ÈB³
Y 
�
�\�� g)b$a4`jx:k�^ue~a;k�l,m,h!d3b�h!]_s x2sfh!g|]_b�^,mRx_`2a4ef^�� Rt

xy = q0(x) +
∑

k≥1
λt

kqk(x)Ak(y)
\ � g|n�x2sfefsf]Pa4g/xEe~awm,h!g�]jxPa4g�m[^

k�^,]w�/^,mRx_^,n�`2]3b�`jh!b�`j^[] � �/a4n�m_r�^|]_n�`wmPr$a4t�n�^|`jl��!sfh!g
k�nKm,h/a4`j]_^ 
 �!`2a!sfg�sfg ����������� Ak(y) ≈ Ãk(b) = bk b�h!n�`;x_h!n�x
y ∈ X

(i)
b

��h!g|h!i�x2sf^,g�x:e~a;k�l,m,h!d3b�h/]2s x_sfh!g)]_b�^,mRx2`_a4ef^Wk�^ R̃t �
(̃Rt)ab = q̃0(a) +

∑i

k≥1
λt

k q̃k(a)bk + O(λt
i+1) = (R̃)t

ab + O(λt
i+1)

� a�k�^,`2g�sfq[`j^;`2^,e~a6x2sfh/gp�-d3h!g�x2`2a4g�x�t�n�^Wef^um,h/a!`j]2^ 
 �!`_a4sfg�sfg ��m,h!d3dwn�x_^ua[�/^,mWe}o lR�/h/efn�x_sfh!g{� �3m,h!g�k�sfx2sfh!g�k�^ug�l��!efs �!^[`:ef^,]
x_^,`jd3^,] O(λt

i+1) � k�l,m[h!n�ef^uk�^ve}o h!`jx2r�h��!h!g$a4efs x2lWk�^,]��/^,mRx_^,n�`2] q̃k ^Rx Ãj ]_s k 6= j � j ≤ i ^,x k ≤ i
\Y 
���\�� efef^:m,h��0g�m[sfk�^Wa,�/^,mve}o ^,g�x2`jh!b�sf^Tk�^ ��r$a4g�g�h!g)k�^Te~a
	��
��������� ���
� ���
���
����� x ��t�n�spg�^Tk�h!s x�b$a4] �Rx2`2^Tm[h!g	
�h!g�k�n�^ua[�/^,me}o ^,g�x2`2h!b�s~^vk�^���r$a4g�g�h!g k�n����������� � "!# %$
&
'(�
)*��+�!#�:k�h!g/x x ^,]2xEe~a;`2l[a4efsf]_a6x_sfh!g|sfg�]jxPa4g/xPa4g�l[^ \
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�~ B»1¬�§\�a�a§_§\ªQ£�¬���§_·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B� ªS¬�¢^�a§ ����� *)*�' �E- 0 * X ²±·��J���W£S¢L =¤a£L =�1£^�a§_¶WÌX¶W§r���B¶�¡�¢y§W·�§_·�§\ÁJ¢y¹Xª^·�§�a¤~¡d§i¢S£y¹º­�§X�ÍµN =¢S£y¤a�\¬��a¤a§X¢.²N�X§X£S£y§V�Bµd¹i¢L =£y¤a�B�Ê�\�B��ªS§X¢y¦9§
q0
³i²� J�a�J¢yª\Î

H(pm) ≥ H(p)
­ ÉJÉ �B³§X£.²�ªS¤0��À �B�Ê§\�D¦D¤aªy JÁB§V�a§\ªY§X�1£S¢y�Bµ�¤a§\ª2¢y§\�~ =£y¤a¦B§\ª\Î

H(pm|p′m) ≥ H(p|p′) �BÐ
H(p|q) ≡ −

∑

x∈X

p(x) log

[
p(x)

q(x)

] ­ ÉJÉ5� ³
°' @¶W§\ªS¬�¢y§±§\�1£S¢y�Bµ�¤~»D¬�§F�� =£y¬�¢y§X�~�a§5·�§e��À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B��§\��ÁB§\��·�¢y¹\§FµN *¢'�~ 2¶º =£S¢y¤a�\§

R
§\ªQ£'��À §\�1£S¢y�Jµ�¤a§5�X�B�N·�¤8£y¤~�J����§\�a�a§

­�¶W�.Â1§\����§*³5·�À ¬��¥¹X£L *£YµN =¢2¢L Jµ�µd�=¢S£b J¬Íµ�¢y¹X�\¹.·�§X�1£���§\�¥¢y¹\ÁJ¤~¶W§�ªQ£L =£y¤a�B���N =¤a¢y§J²N§\�a�a§�ª\À ¹\�X¢y¤8£bµN *¢b·�¹i¿N��¤8£y¤a�B��Î

S(R) ≡ −
∑

y

q0(y)

(∑

y

Rxy logRxy

) ­ ÉJÉ PB³
®,�B¬�¢^¬�� µ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ªr·�§)2Ê =¢#"9�*¦ ·�À �J¢L·D¢y§ É ²±�X§¥»1¬0À �B�ÇªS¬�µ�µd�BªS§ºÌX£S¢y§º�a§_�. =ª^¤a�\¤�²±�X§X£S£y§_§X�1£S¢y�Bµ�¤a§ 0 ����! 0 + 	�*-(,�* 0 .RQ *�!J,*�����U+ *�	�*�� � -(!�!��(!�	(% ����� 0 *�' ' % '  
;�B��§X¢#"J J¶Wµ É5�/� X3& ¾ °' º·�¹X£y§i¢y¶W¤~�� =£y¤a�B��·�§s��À §&3n§X£V·�¬Ê�\�9 =¢yªS§iÏÁJ¢L =¤~��¤a��Á�ªS¬�¢s�\§X£S£y§W§X�1£S¢y�Bµ�¤a§W��À §\ªQ£sµN Jª�¤a¶W¶W¹.·�¤U *£y§/��¤a�eÂ  ¥§\� §&3n§X£sªS¬�µd§X¢yµd�BªS¤8£y¤a�B� ·�§W·�§\¬�Ã��Bµd¹X¢L *£y¤a�B��ª\²
·��J�1£Í���B¬�ª¥¦9§\���B��ªÍ·nÀ ¹X£y¬N·�¤~§i¢ÊªS¹XµN =¢y¹X¶W§\�1£Í��À §&3n§X£ÊªS¬�¢Í��À §\�1£S¢y�Bµ�¤~§ ·�À ¬���§�·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B��Îf·�À ¬���§�µ� =¢S£Í¬���§
©��J¶W�BÁB¹X��¹\¤aªy =£y¤a�J�¥ J¬ºªS§X¤~�_·�§Y�L©N J»D¬�§2¢y¹\ÁB¤a�B� X (i)

a
­��|À �Jµn¹i¢L =£y¤a�B� ∑

y∈X
(i)

b

Rxyq0(y)/q̃0(b)
³i²1»1¬�¤ -"%:-(� *�!J, *

��À §X�1£S¢y�Bµ�¤a§
­�¦B�B¤8¢ ­ ÉBÉ �B³S³i²Y·nÀ  J¬�£S¢y§�µN =¢S£Í¬���§�¢y¹.·�¬��X£y¤a�B� ·�¬ ���B¶�¡�¢y§�·�§�·�§\Á=¢y¹\ªÊ·�§��a¤a¡n§i¢S£y¹ ·�¹\�X¢y¤8£yª\²2µN =¢ªS�B¶W¶º *£y¤~�J� ªS¬�¢^�L©N B»1¬�§º¢y¹\ÁJ¤~�J� X (i)
a
­���À �Bµd¹i¢L =£y¤a�B� ∑

x∈X
(i)
a

»1¬�¤@ =�L©�¸\¦B§¥�~ ��X�B��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�B� ·�§
R̃ab
³i²F»1¬�¤

	S+��|+�!/%J*±��À §\�1£S¢y�Bµ�¤~§s­�¦9�J¤8¢;­ ÉBÉJÉ ³S³ ¾ °0 �·�¹X�\�B¶Wµd�JªS¤a£y¤a�J�ºµ�¢y¹\�\¹.·�§\�1£y§�­ É Ñ��9³5·�§ R ²9¼k J¤aªy J�1£@¹\¶W§i¢yÁB§X¢5�~ V¶º =£S¢y¤a�\§·�§Ê�U Ç·�Â��� J¶W¤~»1¬�§_¢y¹.·�¬�¤8£y§� B·�·�¤8£y¤a�B����¹\§�·�À ¬��
£y§X¢y¶W§�·�§ �N¬��X£y¬� =£y¤a�B��ª\²lµd§X¢y¶W§X£º·�À ¹\�X¢y¤8¢y§��\§i£S£y§�§\�1£S¢y�Bµ�¤~§
ªS�B¬�ª�¬���§s¼k�J¢y¶W§�¢y§\��·� =�1£V§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§r��À §�3n§X£�§\�1£S¢y�Bµ�¤U»1¬�§r·��J¶W¤a�N J�1£V·�¬��X�9 =¢yªS§iÏoÁ=¢L J¤a��¤a��ÁÊ§X£Vµd§X¢y¶W§X£S£L J�1£�·�§
·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§X¢2ªS�B�ÊªS¤aÁB��§º­��J�Ê 

S(q0|q̃0) ≥ 0
µ�¬�¤aªy»1¬�§

q0(x) ≤ q̃0(b)
µd�J¬�¢2£y�B¬�£

x ∈ X (i)
b

³iÎ

S(R) = −
∑

a

∑

b

R̃abq̃0(b) log R̃ab −
∑

x

q0(x) ln (q0(x)/q̃0(bx)) + O[(∆R)2]

= S(R̃) + S(q0|q̃0) + O[(∆R)2] ≥ S(R̃) + reste
­ ÉBÉ �B³

� G	K���)QO�'�; G�K�'
°' º¶W¹X£y©���·�§�·�§s¢y¹.·�¬��X£y¤a�B��·�§���À §\ªSµN =�\§W·�§�µ�©� JªS§^»1¬�§f´Q§^¦D¤a§\��ª�·�§�µ�¢y¹\ªS§\�1£y§X¢.²d¼H�B�N·�¹\§�ªS¬�¢��~§Xª�µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ª
·�Â��N =¶W¤~»D¬�§\ªF·�¬rªQÂ�ªQ£y¸\¶W§B²J¼k�J¬�¢y��¤8£@·��B���f¬���§Y·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�J�º§X£@·�§\ª5µ�¢y¹.·�¤a�X£y¤a�J��ª5µ�¢y§\�� J�1£5§\�r�\�B¶Wµ�£y§B²B§XÃ�µ��a¤a�\¤8Ï
£y§\¶W§\�1£Y§X£;»1¬N J�1£y¤8£L *£y¤~¦B§\¶W§\�1£.²��a§\ªb�a¤~¶W¤8£L =£y¤a�J��ª;»D¬�¤0¦9�B�1£b "3n§\�X£y§i¢����Bªb�J¡�ªS§X¢y¦J *£y¤~�J��ª\În·�¬�¢y¹\§s·�À �J¡�ªS§X¢y¦J *£y¤~�J�¿N��¤a§B²1¢y¹XªS�B�a¬�£y¤a�B�_¿���¤a§;·� J��ªl�|À §\ªSµ� J�\§�·�§Yµ�©� JªS§ ¾ °0 �¦B =�a¤U·�¤8£y¹;§X£@�~ �µd§X¢S£y¤a��§\���\§;·�¬º�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��¤~��Á^µ�¢y�Jµd�BªS¹¢y§\µd�BªS§X�1£�ªS¬�¢s�a§W¼k J¤8£^»1¬�§r�a§\ª�£y§X¶Wµ�ª��. =¢L J�i£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»D¬�§\ª^·�§W�~ Ê·�Â��N =¶W¤U»1¬�§s¢y¹.·�¬�¤a£y§

R̃
�\��6|���X¤~·�§\�1£s .¦9§\�W�a§\ª£y§\¶Wµ�ªY�. *¢L J�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ª��a§\ª�µ��~¬�ª;�a§\�1£yª�·�§s�~ _·�Â��N =¶W¤U»1¬�§

R
·�§�·�¹\µ� =¢S£ ¾ ¨l§X£S£y§�¶W¹X£y©��D·�§�§\ªQ£V·�§sµ��a¬�ªb§XÃDÏµ��a�B¤8£L =¡��a§f§\�^µ�¢L =£y¤~»1¬�§B²BÄbµN =¢S£y¤8¢5·�§f·��B����¹\§\ª±§XÃ�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L J�a§\ª ¾ °FÀ ¹X£L Jµd§2µ�¢y¹X�~¤a¶W¤a�N =¤8¢y§2ªS§X¢L V·�§@�\�B��ªQ£S¢y¬�¤8¢y§2¬��¶W�D·�¸\�a§�·�À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�Í§\�Í *´Q¬�ªQ£L J�1£Y�a§\ªfµ� =¢L J¶W¸i£S¢y§\ªf·�À ¬���§;¹.»1¬N =£y¤a�B�¥¶º 21~£S¢y§\ªSªS§B² + 0 *30D§\�¥§\ªQ£y¤a¶º J�1£f�a§\ªf�X�D§iËrÏ

�\¤a§\�1£yª@·nÀ ¬���§f¶º =£S¢y¤a�\§b·�§f£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�9�D�~§YµN =ª@·�§f£y§\¶Wµ�ª5·�§\¦1¢L VÌi£S¢y§bµ�¢y¤~ªl JªSªS§5�bÁJ¢L J��·Wµn�J¬�¢@»1¬�§f��À ©DÂ�µd�=£y©�¸\ªS§
·�§ 2Ê =¢#"B�*¦¥ªS�J¤8£b¦J J�~ J¡��a§ ¾

* �B¬��~¤aÁJ���B��ªlµd�B¬�¢5£y§i¢y¶W¤~��§X¢5�\§Yµ� =¢L =ÁJ¢L Jµ�©�§b»1¬�§f�a§YµN =ªSªy JÁB§;·�¬r¶W¤a�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§Y J¬W¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§b»1¬�§´Q§r·�¤aªS�\¬�£y§�¤a�\¤Fª\À §&3n§X�X£y¬�§^µ� =¢�¬��
((

�\�B =¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��¤a��Á
))

·�§���À *�' �E- 0 * 	�* ��� -('�*iÎ X =
∑

a
Xa ¾�7 ��£y§X�F�X�9 =¢yªS§iÏÁJ¢L =¤~��¤a��Áº��§�·��J¤a£YÌX£S¢y§��\�J��¼H�B�N·�¬Ê��¤' .¦9§X���a§\ªYµ�¢y�1�\¹\·�¬�¢y§Xªb·�§V�\�B =¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��¤a��Á_·� J��ªY��À §\ªSµN =�\§�¢y¹\§\��²N�a�J¢yªy»1¬�§�a§^ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§s§\ªQ£�ªSµN =£y¤~ J�a§X¶º§X�1£V¹i£y§\�N·�¬0²d��¤F .¦9§X���~§XªV©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤a§\ªV·�§�¶W�J¶W§\�1£yª\Î

Mn(t) =
∫
X
fn(x, t)dx ¾�� �ªS§_¢L *£S£L J�L©�§_µN =¢^�\�J�1£S¢y§Í =¬�ÃÇ¶W¹X£y©��D·�§\ª�·�§ ,�� - 0 *Í�BÐ"��À �B�"¤~�1£y¸XÁJ¢y§¥�~ �¼H�B���i£y¤~�J�
·�§_·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�J�"ªS¬�¢r·�§\ª¦J =¢y¤~ J¡��a§\ª�µ�¢y¹\ªS¬�¶W¹\§\ªYµ�¬�¢y§X¶W§\�1£Y¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§Xª^­k¢L =µ�¤~·�§\ª\²d¤a��§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§\ªL³iÎ

f(x1, t) =
∫
f(x1, x2, t)dx2

�
�a§\ª5¶º J�X¢y�1¹i£L =£yª5ªS�J�1£@ =�a�J¢yª@·�§\ª

((

£S¢L J���i©�§\ª
))

µ�¢y§\ªS�i¢y¤a£y§Xªlµ� =¢5�~ V¦J =�~§X¬�¢l·�§2�U �¦J =¢y¤~ J¡��a§Y¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§�­��a§\�1£y§B²§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§*³
x2
Î��~ ^µ� =¢S£y¤8£y¤~�J��·�§ X §\ªQ£b J�a�J¢yªY¬��_¼k§\¬�¤a�~�a§i£L JÁB§ ¾



��� �E���
���5� � � ���Y� ��� � � ��� � �	���Y"s�U���#���Q�������¡�#�3�	�^�5� �����

0º��� ��� �D�\���\�\�N�'�k�k�H�\���5�0�J�H�*�0�*� 6 4a�D�*�N��6,� �B�H�\�����^�\�*�N�'�.�H�.�H�n�'� 6'� � �0�N�\�
� @�DJO�� @�O�D LQ@�; G�K+C�;/% D L9D��FC9;>N	O�A H9A©)�� A('��5L��FABH9A �EC�L '�A

Å �J¬�ªf *¦B�B��ªf¶º J¤a�1£y§\�� J�1£2¬���§;¤~¶º =ÁB§��\�~ J¤8¢y§�§X£b»1¬� J�1£y¤8£L =£y¤a¦9§V·�§��U ^ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢L *£y¤a�B�Ê·�Â��N =¶W¤U»1¬�§;·�§���À §\ªSµN =�\§·�§�µ�©� JªS§ ¾  £y�B¬�£y§V·�¬�¢y¹X§ T ­| =ªSªS§5��ÁJ¢L =�N·�§*³@§\ªQ£b JªSªS�1�\¤a¹X§�¬��Í¤a��·�¤a�\§ iT §X£Y¬���§�µN *¢S£y¤8£y¤~�J�0Î
X =

⋃

(a1...aiT
)

X (iT )
a1...aiT

­ ÉJÉ 9B³
°0§Ê¢y¹\ªS¬��8£L =£¥¤a¶Wµd�J¢S£L J�1£º§\ªQ£¥�~ "»1¬� JªS¤8Ï ¤~�D¦J *¢y¤U =���\§�·�§��\§\ªº¢y¹\ÁB¤a�J��ª X (i)

a1...ai

ªS�J¬�ª_�|À  =�X£y¤a�B� ·�§���À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�
ªQ£y�1�i©� JªQ£y¤~»1¬�§B²�»1¬�¤N�\�B��·�¬�¤a£2Äs�~§Xª�+�!J, *�� ��� 
�, *�� 0 �(� � * 	�*�' 
�, -�,*' � 
�, -('#, - �5.1*�' ¾ ®e�a¬�ª2µ�¢y¹X�\¤aªS¹\¶W§\�1£.²D�a§b£y§\¶Wµ�ªµd�B¬�¢�ªS�J¢S£y¤8¢�·�À ¬���§�¢y¹\ÁJ¤~�J� X (i)

a1...ai

�\�(6|���\¤~·�§^ .¦9§\���a§s£y§\¶Wµ�ªb·�§�¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B�
τi ¾ ¨l§�£y§X¶Wµ�ªb�\ =¢L J�i£y¹X¢y¤aªQ£y¤U»1¬�§

τi
·��B����§V¬���§V§\ªQ£y¤a¶º =£y¤a�B��·�§V�~ W·�¬�¢y¹\§�·�§V¦D¤a§s·�§V�|À ¹X£L *£;¶W¹X£L =ªQ£L J¡��a§� JªSªS�1�\¤a¹^Ä^�U ^¢y¹\ÁJ¤a�B� X (i)

a1...ai ¾�� ¬N J��·�~ �·�¬�¢y¹\§W·�§W��À �B¡�ªS§X¢y¦J =£y¤a�B�Ç§\ªQ£s¤~��¼k¹X¢y¤a§\¬�¢y§�­
t ¿ τi

³i²0¤a�5ªS§Wµ�¢y�D·�¬�¤8£�¬���§W =µ�µ� =¢y§\�1£y§r¡�¢y¤aªS¬�¢y§W·�À §X¢yÁB�D·�¤~�X¤8£y¹BÎ
�~ �µN =¢S£y¤8£y¤a�B� X = ∪(a1...ai)X

(i)
a1...ai

µd§\¬�£W =�a�J¢yªrÌX£S¢y§¥¦D¬�§º�\�B¶W¶W§º¬���§_µ� =¢S£y¤8£y¤a�B�
·�§¥��À §\ªSµ� J�\§Ê·�§_µ�©N JªS§§\���X�B¶Wµd�Bªy =�1£y§\ª�§i¢yÁB�D·�¤~»1¬�§Xª ¾M* ¤ τi < t ¿ τi−1
²n�a§\ª�ªS§X¬��a§\ª;£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B��ª�·�§�µ�¢y�J¡N J¡�¤a�a¤a£y¹^���B����¹\ÁJ�~¤aÁJ§. J¡��~§

ªS§X¢y�B�1£��X§\�a�a§\ª�µ�¢y§\�� J�1£Vµ��U =�\§r§\�1£S¢y§r·�§Xª�¢y¹\ÁJ¤~�J��ª X (i)
a1...ai

�\�J�1£y§\�D¬�§\ªV·� =��ª��U _¶WÌ\¶W§�¢y¹\ÁB¤a�B� X (i−1)
a1...ai−1 ¾  �\§X£S£y§l¹\�L©�§X�~�a§2·�§5£y§\¶Wµ�ª\²*�BÀ §\ªQ£F¶º J¤a�1£y§\�� J�1£ X (i−1)

a1...ai−1

»D¬�¤1§\ªQ£F�~ Y¢y¹\ÁJ¤a�B�^¤a��¦J *¢y¤~ J�1£y§@§i¢yÁB�D·�¤~»1¬�§ ¾�� Q *�� -:��	S+ 0 + , 
*�'#,4-S+�!�'a+ �#*�'#, -(% � 
�* �k+�
&� -(� 0 �k+*#&% *�� *�!J, 0  �\§�ªQ£L B·�§B²�¤a�0§XªQ£Y¤a¶Wµd�J¢S£L =�1£Y·�§�ªS�B¬��a¤~ÁJ��§i¢;»1¬�§;���J¬�ª2ªS�B¶W¶W§Xª@§\�
µ�¢y¹XªS§\���\§�·�§V·�§\¬�Ã_µ�¢y�1�\§XªSªS¬�ªb·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§\ª2·�¤aªQ£y¤a���i£yª\Î
• ¬���§f¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B�_¦9§X¢yª@Ñs·�§\ªl¶W�D·�§Xª i ²Dµd�B¬�¢ i = 1 . . . n

²D»D¬�¤N¤a��·�¬�¤8£l¬���§f¼k¬�ªS¤a�J�¥©�¤~¹i¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§;·�§\ª5¢y¹\ÁJ¤~�J��ª
¤a�D¦B *¢y¤~ J�1£y§\ª X (i) �'�\§X£S£y§W¢y§X�U *Ã� *£y¤a�B�" JªSªS¬�¢y§_ÄÍ£y§X¢y¶W§r�~ ��X�B�D¦9§i¢yÁB§\���\§_·�§W�~ �·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J� ¤a��¤a£y¤~ =�~§_¦9§i¢yªs�~ ·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�ÍªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§

q0
²� =£S£y§X¤~�1£y§V JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§\¶W§X�1£��

• ·�§\ª;£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J��ªV§\�1£S¢y§��a§\ª�·�¤ 3n¹X¢y§X�1£y§\ª;¢y¹\ÁJ¤~�J��ª X (i) ���X§\�a�a§\ªQÏ �\¤eªS§^µ�¢y�D·�¬�¤aªS§\�1£;£y�B¬�£V J¬�£L J�1£W­�ªS¤a���B��µ��a¬�ªL³¬���§_¼k�J¤aªº��À ¹X£L =£WªQ£L =£y¤a�B���N =¤a¢y§� *£S£y§\¤a�1£.²F¶º J¤aªW·� J��ª^¬��"ªS§\��ªr�\�B¶W¶W§¥·� J��ªr��À  J¬�£S¢y§J²5 .¦9§\�¥¬���§_µ�¢y�B¡� J¡�¤~�a¤8£y¹
µ�¢y§XªS�X¢y¤8£y§¥µN *¢r�~ �¶º =£S¢y¤a�\§

R̃(i) §i£^�|À ¹X£L *£rªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§ q0 ­��\§¥»1¬�¤l�X�B�N·�¬�¤8£rÄ�·�§Xª���¬�Ã �D¬��~ª^·� J��ª^�a§_�. JªµN *¢S£y¤~�X¬��a¤a§X¢b�BÐÍ��À ¹X£L =£YªQ£L =£y¤a�B���� J¤8¢y§�§\ªQ£Y¬��Í¹X£L *£b·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§*³ ¾¨l�J¢S¢y¹\�~ *£y¤~¦B§\¶W§\�1£.²�Ä^�\§\ªY·�§\¬�Ã_µ�¢y�D�X§\ªSªS¬�ªYªS�J�1£b JªSªS�1�\¤a¹\§\ª;·�§X¬�Ã_ªS¤aÁB�� =£y¬�¢y§\ªb·�§��~ ^¶W¹X£L JªQ£L =¡�¤a�a¤a£y¹JÎ
� ¬���§;¢y§\�~ =Ã� *£y¤~�J�Ê£S¢y¸XªY�a§\�1£y§�¦9§X¢yªf�~ r·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�ÍªQ£L =£y¤a�B���N =¤a¢y§ q0 ²�ªS¤�¡�¤a§\�Ê»1¬0À  J¬�Ãº£y§\¶Wµ�ª@¿���¤aª pt 6= q0

�
� ¬��Ê�. *¢L J�X£y¸X¢y§s¶^¬��a£y¤a¶W�D·� =�0·�§��~ º·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B��ªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§ q0 ²d .¦9§\�s·�§\ªb¡� =¢S¢y¤a¸X¢y§\ªY£S¢y¸\ªb©� J¬�£y§\ªbªS¤'¡�¤a§\�»1¬�§e�a§\ª'£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B��ª,§\�1£S¢y§e�~§Xª±·�¤ 3n¹X¢y§\�1£yª'¹i£L =£yª,ªS�J�1£±ªS¬�ËWªy J¶W¶W§X�1£�¢L =¢y§\ª,§X£,�a§\�1£y§Xª,µd�B¬�¢,µd�B¬�¦9�B¤8¢,�a§\ª± =ªSªS�D�X¤a§X¢
�L©N J�X¬��ÊÄ^¬���§�µ�©N =ªS§B²��\�J¶W¶W§5´Q§V¦J J¤aªf��À  =¢yÁB¬�¶W§\�1£y§X¢Yµ��a¬�ª2§\�Ê·�¹X£L =¤~���\¤8ÏP·�§\ªSªS�B¬�ª ¾
Å �J¬�ª@¦9§X���B��ª2·�§b¶W�B�1£S¢y§X¢2»1¬�§b�X§\ªf·�§X¬�ÃWªS¤aÁB�N *£y¬�¢y§\ª2ªS�B�1£2ªS¤a¶^¬��a£L =��¹X¶º§X�1£lµ�¢y¹\ªS§X�1£y§\ª\²�»D¬�À §\�a�a§\ª@¢y§��N¸X£y§X�1£2�~ ªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§^©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤U»1¬�§W·�§^�U Í·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§�ªQ£y�1�L©N JªQ£y¤~»1¬�§rªS�B¬�ªQÏa´S J�X§\�1£y§B²'§i£�µN =¢�ªS¬�¤8£y§W»D¬�À §\�a�~§Xª�µ�¢y¹\ªS§X�1£y§\�1£
�a§\ªY¶WÌ\¶W§Xªl£y§\¶Wµ�ª@�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ª

τi
²�¢y§\�a¤a¹\ªb J¬�Ã¥¦J =�a§\¬�¢yªfµ�¢y�Jµ�¢y§\ªY·�§��U ^¶º *£S¢y¤~�X§�·�§�£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�

R ¾

 I�KFL�=?;>N	O�A£)QAEKF@�A A @ @�D L9K�'�;>@�;>G	K�'
H9A �ECFL '3A

°eÀ ¤~·�¹X§�»D¬�§5´Q§V¦J J¤aªY·�¹X¼k§X�N·�¢y§J²�Ä^µ� =¢S£y¤8¢b·�§\ª@¢y¹\ªS¬��8£L =£yªfµ�¢y¹\�\¹.·�§\�1£yª\²�§\ªQ£Y»D¬�§�·�À ¬��¥µd�J¤~�1£Y·�§�¦�¬�§�·�Â��N =¶W¤U»1¬�§­| J¬�ªSªS¤e¡�¤a§\� ·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¤aªQ£y§r»D¬�§^ªQ£y�1�L©N JªQ£y¤~»1¬�§.³i²0¬���§^£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�Ç·�§^µ�©� JªS§r§\ªQ£��~ ¥�\�B��ªS¹.»1¬�§\���\§r�J¡�ªS§X¢y¦J =¡��a§
Ä��|À ¹\�L©�§\�a�~§Í¶º =�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§¥·nÀ ¬���§º¡�¤8¼H¬�¢y�. *£y¤~�J�
·�§_�~ �·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§W¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§¥»1¬� J�N· ¬�� µ� =¢L =¶º¸i£S¢y§·�§��\�J�1£S¢��B�a§�¦J *¢y¤~§J²2ª\À  J�\�X�B¶WµN =ÁB�N =�1£Ê·�À ¬���§�¡�¢y¤aªS¬�¢y§�·�À §X¢yÁJ�D·�¤a�\¤8£y¹ u~}�v9x ¾ °FÀ ¤~�1£y¹i¢yÌX£Ê·�§��\§�µd�J¤~�1£Í·�§�¦D¬�§§\ªQ£�·�§^��§^µ� Jª;¢y§.»1¬�¹X¢y¤8¢�·�§�µN =ªSªy JÁB§WÄ¥�~ _�a¤~¶W¤8£y§�£y©�§X¢y¶W�D·�Â��� J¶r¤U»9¬�§º­��|À ¹\¶W§i¢yÁB§\���\§^¦�¤a§\�1£�¤a�\¤e·�§^�~ _�a¤~¶W¤8£y§
 JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤~»D¬�§B²n¦B�B¤8¢rÆ ��¾aÉB¾ �9³V§i£s·�§^¼H�B¬�¢y��¤8¢� =¤~��ªS¤5¬����. J·�¢y§^£y©�¹X�J¢y¤~»1¬�§^µn�J¬�¢� J¡d�J¢L·�§X¢s�a§\ª�£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B��ªs·�§µ�©� JªS§�§\��£L J¤a�a�a§r�B¬�©��=¢yªV·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§Í­�¤a�±��À Â� ºµN =ª����B��µ��a¬�ª�·�§s¢y¹X¼H¹X¢y§\���\§rÄº¬���¹X£L *£�·nÀ ¹.»1¬�¤a�a¤~¡�¢y§*³ ¾ �� J��ª�a§V�\�J�1£y§XÃD£y§�µ�¢y¹XªS§\�1£.²�·�§\¬�Ãº�. *¢L J�X£y¹X¢y¤aªy =£y¤a�B��ªb·�À ¬���§;£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��·�§�µ�©N JªS§J²N =¬Ê·�§X¶W§\¬�¢L =�1£@¢y§\�a¤a¹\§\ª\²�µd§\¬�¦B§\�1£ÌX£S¢y§V§X�D¦�¤aªy JÁJ¹\§\ª\Î
� �B¬Í¡�¤~§X�Ê¬���§ �|+�-(� -�,z+*�(!º·nÀ ¬���§;¢y¹XÁB¤a�B��»D¬� JªS¤8Ï ¤a�D¦B *¢y¤~ J�1£y§V·�§��|À §\ªSµ� J�\§s·�§Vµ�©N =ªS§V¦9§i¢yªf¬���§V J¬�£S¢y§B²
� �B¬Í¡�¤a§\�Í¬���§��^+ D�% � 0 -�,z+ �(!º·�§V�~ r·�Â��N =¶W¤U»1¬�§bªQ£y�D�L©� JªQ£y¤~»D¬�§B²��\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·� J�1£bÄ^¬��Í�L©N J��ÁB§\¶W§X�1£Y»1¬N J�a¤8£L =£y¤8¼·� =��ªf�a§\ªf¦J J�a§\¬�¢yªfµ�¢y�Bµ�¢y§\ªf�B¬Í�a§\ªY¦9§X�X£y§\¬�¢yªfµ�¢y�Bµ�¢y§XªY·�§

R ¾
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7 ��§�µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹VÁB¹\��¹X¢L J�a§s·�§Xªf¡�¤8¼k¬�¢y�. =£y¤a�B��ªb§XªQ£;·nÀ ÌX£S¢y§� JªSªS�1�\¤a¹\§\ª;Ä^¬���§;¼H�J¢y¶W§�·�§�¢L =�~§X�1£y¤~ªSªS§X¶W§\�1£Y�X¢y¤8£y¤~»D¬�§B²§\� ��À �1�X�\¬�¢S¢y§\���\§Ê¬�� ¢L J�a§\�1£y¤aªSªS§\¶W§\�1£º·�§Í�~ �¦�¤8£y§\ªSªS§Ê·�§Í�\�J�D¦9§X¢yÁJ§\���\§Í¦B§X¢yªr��À ¹X£L =£ºªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§Ç­��~§_£y§\¶Wµ�ª
·�À  =£S£y§X¤~�1£y§�·�§Ê��À  *£S£S¢L J�X£y§X¬�¢¥·�¤a¦9§X¢yÁJ§� J¬ µd�B¤a�1£_·�§Ê¡�¤8¼k¬�¢y�. =£y¤a�J�d³ u���x ¾ � �Y��À §XªQ£¥·��B���ÍµN JªWªS¬�¢yµ�¢y§\�N =�1£_»1¬�§�a§\ª@£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J��ªf·�§;µ�©N JªS§J²�¹\¶º =�N =£y¤a�J�¥¶º =�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§;·�À ¬���§b¡�¤8¼k¬�¢y�. =£y¤a�J�ÍªS�J¬�ªQÏa´S J�X§\�1£y§B²�ªS�B¤a§\�1£f¹\ÁB J�a§\¶W§\�1£
�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªS¹\§\ªFµ� =¢±¬���§l·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§F�~§X�1£y§@·�§e¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B��¦9§X¢yª'��À ¹i£L =£FªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§ u~}�v9x ¾*Å �=£S¢y§l¹i£y¬N·�§5µd§X¢y¶W§X£·�§�µ�¢y¹X�\¤aªS§X¢b�\§i£S£y§ �#*�. -�,z+ �"! *�! ,*�#*�,*� -(!/'a+ ,z+*�(!/' 	�* ��� -('�*
*�, 	�
"!F-(�|+ #&%J*.�#*�. -��Q-�,z+ �(!/!F*�. .1*�.1*�!J, * ¾

7 ��§b£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J��·�¬¥µ�¢y§\¶W¤a§X¢f�=¢L·�¢y§V Jµ�µN *¢L 21~£Y�a�J¢yªy»1¬0À ¬��¥µd§X£y¤8£Y�L©� J��ÁJ§\¶W§\�1£f·�§ R ­�¬���§;¦J =¢y¤~ =£y¤a�B�Ê·�À ¬��µN *¢L J¶W¸X£S¢y§l¤a�1£y§X¢y¦9§X�N J�1£F·� J��ª
R
²Jµ� =¢F§XÃ�§\¶Wµ��a§*³0¤a��·�¬�¤8£±¬���§l¶W�D·�¤8¿N�\ =£y¤a�B�����=£L J¡��~§2·�§\ª±¹X£L *£yªFªQ£L =£y¤a�J���� J¤8¢y§\ª\²¼� =¤~ªy =�1£bµN =¢f§XÃ�§\¶Wµ��a§;µN =ªSªS§X¢;·nÀ ¬���§V·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J�ÍªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§sÄ�¬���§� J¬�£S¢y§V·�§�ªS¬�µ�µd�J¢S£fµ�¢y§\ªy»1¬�§V·�¤aªk´Q�B¤a�1£ ¾

' � µd§\¬�£º¶W�B�1£S¢y§i¢_»D¬�À ¬���§Í£y§\�a�a§�ªS¤8£y¬N =£y¤a�J� §\ªQ£_¹.»1¬�¤a¦J J�a§\�1£y§�Ä �|À §XÃ�¤aªQ£y§\���\§�·�À ¬���§�»D¬� JªS¤8Ïo·�¹\ÁJ¹\��¹i¢y§\ªS�\§\���\§·�§
R
­
λ1 ≈ 1

³i²,§\�a�a§XÏ ¶WÌ\¶W§W¹.»1¬�¤a¦J J�a§X�D£y§ºÄ�ªS�B�Ç£y�B¬�¢rÄÊ��À §iÃ�¤aªQ£y§\���\§¥·�§_·�§X¬�Ã�¢y¹\ÁB¤a�B��ªr»1¬N JªS¤8Ï ¤a�D¦J =¢y¤~ J�1£y§\ª ¾
� �'§\ªQ£� =¤a��ªS¤,µd§X¢S£y¤a��§\�1£;·nÀf+ 	�*�!J,z+ :<*�� 0 *�' 	�*�%�� � 
 -S+ �(!�'�-(,�* 0 	�*�' ��� -('�*�'�U � �1²N§X£;�~ W¶W¤aÁJ¢L =£y¤a�J��·�§���À ¬���§s¦9§X¢yª
��À  =¬�£S¢y§2�X�B¶W¶W§5�~ b£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J�W·�§@µ�©� JªS§2 JªSªS�1�\¤a¹\§  «� .¦9§. J¬^§X£ * �i©D¬��~¶º =� É���� X�& u ��x ¾ ¨l§i£S£y§2���=£y¤a�B�^¹\�~ =¢yÁJ¤a§Y·�§µ�©� JªS§V¤a¶Wµ��a¤~»D¬�§�§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§\¶W§\�1£Y¬���§�¡�¢y¤aªS¬�¢y§s·nÀ §X¢yÁB�D·�¤~�X¤a£y¹�£S¢L =��ªS¤8£y�B¤8¢y§B²N§\�Ê·�À  J¬�£S¢y§\ªf£y§X¢y¶W§Xªf¬��Íµ�¤~¹XÁB§. =ÁB§
·� =��ªº¬���§Ê¢y¹XÁB¤a�B� ·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¹X§�·�§���À §\ªSµ� J�\§�·�§�µ�©N JªS§ ¾ °'  ((

ªQ£L J¡�¤~�a¤8£y¹
))

·�À ¬���§Í£y§\�a�~§�µ�©N =ªS§�ªS§�·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§§\���\�B¶Wµ� =¢L =�D£V�a§^£y§\¶Wµ�ª�·�§^µ�¤a¹\ÁJ§. JÁB§J²± =¬�£S¢y§\¶W§\�1£V·�¤8£V�~§^£y§\¶Wµ�ªV·�§^¦D¤a§W·�§^�\§X£S£y§rµ�©N =ªS§B²0§X£��~ Í·�¬�¢y¹\§r·�§
��À �J¡�ªS§X¢y¦J *£y¤a�B� ¾
°0 _·�¹\¶W�J��ªQ£S¢L =£y¤a�J��·�§��\§i£V¹X���B���\¹s¢y§\µd�BªS§�ªS¬�¢��~ _�\�J��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�B��·�À ¬���§�¼� J¶W¤a�a�a§^µN *¢L J¶W¹X£S¢y¹\§

R([c])
·�§¶º =£S¢y¤a�\§\ª,ªQ£y�1�L©N JªQ£y¤~»1¬�§Xª±µ�¢y�1�L©�§\ª±·�§l�~ b¶º *£S¢y¤~�X§

R
¤a��¤a£S¤U =�~§J²J£y§\�a�a§2»1¬0À ¤a�D§XÃ�¤aªQ£y§l¬���§l¦J J�a§\¬�¢

[c]a
·�¬sµ� =¢L =¶º¸i£S¢y§

·�§2�\�B�1£S¢��J�~§
[c]
­|Ä
i
�\�B¶Wµd�Jªy J�1£y§\ªL³±µd�B¬�¢5�~ B»1¬�§X�~�a§Y��À ¹X£L *£@ªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§b·�§

R([c]a)
§\ªQ£5�U ;¢y§\ªQ£S¢y¤a�X£y¤a�B�_·�§

q0
Ä

X (i)
a ¾ °' �·�¹\¶W�B��ªQ£S¢L =£y¤a�B�r·�§@�\§@¢y¹\ªS¬��a£L *£5ª\À  =µ�µ�¬�¤a§2ªS¬�¢e�~ �·�¹X�\�B¶Wµd�JªS¤a£y¤a�B�r·�§Xªe·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J��ªe·�§2µ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹BÎ

p = q0 +
∑

j≥1

cjqj ≡ p([c]) avec cj = 〈Aj |p〉
­ ÉJÉ X9³

' �Í¦B¹X¢y¤8¿N§V J�a�J¢yªb»1¬�§BÎ
Rxy([c]) ≡ q0(x) +

∑

j≥1

cj(1 − λj)qj(x) +
∑

j≥1

λjqj(x)Aj(y)
­ ÉJÉ�� ³

�~ J¤aªSªS§
p([c])

¤a�D¦J =¢y¤~ =�1£.²2µd�J¬�¢y¦D¬ »1¬�§Ê£y�B¬�ª¥ªS§\ª¥¹\�a¹\¶W§X�1£yª¥·�§�¶º *£S¢y¤~�X§�ªS�B¤a§\�1£Íµd�BªS¤8£y¤8¼kª ­��U Ç�\�B��·�¤8£y¤a�B� ·�§���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B� ∑
x∈X

Rxy([c]) = 1
§\ªQ£f£S¢y¤a¦�¤~ =�~§X¶W§\�1£Y¦B¹X¢y¤8¿N¹\§.³ ¾ ' �Í¶W�B�1£S¢y§;§\��ªS¬�¤8£y§�»1¬�§JÎ

R([c])qj = λjqj
­ É ÈJÑ9³

A0R([c]) = A0
­ É È É ³

(Aj − cjA0)R([c]) = λj(Aj − cjA0)
­ É ÈBÈB³

°' º¦J *¢y¤U *£y¤a�B��·�§s�~ _¶º *£S¢y¤~�X§^·�§s£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��§X£V·�§���À ¹X£L =£VªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§r»1¬N J��·
[c]
¦J =¢y¤a§�µd§\¬�£;ÌX£S¢y§�§\ªQ£y¤a¶W¹\§

�\�B¶W¶W§bªS¬�¤8£s­�§\�Í���J£L J�1£
c
¬���§����J¢y¶W§�·�§

[c]
³iÎ

R([c]) −R =
∑

j≥1

cj(1 − λj)qj ∼ O[c sup
j

(1 − λj)]
­ É È��9³

p([c]) − pstat =
∑

j≥1

cjqj ∼ O(c)
­ É È � ³

°' �ªS¤8£y¬N *£y¤~�J��»1¬�¤d���B¬�ª2¤~�1£y¹i¢y§\ªSªS§V§\ªQ£Y�X§\�a�~§V�BÐ
cj = 0

µd�B¬�¢
j > n

Î��B�Ê �§\�¥§&3n§X£
1 − λj ¿ 1

µn�J¬�¢
j ≤ n

²
�\§�»D¬�¤'¶W�B�1£S¢y§s»1¬�À ¬���µd§X£y¤8£;�L©N =��ÁB§X¶W§\�1£;·� J��ªb�U W�~�J¤F·nÀ ¹X¦9�B�a¬�£y¤a�J�

R
¤a�N·�¬�¤8£;¬���Á=¢L J��·��i©� J��ÁB§\¶W§\�1£�­m+ 0 *�0

Y 
���\�� efh!`j]ut�n�^�ef^,]vb�r$a4]_^,]vx2r�^,`2d3h�k ��g$a4d3sft�n�^[]u]2h!g�xuk�sf`j^,m,x2^,d3^,g�xW]_b�l,m,s � l,^,]Wm[h!d3d3^Wk�^,]u`jl �!sfh!g�]Wk$a4g�]ue}o ^,]_b$a4m,^k�^,]�b$a4`2a4d3qRx_`j^,]�k�^�m,h!g/x_` �!ef^!��ef^,] b�r$a4]2^,]�k�h!g�x�sfe�^,]2x sfm,s-t�n�^,]2x2sfh!g�]2h!g�x[��m,h!d3d3^:a4n � Z�\ 
�\ Z ��k�^,]�`jl��!sfh!g�]�k�^�e}o ^,]_b$a4m,^
X k�^,]Tm[h!g � �!n�`2a4x_sfh!g�]uk�n ] ��]jx_q,d3^ \ � o ^[]jxT]_^,n�ef^,d3^,g�xTk$a4g�]vn�g ]_^,m,h!g�k x2^[d3b�]Tt�npo h!g&a4]_]_h�m,sf^,`_a ��mPr$a4m,n�g�^3k�^wm,^,]b�r$a4]2^[]3e~a `jl��!sfh!g k�^|e}o ^,]_b�a4m[^)k�^,]3b$a4`2a4d3q,x2`j^[]�h!�
^,efef^)k�h!d3sfg�^�^Rx�h!�
^,efef^)]_n ��x � k�l,m,`2sf`j^ ef^,]3m,h!d3b�h!`@x_^,d3^,g�x2]h!i�]_^,`@�/l,] ��m,^vt�n�^ �j^��!a4sf]:a4i�h!`jk�^,`�k$a4g�]:m,^vt�n�s�]2n�s x \
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·�À �J¢L·D¢y§�·�¤ 3n¹X¢y§\�1£2·nÀ ¬��W¼� =�X£y§\¬�¢f =¬_¶W�B¤a��ª5¹\Á9 =��Ä
τn À 1

³l =¬_��¤a¦B§. J¬_·�§b��À ¹X£L =£2ªQ£L =£y¤a�J���N =¤8¢y§B²��X§�»1¬�¤�§\ªQ£2�~ 
�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªy =£y¤a�B��»D¬� J�a¤8£L =£y¤a¦9§�·nÀ ¬���§;£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B��·�¬Íµ�¢y§X¶W¤~§i¢f�J¢L·D¢y§ ¾

0º��� ���Y� �'�\���N��� �'�H�D�*��� �	�'�k�0�0���W�D� 6 �'�0�d���k�'�����r���'�H�\�U�S���	�0���k�H���
¨l�B¶W¶W§±´P§b��À  J¤d¶W§\�1£y¤a�B����¹f§\�W¤~�1£S¢y�D·�¬��X£y¤a�J�0²1��À  Jµ�µ�¢y�1�i©�§;·�Â��� J¶W¤~»D¬�§@¼H�B��·�¹\§bªS¬�¢@�~ s·��B����¹\§Y·�À ¬��Wµ� .Â�ªy =ÁB§
§\ªQ£�·�§r¦J J�a¤~·�¤8£y¹Wµ��~¬�ªV�a¤~¶W¤8£y¹\§W»1¬�§^�\§\�a�a§º»D¬�§r���B¬�ª�µ�¢y�Bµd�JªS�B��ª\Î'§X�a�~§r¢y§.»1¬�¤~§i¢S£�»1¬�§r��À ¹X£L *£�ªQ£L *£y¤~�J���� J¤8¢y§ºªS�J¤a£¬��º¹X£L *£f·�À ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§B²D§X£2¶W�J¤a��ªl¤a�1£S¢y¤a��ªS¸.»1¬�§JÎD�a§;µ� .Â�ªy =ÁB§;§\ªQ£2ªS�J¬�¦B§\�1£2 *´P¬�ªQ£y¹�·�§Y¼k �(\�J�¥µ�©�¹\���J¶W¹\���J�~�JÁB¤~»1¬�§ ¾®F¢y¹X�\¤aªS¹\¶W§\�1£Yµd�J¬�¢f�\§\ª2¢L J¤aªS�B��ª\²N§\�a�a§�µd§\¬�£Y J¬�ªSªS¤0ª\À  .¦9¹i¢y§X¢bµ��~¬�ªf�Jµn¹i¢L =£y�B¤8¢y§s·� =��ª2�\§X¢S£L J¤a��§\ªYªS¤8£y¬N *£y¤~�J��ª\²�µN =¢§XÃ�§\¶Wµ��a§s�a§^�. J�a�\¬��e·�§��\�B��ªQ£L J�1£y§\ª��\¤a��¹X£y¤~»1¬�§XªV·�§s¢y¹. J�i£y¤~�J��ªV�L©�¤a¶W¤~»1¬�§\ªb�B¬�·�§s£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J��ªV�\�J��¼k�=¢y¶º =£y¤a�B��Ï
��§X�~�a§\ª ¾ ¨bÀ §\ªQ£f��À �B¡D´Q§X£Y·�§b�~ �£y©�¹\�=¢y¤~§�·�§ $�¢L J¶W§X¢yª\²D»1¬�§F´Q§;µ�¢y¹XªS§\�1£y§;§i£f·�¤~ªS�X¬�£y§;·� J��ª@��À  J����§iÃ�§�« ¾ °0 s���J£y¤a�B�·�§^µN \Â�ªy JÁJ§WªS§^¢L =£S£L J�L©�§W§X��¼k J¤8£�Ä¥�|À  =µ�µ�¢y�1�L©�§rµ��a¬�ªVÁB¹\��¹X¢L J�a§W§X£�µ��a¬�ªV¤a�1£S¢y¤~��ªS¸.»1¬�§^§\�D¦D¤aªy JÁB¹X§º·� J��ªV�\§X£S£y§ J����§XÃ�§/�1�X§X£S£y§;·�§X¢y��¤a¸X¢y§b¹X�\�~ J¤8¢y§��a§\ª5¼k�B��·�§\¶W§X�1£yª5§X£@�a§\ª@�X�B�N·�¤8£y¤a�B��ª@·�§Y¦J J�a¤~·�¤8£y¹;·�À ¬���§b Jµ�µ�¢y�1�i©�§Y¼H�B�N·�¹\§bªS¬�¢
¬��¥µ� .Â�ªy =ÁB§W­��\§V»1¬�§;���B¬�ªf *¦B�B��ªf·�¹o´SÄ^¤a�a�a¬�ªQ£S¢y¹� .¦9§\���a§�¢y¹\ªS¬��8£L *£YªS¬�¢f�|À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§V�a�1�. =�'µ�¢y¹\ªS§\�1£y¹VÄ^�~ �¿��Í·�§Æ�¨ ¾aÉ ³2§i£Y�a§\ªYµ�¢y�Bµ�¢y¤~¹i£y¹\ªb·�§V�~ r·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§� =ªSªS�D�X¤~¹X§�Ä^¬��¥µN \Â�ªy JÁJ§�©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§ ¾
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­ . -(! 	(' 0 - �J*S³�§\ªQ£^¬�£y¤~�a¤aªS¹_µd�B¬�¢^·�¹\�X¢y¤8¢y§_�a§\ªs¼k�J���X£y¤a�B��ª^ÁB�a�J¡N J�a§\ªÍ­�¹\��§i¢yÁB¤a§_�B¬¹\��§X¢yÁB¤a§Y�~¤a¡�¢y§B²1¦J J�a§\¬�¢@ J·� Jµ�£L =£y¤a¦9§*³±�\�J�1£S¢��B�~ J�1£l�a§\ªl�X�B¶Wµd�J¢S£y§X¶W§\�1£yªF�\�J�~�a§\�i£y¤8¼kª2·�§fªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ªe�\�J¶Wµd�J¢S£L J�1£e¬��
ÁJ¢L =�N·_���B¶^¡�¢y§;·�§�·�§\Á=¢y¹\ªf·�§b�~¤a¡d§X¢S£y¹;�\�B¬�µ��a¹\ª ¾ ��À §X¶^¡��~¹X§B²D�~§b¼� =¤a£Y»1¬0À ¤a�nª\À  JÁJ¤aªSªy§�·�§b¼H�B���i£y¤~�J��ªf·�À ¹X£L =£@¢y¹\¦9¸X�a§¬���§�©DÂ�µd�=£y©�¸\ªS§B²�¤~¶Wµ��a¤~�X¤a£y§s¶º =¤aªb§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§BÎ�¬���§�ªS¹\µ� =¢L =£y¤a�B��·�§\ªb¹\�L©�§X�~�a§\ªb£y§\¶Wµd�J¢y§X�~�a§Xª ¾ °�§sªQÂ�ªQ£y¸\¶W§s·��J¤8£µ�¢y¹XªS§\�1£y§X¢@¬���§Y¢y§X�U *Ã� *£y¤a�B�_¢L Jµ�¤~·�§;·�À ¬���§YµN =¢S£y¤a§;·�§Xª2·�§\ÁJ¢y¹Xª2·�§b�a¤a¡d§X¢S£y¹;¦B§X¢yªl¬��º¹i£L =£2·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§�­�¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§µN *¢S£y¤~§X�|²�¶W¹X£L =ªQ£L J¡��a§B²Dµd�B¬�¢2�a§�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§Y�\�B¶Wµ��a§X£i³5 J¬N»1¬�§\�d�J�Í JªSªS�1�\¤a§V�a§;µN \Â�ªy JÁJ§B²�§i£2¬���§�·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§Y�a§\�1£y§
µ�¢y§XªS�X¢y¤8£y§^µN *¢��a§\ª��. *¢L J�X£y¹i¢y¤~ªQ£y¤~»1¬�§Xª�·�§s�\§�µN \Â�ªy JÁJ§ ¾ °' º���J£y¤a�B��·�§�µ� \Â�ªy =ÁB§��0À  _·�§sªS§\��ªV»1¬0À §\�Ê¢y§\Á9 *¢L·�·�§��À ¤a�E�N¬�§\���\§¥»1¬0À ¤a�@§XÃ�§X¢y�\§J²F¦D¤~ �¬�� µ�¢y¤a���\¤aµd§_ªS¬�µ�µ��a¹\¶W§\�1£L =¤8¢y§_¶W�J£y¤a¦J J�1£��~ �·�¹X¿N��¤a£y¤a�J� ·�¬ µN \Â�ªy JÁJ§B²FªS¬�¢^�~ ·�Â��N =¶W¤~»D¬�§º�a§\�1£y§ ¾ �e�
·nÀ  =¬�£S¢y§\ª^£y§i¢y¶º§Xª\²F�a§ÍµN \Â�ªy JÁJ§Ê¦J �µ�¢y¹\�\¤aªS¹\¶W§\�1£rÌX£S¢y§Í·�¹X¿���¤@µd�B¬�¢r¢y§\��·�¢y§¥�\�J¶Wµ�£y§·�§_�~ �¼k �(\�J� ·��B�1£^��À ¹X£L =£W·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§¥ =£S£y§X¤~�1£^µN *¢r�a§\ª^¦J =¢y¤~ J¡��~§Xª^¢L Jµ�¤~·�§\ª^¤a� ��¬�§X���\§º�U �·�Â��N =¶W¤U»1¬�§W�a§\�1£y§ ¾�V J��ª@ªy s¦9§X¢yªS¤a�J�¥�\�~ JªSªS¤~»1¬�§J²��~ ����J£y¤a�B�¥·�§bµN \Â�ªy JÁJ§�§XªQ£Y =ªSªS�1�\¤a¹\§B²��B¬_¡�¤~§X�ÍÄs·�§\ª2·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§b·�§b¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B�
·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§\ª
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ªS¬�¤a¦J J�1£��a§rÁJ¢L J·�¤a§\�1£
))

²'Ä_£y§X¶Wµn¹i¢L =£y¬�¢y§��D¬��a�a§B²0�J¬ ¡�¤a§\� ÄÍ·�§\ª�·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§\ª;ªQ£y�1�i©� JªQ£y¤~»1¬�§\ª­k£y©�¹X�J¢y¤a§�·�§ $�¢L J¶W§X¢yªL³^¦B¹X¢y¤8¿d J�1£º�~  �\�B��·�¤8£y¤a�B� ·�§Ê¡�¤a�~ J� ·�¹X£L J¤a�a�a¹/�@�BÀ §\ªQ£¥ J�a�J¢yª_�a§���¤a¦9§. =¬ ·�§Ê¡�¢y¬�¤8£�­�µN =¢
§XÃ�§\¶Wµ��a§2�~ �£y§\¶Wµd¹X¢L =£y¬�¢y§2ª\À ¤a�Nª\À  JÁB¤8£2·�À ¬��r¡�¢y¬�¤a£e£y©�§X¢y¶W¤~»1¬�§*³,»D¬�¤

((

¿�Ã�§f�a§f£y§\¶Wµd�
))

²s+�0 *�09»D¬�¤�¿�Ã�§f��À ¹\�L©�§\�a�a§;·�§
£y§\¶Wµ�ªe·�§Y�~ �·�Â��N =¶W¤U»1¬�§2§X�º�\�J�1£S¢��B�~ J�1£@�a§\ªlµ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹\ª@·�§f£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�¥·� J��ª5�|À §\ªSµ� J�X§�·�§Xªl�\�J��¼H�J¢y¶º =£y¤a�J��ª ¾
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'
�B§W�X¤a£y§i¢L J¤l»1¬�§\�~»1¬�§XªV§XÃ�§\¶Wµ��a§\ªVµ� =¢y¶W¤F�a§\ª�µ��a¬�ª�¼H¢y¹.»1¬�§X¶W¶W§\�1£;¢y§X���\�J�1£S¢y¹\ª ¾ °0§\ªV£S¢y�J¤aªsµ�¢y§\¶W¤a§X¢yª\²'·�¹X£y§X¢y¶W¤8Ï��¤aªQ£y§\ª\²0�\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·�§\�1£sÄ¥�~ Í���J£y¤a�B�Ç·�§

((

µ� \Â�ªy =ÁB§W·�À ¹\��§i¢yÁB¤a§Wµd�J£y§\�1£y¤a§\�a�a§
))

§X£�µ�¢y¹\ªS§\�1£y§\�1£V¬���§r·�Â��N =¶W¤U»1¬�§
ªS¬�¤a¦J J�1£V�a§rÁJ¢L B·�¤a§\�1£�·nÀ ¹\��§i¢yÁB¤a§/�0�~§Xªs·�§X¬�Ã�·�§X¢y��¤a§X¢yªVªS�B�1£s·�§\¬�Ã�¦9§X¢yªS¤a�B��ª�¹\»D¬�¤a¦B =�a§\�1£y§\ªW­|Ä_¬����L©� J��ÁJ§\¶W§\�1£ÁB�a�B¡� J�n·�§YªS¤aÁB��§bµ�¢y¸XªL³5·�À ¬��ºµ� \Â�ªy =ÁB§;·�À ¹\��§X¢yÁB¤a§b�~¤a¡�¢y§B²D�BÐº�~ s·�Â��N =¶W¤U»1¬�§2§\ªQ£@¬���§Y¶º =¢y�L©�§b J�a¹. *£y�B¤8¢y§�¡�¤~ =¤~ªS¹X§
µN *¢Y�~ ^£y�Jµd�BÁJ¢L =µ�©�¤~§�·�¬¥µN \Â�ªy JÁJ§ ¾
• �J§5¶W§X�1£y¤~�J����§X¢L J¤=£y�B¬�£,·nÀ  =¡d�J¢L·��~§Xª'µN \Â�ªy JÁJ§\ª0¢y¹\§X�~ª\²*Ä2��À �J¢y¤aÁB¤a��§l·�§F�~ 2¶W¹X£L Jµ�©��J¢y§JÎ\�~ @¼k�J���X£y¤a�B�sÄ2¶W¤a��¤~¶W¤aªS§X¢
­�§\��·�¤~¶W§X��ªS¤a�B�

d = 2
³n§XªQ£'�|À  =�a£y¤8£y¬�·�§b­��a�J¤1·�§F�U 2µd§\ªy =�1£y§\¬�¢i³ ¾ °0 f·�Â��� J¶W¤~»1¬�§,§\ªQ£'¤a�\¤1·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§ ¾ °' 2�a§\�X£y¬�¢y§·�Â��N =¶W¤~»D¬�§;·�¬¥µN \Â�ªy JÁJ§��X�J¢S¢y§\ªSµd�B��·ÊÄ^ªy ^µ� =¢S£y¤8£y¤a�B�Ê§\�Í¡� JªSªS¤a��ªY©1Â�·D¢y�BÁJ¢L =µ�©�¤U»1¬�§\ª ¾

• ®F�~¬�ª^ÁB¹\��¹X¢L J�a§\¶W§X�1£.²±�U �¶WÌX¶W§Wµ�©1Â�ªS¤U»1¬�§º§\ªQ£WÄ���À �V¬�¦1¢y§¥·� =��ªs£y�B¬�£^ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§_·�¤aªSªS¤aµN *£y¤8¼� =£y©�§i¢y¶º J��Î±�a§µN \Â�ªy JÁJ§�µd§X¢S£y¤a��§X�1£;§\ªQ£;�a§�µ� .Â�ªy =ÁB§^·nÀ ¹\��§X¢yÁJ¤a§�µn�=£y§\�1£y¤a§\�a�a§/�n¬���§XÃ�§\¶Wµ��a§V£oÂ�µ�¤~»1¬�§V§\ªQ£;�\§\�a¬�¤±·�§\ªb¶º =£y¹X¢y¤~ J¬�Ã
ÁJ¢L =�D¬��~ J¤8¢y§\ª ¾
• °�§_¶W��·�¸\�a§¥·�§ 
;�Jµ�¿�§\�~·"·�§º¢y¹\ªS§. =¬�Ã ·�§_��§\¬�¢y�J��§\ª\²F·� J��ª^�a§_�. Jª^�BÐ �~§Xª^µn�J¤~·�ª^ªQÂ��� Jµ�£y¤~»1¬�§Xª�ªS�J�1£rªQÂDÏ
¶W¹X£S¢y¤~»1¬�§\ª\²±µd§\¬�£WÌi£S¢y§Ê·�¹\�X¢y¤8£Wµ� =¢W¬��"µN \Â�ªy JÁB§Ê·�À
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¹\��§X¢yÁB¤a§
))

²F£y§\�f»1¬�§¥�~  ·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§º¼k JªSªS§�·�¤a¶W¤a�D¬�§X¢r·�§¼� �(\�B� ¶W�J���=£y�B��§��\§i£S£y§^¹\��§i¢yÁB¤a§B²�´P¬�ªy»1¬0À Ä_�\§r»1¬0À §\�a�a§r =£S£y§\¤aÁB��§r¬���¶W¤~��¤a¶^¬�¶ �a�1�. =�|²0�\�=¢S¢y§\ªSµd�B�N·� J�1£�Ä_¬���§
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�\�B��¿NÁJ¬�¢L =£y¤a�J�_ªQ£L =¡��a§;·�¬r¢y¹\ªS§. J¬ ¾ ®F�a¬�ªlÁJ¹\��¹X¢L =�a§\¶W§\�1£.²D·� J��ª5�a§Y�. Jª@·�À ¬���§Y·�Â��N =¶W¤U»1¬�§f·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§B²B£y�J¬�£y§¼k�J���X£y¤a�B��·�§�°nÂD Jµd�J¬����*¦_·�¬ÍªQÂ�ªQ£y¸\¶W§b¼k�J¬�¢y��¤8£Y¬���§����=£y¤a�B��·�§Vµ� \Â�ªy JÁB§� Jµ�µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹\§ ¾
• �V =��ª^�~ �£y©�¹\�=¢y¤a§Ê·�§)$�¢L =¶º§i¢yª\²±�~ �·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§�­k£y©�§X¢y¶W¤~»D¬�§*³V§XªQ£WªQ£y�1�L©� JªQ£y¤~»D¬�§¥§X£r�a§Íµ� \Â�ªy JÁB§¥§\ªQ£r¬��µN \Â�ªy JÁJ§�·nÀ ¹\��§X¢yÁJ¤a§;�a¤a¡�¢y§

F (β, a)
�1ªy s·�¤a¶W§\��ªS¤~�J�

d
§\ªQ£@�a§;���B¶�¡�¢y§Y·�§Y�\�J¶Wµd�Bªy J�1£y§\ªl·�¬ºµ� =¢L =¶W¸X£S¢y§b·�À �J¢L·D¢y§

a
­��J¬�·�§��U ^�X�D�=¢L·��J����¹X§V¢y¹\ J�X£y¤a�B����§\�a�a§B²d·� =��ª2�~§V�\�J�1£y§XÃD£y§V·�§\ª2¢y¹\ J�X£y¤a�B��ªY�i©�¤a¶W¤U»1¬�§\ªL³ ¾

• °' r£y©�¹\�=¢y¤~§^·�§s��À � ¦B�B�a¬�£y¤a�B��µN =¢;ªS¹\�a§\�X£y¤a�B���� =£y¬�¢y§X�~�a§^·�§\ª;§XªSµd¸\�\§\ª�µd§\¬�£;ÌX£S¢y§�¶W�D·�¹\�a¤aªS¹\§^ÄW£S¢L .¦9§i¢yª�µ� \ÂDÏªy JÁJ§^·�§�¦J J�a§\¬�¢; B·� =µ�£L *£y¤~¦B§º­|Är¶º =Ã�¤a¶W¤~ªS§i¢i³���¤a�\¤
d
§XªQ£;�a§����B¶�¡�¢y§V·�À §\ªSµd¸\�X§\ªbµ�¢y¹\ªS§X�1£y§\ª;·� J��ªb��À ¹\�X�BªQÂ�ªQ£y¸\¶W§

§\�D¦D¤aªy JÁB¹J²N§i£Y�~ r·�Â��N =¶W¤U»1¬�§b§\ªQ£Y¬���§�¶º =¢y�L©�§V J�a¹. *£y�B¤8¢y§�·��B�1£f�~ �¢y¸\ÁB�a§�§XªQ£b·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¹\§�µ� =¢f�U ^�� =£y¬�¢y§V§i£Y�~ 
¼H¢y¹.»1¬�§\���X§�·�§\ªf¶^¬�£L =£y¤a�B��ª ¾
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·�§Í��À §XªSµN J�X§�ªS¬�¢W�a§.»1¬�§X�f§\ªQ£_·�¹X¿N��¤2�a§Êµ� \Â�ªy =ÁB§BÎe�U ����=£y¤~�J� ·�§µN \Â�ªy JÁJ§V��À  �·�À ¤a�1£y¹X¢yÌX£Y»1¬�§;ªS¤n�\§X£S£y§V·�¤~¶W§X��ªS¤a�B�¥§XªQ£f¼k J¤a¡��a§B²�¶º =¤aª2�~ r·�¹X¿N��¤8£y¤~�J�Í·�¬¥µ� \Â�ªy JÁB§�¤a¶Wµ��a¤~»D¬�§� =�a�J¢yª
¬���§;µ�¢y�1�\¹.·�¬�¢y§�·�§Y¢y¹.·�¬��X£y¤a�B�Í·�§;��À §\ªSµN =�\§�·�§;µ�©� JªS§^­��\§\�a¬�¤�·�§\ª
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¶W¤a�X¢y�1¹X£L =£yª
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³i²� *¦B§\�;�a§V·�§XÁJ¢y¹�·�À  =¢y¡�¤a£S¢L =¤8¢y§§X£�·�À  Jµ�µ�¢y�.Ã�¤~¶º *£y¤a�B��ªº­k¢y§\�~ *£y¤~�J��ª^·�§W¼H§X¢y¶W§X£y¬�¢y§*³V»1¬�§r�\§\�~ Ê¤~¶Wµ��a¤U»1¬�§/�0§\� ·nÀ  J¬�£S¢y§Xª�£y§X¢y¶W§\ª\²0¤~�5§\ªQ£^ =ªSªS�D�X¤a¹
ÄÍ�~ Í�\�B��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�J� ·�À ¬���§rµN *¢S£y¤a£y¤a�J� ·�§r��À §\ªSµN =�\§¥·�§rµ�©N =ªS§W§\�

((

¶º =�X¢y�1¹X£L =£yª
)) ¾ ¨l©N J��ÁB§i¢��~ Íµ�¢y�1�\¹.·�¬�¢y§W·�§¢y¹.·�¬��X£y¤a�B�º¦J V�L©� J��ÁJ§X¢@�a§bµN \Â�ªy JÁJ§ ¾ ®±¢y§\���B��ªl�a§b�\ Jª@§iÃ�§X¶Wµ��~ J¤8¢y§b·nÀ ¬���§f¶º J�X¢y�J¶W�B�a¹\�\¬��a§BÎ1�~§ ((

µN \Â�ªy JÁJ§b¡�¢y¬�£
))§\ªQ£lªS�B�W¹\��§X¢yÁJ¤a§

E([s])
�BÐ

[s]
·�¹\�i¢y¤a£lªy V�\�J��¿�ÁB¬�¢L *£y¤a�B�_ =£y�J¶W¤U»1¬�§2£S¢y¤~·�¤a¶W§\��ªS¤a�B����§\�a�a§Y�\�B¶Wµ��~¸i£y§/�9�a§bµ� \Â�ªy JÁB§§XÃ�µ��a�B¤8£L =¡��a§;§\ªQ£2¬��ºµN \Â�ªy JÁJ§�·�À ¹\��§X¢yÁB¤a§;�a¤a¡�¢y§

F (β, a)
�JÐ

a
·�¹\�i¢y¤a£@¬��º�J¬_µ��a¬�ªS¤a§X¬�¢yª@µN *¢L J¶W¸X£S¢y§Xª@�X�B��¼k�J¢y¶º *Ï

£y¤a�B����§\�aª\Îd¢L \Â9�B��·�§sÁJ¤a¢L *£y¤a�B�0²�·�¤aªQ£L =���\§s§\�1£S¢y§�·�§\¬�ÃÊ·��B¶º J¤a��§\ª\²N£L =¬�Ã�·�§�¢y§\�X�B¬�¦1¢y§\¶W§X�1£; .¦9§\�s�~ WªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§
�N *£y¤~¦B§B²,���B¶�¡�¢y§º·�§º�\�J�1£L J�X£yª\²,µN =¢�§XÃ�§\¶Wµ��~§ ¾ °0§Xª��. *¢L J�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ªr·�¬ÇµN \Â�ªy JÁJ§_ªS�B�1£s¢y§\�a¤~¹X§\ªrÄÊ�|À ¹\¦J =�a¬N =Ï£y¤a�B�Ê·�§��~  0 �(� � .1* �S+ , 
2·�¬¥ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§BÎD¬��¥µ� \Â�ªy =ÁB§Vµ�¢y§\ªy»1¬�§;µ��~ *£Y§\ªQ£f¤a�1£y¬�¤8£y¤a¦9§\¶W§\�1£@¶W�J¤~��ª2�X�B¶Wµ��a§XÃ�§�»1¬0À ¬��
µN \Â�ªy JÁJ§V£S¢y¸Xªb =�\�\¤~·�§\�1£y¹B²�¶º J¤aª2¤~�n¼� J¬�·�¢L =¤a£Yµd�B¬�¦9�B¤8¢b»1¬� J�1£y¤8¿N§X¢f�X§X£S£y§V�. *¢L J�X£y¹i¢y¤~ªQ£y¤~»1¬�§ ¾°�§\ª5µN \Â�ªy JÁJ§\ª@ =�\�\¤~·�§\�1£y¹Xª;­ � %:-�-�* 	
. -(!�	(' 0 -�� *�'P³5µ�¢y¹\ªS§\�1£y§\�1£l·�§\ª5¡� =¢S¢y¤a¸X¢y§\ª@·�§f£y�J¬�£y§\ªe�~§Xªl©� J¬�£y§X¬�¢yª\²9�\�=¢SÏ¢y§\ªSµd�B��·� =�1£fµ� =¢f�\�J��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�B�ÊÄ�·�§\ª2·�Â��N =¶W¤U»1¬�§\ªl©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§Xª2�\�B¶W¶W§b�X§\�a�~§V»D¬�§5´P§V¦D¤a§\��ªf·�§�µ�¢y¹\ªS§\�1£y§X¢ J¬�Æ�¨ ¾ ÈD²d .¦9§X�V�~ ^¢y§\ªQ£S¢y¤a�X£y¤a�J��»1¬�§���À ¹X£L =£bªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§s·��B¤8£YÌX£S¢y§V¬��Í¹X£L *£b·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§ ¾ °�§V�a¤a§\��»D¬� J�1£y¤8£L =£y¤8¼ª\À §XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§�ÁJ¢��=�\§sÄ^�~ �£y©�¹X�J¢y¤a§�·�§ $�¢L J¶W§X¢yªV­| =����§iÃ�§V«V³ ¾F' �_£S¢L .¦B =¤a�~�a§s =�a�J¢yªYµ�¢y�1�L©�§�·�§��|À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§W­k£y©�§i¢SÏ¶W¤~»D¬�§*³�§X£^�~ �·�¤aªQ£L J���\§¥·�Â��N =¶W¤~»D¬�§r§\�1£S¢y§¥·�§\¬�Ã �X�B��¿NÁB¬�¢L =£y¤a�B��ª

x
§X£
y
¦J �ÌX£S¢y§W¢y§\�a¤~¹X§ÊÄÊ�U �©N =¬�£y§\¬�¢^·�§�~ Í¡N *¢S¢y¤~¸i¢y§_·nÀ ¹\��§i¢yÁB¤a§º�a¤a¡�¢y§

∆xy
¢y§\���X�B�1£S¢y¹\§rªS¬�¢��~§r�i©�§\¶W¤a��¢y§\�a¤~ J�1£

y
Ä
x
­|·�§

y
¦9§X¢yª

x
³iÎ0�B�Ç ¥§\� §&3n§i£

Rxy = R0 exp[−β∆xy]
�JÐ��a§�µ�¢y¹X¼� =�X£y§\¬�¢

R0
·�¹\µd§\�N·Í·�§��~ W·�Â��� J¶W¤~»1¬�§;¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤U»1¬�§s J¬Ê¦9�J¤aªS¤~�� JÁJ§�·�§

y
²F .¦J =�1£r·�§º¼U¢L J���L©�¤a¢r�~ �¡� =¢S¢y¤a¸X¢y§ ¾ °' �·�Â��N =¶W¤~»D¬�§WªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤U»1¬�§¥¤a�N·�¬�¤8£y§_µ� =¢^�~§_¡�¢y¬�¤a£s£y©�§X¢y¶W¤~»1¬�§º·� J��ª�a§¥µN \Â�ªy JÁB§Í·nÀ ¹X��§X¢yÁJ¤~§¥�a¤a¡�¢y§¥¦9¹X¢y¤8¿�§¥µ� =¢r�X�B��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�B�"�U ��\�J�N·�¤a£y¤a�J�
·�§_¡�¤~�~ J� ·�¹X£L =¤a�~�a¹Íµ� =¢^¢L =µ�µd�J¢S£rÄ��~ 
·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§º­|·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B��·�§+�5�B�8£#�\¶º J���d³ ¾�* ¤0�~ r¡N =¢S¢y¤a¸X¢y§�§\ªQ£Y£S¢y¸\ªYÁ=¢L J��·�§s·�§\¦J J�1£Y��À ¹\��§X¢yÁB¤a§£y§X¢y¶W¤~»1¬�§

1/β
²��a§r£y§X¶Wµ�ª��\ =¢L J�i£y¹X¢y¤aªQ£y¤U»1¬�§_ =ªSªS�1�\¤a¹º§\ªQ£

τxy ∼ exp[β∆xy]
²'Ä¥�X�B¶WµN *¢y§X¢sÄ¥�~ Í·�¬�¢y¹\§

T
Î��B�

µd§\¬�£sµ�¢y§\��·�¢y§
dT (x, y) = (1/T ) sup(exp[−β∆xy], exp[−β∆yx]) ¾ ' � ¢y§X£S¢y�J¬�¦9§º§X� µN =¢S£y¤a�\¬��a¤~§i¢r¬�� ¢y¹XÏªS¬��8£L º¶W�B�1£S¢y¹� =¬ÇÆs¨ ¾aÉ Î�¤a�±ªS¬�Ër¢L _·�À  =£S£y§X�N·�¢y§� JªSªS§5�^�a�B��ÁJ£y§\¶Wµ�ª;µd�B¬�¢V»1¬�§ x §X£ y ªS§�£S¢y�J¬�¦9§X�D£;·� J��ª;¬���§¶WÌ\¶W§;¢y¹\ÁJ¤~�J��§X£;»1¬�§V�a§\¬�¢bµd�B¤~·�ªY¢y§\�~ =£y¤8¼5ªS�J¤8£V·��B����¹�µ� =¢b�~ º·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��·�§+�l�B�8£#�X¶_ =���

peq
²N�JÀ §XªQ£SÏPÄ*ÏP·�¤8¢y§

pt(x)/pt(y) ≈ peq(x)/peq(y)
ªS¤
dt(x, y) < 1 ¾ ' �Ç¦9�J¤a£�¹\ÁB J�a§\¶W§\�1£^»D¬�À ¬���§W©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤a§¥·�§º©� J¬�£y§X¬�¢yª�·�§¡N *¢S¢y¤~¸i¢y§\ªYªS§�£S¢L B·�¬�¤8¢S¢L ^µ� =¢Y¬���§�©�¤~¹i¢L =¢y�L©�¤a§s·�§�£y§X¶Wµ�ª@�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»D¬�§\ª ¾

7 ��µ� \Â�ªy =ÁB§l J�\�X¤U·�§\�1£y¹5¦J fÌi£S¢y§l JªSªS�1�\¤a¹2Äf¬���§e¡�¢y¤aªS¬�¢y§l Jµ�µ� =¢y§X�D£y§5·�À §X¢yÁJ�D·�¤a�\¤8£y¹BÎ=¤a�1µ�¢y¹XªS§\�1£y§ � �(% � 0 � -:#&%J*

 0 � *�. .1* 	�*!, *�� ��'

T
·�§Xªs¢y¹\ÁJ¤~�J��ª�§X¢yÁB�D·�¤~»1¬�§Xª X (T )

i

·�Â��N =¶W¤U»1¬�§\¶r§X�1£s·�¤aªk´P�B¤a�1£y§\ª\²¥+�0 *�0,·�§\ªs¢y¹XÁB¤a�B��ª^§\�1£S¢y§
�a§\ªy»1¬�§\�a�a§^ªS§s¶º J��¤8¼H§\ªQ£y§��~ º¡�¢y¤aªS¬�¢y§^·�À §X¢yÁJ�D·�¤a�\¤8£y¹r·�§s�~ _·�Â��� J¶W¤~»1¬�§�ÄW�\§\ª;¹\�L©�§\�a�a§\ªV·�§�£y§\¶Wµ�ª ¾NÅ �J£y�B��ª�»1¬�§��À ¹X�i©�§\�a�a§_·�§�£y§\¶Wµ�ª

T
§\ªQ£��\�B�1£S¢��J�~¹X§WµN =¢��~ ÍªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤a�\¤8£y¹_»1¬�¤Fµd§X¢y¶W§i£V�a§r¼U¢L J���i©�¤~ªSªS§X¶W§\�1£s·�§\ªV¡� =¢S¢y¤a¸X¢y§\ª5�

 J¬�£S¢y§\¶W§\�1£5·�¤a£.²B�BÀ §\ªQ£l�a§Y��¤a¦9§\ J¬º·�§f¡�¢y¬�¤8£l»1¬�¤�¿�Ã�§2��À ¬���¤8£y¹Y·�§2£y§\¶Wµ�ª\²B�a§
((

£y§X¶Wµd�
)) ¾ ' �r�\�J¶Wµ�¢y§\��·^¤a�1£y¬�¤a£y¤a¦B§XÏ¶W§\�1£e»D¬�§2�a§Y���B¶�¡�¢y§2·�§2¢y¹XÁB¤a�B��ªl§X¢yÁJ��·�¤~»D¬�§\ª5ªS§i¢L �·�À  J¬�£L J�1£eµ��a¬�ªeÁ=¢L J�N·r»D¬�§2�~ �·�¬�¢y¹\§f·�À �B¡�ªS§X¢y¦J =£y¤a�B�

T
§\ªQ£

�\�B¬�¢S£y§�­��J¬_»1¬�§f�U �ªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤a�\¤8£y¹�§XªQ£l¼� =¤~¡��a§*³ ¾ �V =��ª5�~ ��a¤~¶W¤8£y§b JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤~»D¬�§B²B��À §i¢yÁB�D·�¤a�\¤8£y¹�§\ªQ£5¢y§\ªQ£L J¬�¢y¹\§ ¾(* ¤µN *¢V�\�J�D£S¢y§��B��§\�D¦D¤aªy JÁB§^¬���§��a¤a¶W¤a£y§s£y©�§X¢y¶W�D·�Â��N =¶W¤~»1¬�§s .¦J J�1£��U _�a¤a¶W¤8£y§r =ªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§J²d�\§i£S£y§^�a¤a¶º¤8£y§�¦J ¢L B·�¤~�\ J�a¤aªS§X¢2�U VªS¤8£y¬N *£y¤~�J��­�¡� =¢S¢y¤a¸X¢y§\ªl¤a��¿N��¤a§\ª5�J¬0²1·�§2¼� �(X�B�_¹\»D¬�¤a¦B =�a§\�1£y§B²1·�¤aªSµ� =¢y¤8£y¤~�J�¥·�§\ª �N¬��X£y¬N *£y¤a�B��ªL³±§X£l�~ 



��� �E���
���5� � � ���Y� ��� � � ��� � �	���Y"s�U���#���Q�������¡�#�3�	�^�5� �����

¡�¢y¤aªS¬�¢y§V·�À §X¢yÁJ��·�¤a�\¤8£y¹VªS§�¢y§i£S¢y�B¬�¦B§
((

§\�1£y¹X¢y¤a��¹X§
))

²�Ä�£y�B¬�£y§;¹\�L©�§X�~�a§V·�§b£y§\¶Wµ�ª ¾�� �d¼� =¬�£Y J�a�J¢yªf§\�D¦D¤aªy JÁJ§X¢b J¬�£L J�1£·�§fµ�©� JªS§\ªb­�§X£l J¬�£L =�1£@·�§b·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��ª@·�§fµ�¢y�B¡� J¡�¤~�a¤8£y¹b¤a�D¦J =¢y¤~ =�1£y§\ª@ =ªSªS�1�\¤a¹\§\ªL³l»D¬�§Y·�§2¢y¹\ÁJ¤~�J��ªl§X¢yÁJ��·�¤~»D¬�§\ª
 * ©� J�a�~���@ \Â É5�/� �3&< * ©�§i¢S¢y¤~��ÁJ£y�J� É���� 9�&< 2Ê =��"B§XÂ É��/� È3& ¾
�F���\�B���\�a¬�ªS¤a�B��²n¬���µ� \Â�ªy JÁB§�£S¢y¸\ª; J�\�\¤~·�§\�1£y¹��X�B�N·�¬�¤8¢L ºÄW¬���§s·�Â��N =¶W¤~»D¬�§�µ�¢y¹\ªS§\�1£L =�1£b£y�B¬�£y§s¬���§�©�¤a¹XÏ

¢L =¢y�L©�¤a§�·�§Ê£y§\¶Wµ�ªº�\ =¢L J�i£y¹X¢y¤aªQ£y¤U»1¬�§\ª5�2§&3n§\�X£y¬�§X¢¥¬�� �\�B =¢yªS§XÏ Á=¢L J¤a��¤a��Á ·�¬ µN \Â�ªy JÁB§�¢y§\¦D¤a§\�1£¥ÄÇ�L©N =��ÁB§i¢Í·�§¢y¹\ªS�B�a¬�£y¤~�J��£y§X¶Wµd�J¢y§\�a�a§�§X�Ê��§V�\�J��ªS§X¢y¦J J�1£b»1¬�§��~§XªY£y§\¶Wµ�ªf�\ =¢L J�i£y¹X¢y¤aªQ£y¤U»1¬�§\ª;�a§\ªYµ��a¬�ªY�a�B��ÁBª\²d J¬�£S¢y§\¶W§\�1£Y·�¤8£
§\�Í��§V·�¹X�X¢y¤a¦J J�1£fµ��a¬�ªf»D¬�§��a§\ªfµ�©�¹X���B¶W¸X��§\ª@�a§\ªYµ��~¬�ªf�a§\�1£yª ¾

� DF; 
�; K�A H9A�' �5L/IM'5L�
	A�' L����F; H9AEK�@�%�'
��§;¼� �(\�B�ÊÁB¹\��¹X¢L J�a§B²N�J�Í�B¡�ªS§i¢y¦9§�·�§\ªfµN \Â�ªy JÁJ§\ªf£S¢y¸\ªY =�\�\¤~·�§X�D£y¹Xª\Î
• �~�=¢yªy»D¬�§�·�§;���B¶^¡�¢y§\¬�ªS§Xª@¤a�1£y§X¢L =�X£y¤a�B��ªf¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤U»1¬�§\ªf·�§;�N *£y¬�¢y§\ª�­| *£S£S¢L J�X£y¤a¦9§\ª��.¢y¹\µ�¬��aªS¤~¦B§\ªL³@§i£Y·�§;µd�J¢SÏ£y¹\§\ª±·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ª'ªS�B�1£,§\�s�X�B¶Wµd¹X£y¤8£y¤a�B��Î.¼k§i¢S¢y�B¶º JÁJ��¹X£y¤~»1¬�§Xª��J J�1£y¤8¼k§i¢S¢y�B¶º JÁJ��¹X£y¤~»1¬�§XªF·� =��ª'�a§\ª,¦9§X¢S¢y§\ª,·�§eªSµ�¤a��ª\²
§XÃ��\¤8£L =£S¢y¤a�\§Xª��=¤a��©�¤~¡�¤8£S¢y¤~�X§\ª;·� J��ª@�~§Xª2¢y¹\ªS§. =¬�Ã¥·�§;��§X¬�¢y�B��§\ª\²�©1Â�·D¢y�Bµ�©�¤a�a§\ª��=©1Â�·�¢y�Jµ�©��B¡d§\ª2·� J��ª2�a§\ªfµ�¢y�J£y¹\¤a��§Xª\²
µ�¢y¹\·� =£y§X¬�¢yª��=µ�¢y�B¤a§\ªY§\�Í¹\�X�B�a�BÁJ¤~§/�
• �a�J¢yªy»1¬�§2·�§\ª±¤a�1£y§X¢L J�X£y¤a�J��ªe¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§\ªFªS�J�D£F�\�J��¼H¢y�J�1£y¹\§\ª5Ä;·�§\ª±�\�B�1£S¢L =¤a�D£y§XªeÁJ�a�B¡N =�a§\ªb­��a�B¤aª5·�§@�\�B��ªS§X¢SÏ¦J =£y¤a�B��²�¤a�D¦J =¢y¤~ J�1£yª2£y�Jµd�B�a�BÁB¤~»1¬�§XªL³��
• �a�=¢yªy»D¬�§�·�§Xª2¼k�J¢y�X§\ªb§iÃ�£y¹i¢y¤~§X¬�¢y§\ªf�\�J¶Wµ��a§XÃ�§\ª2¤a�1£y§X¢y¦D¤~§X����§\�1£�­��L©N =¶Wµ�ª2 J�a¹. *£y�B¤8¢y§\ªi³ ¾¨l§\ª�ªS¤8£y¬N *£y¤~�J��ª�ªS�B�1£;¢L =ªSªS§\¶^¡��a¹\§\ª�ªS�J¬�ª��a§s£y§X¢y¶W§�·�§wD�� % '#,*� -�,z+ �(! ¾ °�§\ª��X�B¶Wµ�¢y�J¶W¤aª; JªSªS�1�\¤a¹\ªVµn§X¬�¦9§X�1£;ÌX£S¢y§·�¹Xµ��~ J�\¹Xª;»1¬� J�a¤8£L =£y¤a¦9§\¶W§\�1£2µN =¢b·�§�¼� =¤~¡��a§\ªb¶W�D·�¤8¿N�\ =£y¤a�B��ªb·�§\ªf¤~�1£y§i¢L J�X£y¤a�B��ªb§X�Êµ�¢y¹\ªS§\���X§ ¾ ¨l§\�~ º·��B����§�¬���§ÁJ¢L =�N·�§bªS§\��ªS¤~¡�¤a�~¤8£y¹V·�§Y¢y¹\µd�B��ªS§� =¬_ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§b§i£2ªS¤d�\§X�~�a§XÏ �\¤n§XªQ£2�\�J�D£S¢��J�a¹\§�µ� =¢2·�§Xªl¢y¹X£S¢L =�D�i£y¤~�J��ª\²�¬���§YÁJ¢L =�N·�§
ªS�B¬�µ��a§\ªSªS§� B·� Jµ�£L *£y¤~¦B§� J¬ ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§��lªS�B�1£¥¹\ÁB J�a§\¶W§\�1£Í JªSªS�1�\¤a¹\§\ªÊÄ �X§X£S£y§�¼H¢y¬�ªQ£S¢L =£y¤a�B� ·�§\ª_µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª¥·�§¦D¤~§X¤~�a�a¤aªSªS§\¶W§\�1£ ¾ �� J��ª�·�§Xª�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ªs�JÐ �0À §XÃ�¤aªQ£y§\�1£r»1¬�§_·�§\ª�¤a�1£y§X¢L =�X£y¤a�B��ª��~�1�\ J�a§\ª\²5ÄÊ�\�B¬�¢S£y§_µd�=¢S£y¹\§B²,µN =¢§XÃ�§\¶Wµ��a§º¬��"¦9§i¢S¢y§Í·�§_ªSµ�¤a��ª\²±�~ �£y�Bµd�BÁ=¢L Jµ�©�¤a§Í�\�J¶Wµ��a§XÃ�§¥·�¬"µ� \Â�ªy JÁB§_¢y§���¸X£y§_ªS¤~¶Wµ��a§\¶W§\�1£�¬��"�. *¢L J�X£y¸i¢y§
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³5�J¬º¼� J�X§r­�ªS¤
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m0
 =¢y¡�¤8£S¢L J¤8¢y§;·� J��ª X Î mt = Ptm0

²9¢y§X¶Wµ��~ �(. =�1£
xy = f t(x0) ¾ ' �¥¢y§X£S¢y�J¬�¦B§V¤a�\¤0¬���§ ((

¼k J¬�ªSªS§V�~¤a��¹. =¢y¤8£y¹
))

·�§���À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�0²�¦9§\�� J�1£Y·�¬¥¼k J¤8£;»1¬0À �B�Ê·�¹\�X¢y¤8£Y�\§X£S£y§
¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�_ªS¬�¢2¬��_§\ªSµ� J�X§;¼k�J���X£y¤a�J����§X�F­�§\ªSµN =�\§�·�§\ª2·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B��ª2·�§bµ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹.³iÎ��a§;�a¤a§\�¥§\�1£S¢y§

m0
§X£
mt¼� =¤a£Y¤~�1£y§i¢y¦9§\��¤a¢f¬��Í�Bµd¹i¢L =£y§\¬�¢�. +�!�
 -S+��#* P ²�¶º =¤aªf�~ ^¦J J�a§\¬�¢ mt(A)

·�¹Xµn§X�N·¥·�¬¥µd�B¤~·�ª
m0(B)

·�§;¢y¹\ÁB¤a�B��ª
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mt
²J�\�B¶Wµ� =¢y¹\§2Ä;�\§\�a�a§Y·�§

m0
²B»1¬�§

ªS§l¢y§��N¸i£y§@�~ b���B���a¤a��¹. =¢y¤8£y¹ ¾ ¨bÀ §\ªQ£e§\���\�J¢y§@µ��a¬�ª±��§X£FªS¬�¢F��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�r·�§\ªF·�§\��ªS¤a£y¹Xª\²J�a�J¢yªy»1¬0À §\�a�a§f§iÃ�¤aªQ£y§\�1£.Î ρt(x)¼� =¤a£�¤a�1£y§X¢y¦9§\��¤8¢;�U º¦J =�a§\¬�¢�·�§
ρ0
§\��·�§\ª;µd�J¤~�1£yªY¢y§\�a¤a¹\§\ªV·�§�¼k �(\�J�����B���~¤a��¹. J¤8¢y§rÄ
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λ = 1
§\ªQ£Y�~ ^ªS§\¬��a§V¦J J�a§\¬�¢Yµ�¢y�Bµ�¢y§V·�§�¶W��·�¬��a§ ÉB¾�� J��ª;�a§^�. JªV·�§\ª;ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª�·�Â��� J¶W¤~»1¬�§Xª\²d��À  J�� J�8Â�ªS§W·�§���À �Jµd¹X¢L =£y§X¬�¢s·�§r¯�¢y�B¡d§X��¤a¬�ªQÏo®,§X¢S¢y�J��¢y§P´P�B¤a�1£��a§\ª

¢y¹\ªS¬��a£L *£yª;·�¬¥¼k�J¢y¶º =�~¤aªS¶W§�·�§V�~ ^¼H�B���i£y¤~�J�B�\§X£L r·�§ �Y¬�§\�a�a§ ¾ ¨l§s·�§X¢y��¤a§X¢b r¶W�J�1£S¢y¹V»D¬�§V�a§\ªf£y§\¶Wµ�ªf·�§V�\�=¢S¢y¹XÏ�~ =£y¤a�B� ·�§r�~ Ê·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§¥­k£y§\¶Wµ�ª;�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ª�·�§W·�¹X�X¢y�B¤aªSªy J���\§_·�§\ªV¼H�B���X£y¤a�B��ªs·�§^�\�J¢S¢y¹\�~ *£y¤~�J�d³VªS�J�1£
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det[1 − zU ]

­k¼k�J���X£y¤a�B� �\§i£L 9³ ­ É È/PB³

¨l§\ªY¦J J�a§\¬�¢yª
zi
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1/h
�BÐ

h =
∑
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�X¢y¤8£y¸X¢y§\ª;·nÀ §X¢yÁB�D·�¤~�X¤a£y¹s¹\���B���\¹\ªY�\¤8Ïo·�§\ªSªS¬�ªY§X£b��À ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¹X£L =¤a�B��·�§\ªY¦J =�~§X¬�¢yªYµ�¢y�Jµ�¢y§\ªY§X�Í£y§X¢y¶W§\ªY·�§V£y§\¶Wµ�ªf·�§
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Eg(y) =
∑

x∈X

1Ax(y)

∫

Ax

g(z)
dm∞(z)

m∞(Ax)
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�a4s x�^,g n�x_sfefsf]_a4g�x�e}o a4g�a4e~h��!sf^u^,g/x_`j^wef^,]�`jl,]_^[a4n�c�n�g�sfk�sfd3^,g�]_sfh!g�g�^,ef]:k�^W]2b�sfg�]:^,x�ef^,]�] ��] 
x_q,d3^,]�k ��g$a4d3sft�n�^,]Tk�^Wx ��b�^ ((

� c�sfh!d3^ �
)) ��^Rc�b�efh!s xPa4g/xvef^ 
�h!`2d�a4efsf]2d�^Tx_r�^,`jd3h�k ��g$a4d3sft�n�^Wk$a4g�]Tef^Wm[a4k�`j^wk�^,]T] ��] 
x_q,d3^,]�k ��g$a4d3sft�n�^,]v��h!g)m,h!d3b�`j^,g�k|a4efh!`j]�e~aux2^,`2d3sfg�h!efh��!sf^�k>o (( lRx_a6xEk�^���sfi�i�] )) b�h/n�`�k�l,]2s �!g�^,`�e~aWd3^,]_n�`2^�sfg/�!a4`2s~a4g/x2^^,`��!h�k�sft�n�^|k>o n�g{x_^,e�] ��]jx_q,d3^�k ��g$a4d3sft�n�^6� \ � ^[] 
�h!g�mRx_sfh!g�]wk�^�m[h!`j`jl[e~a6x_sfh!g
]_b�a4x2s~a4ef^,]�k�nK`2l,]2^[a4n k�^)]2b�sfg�];m[h!`j`j^[] 
b�h!g�k�^,g�xCa4n�c 
�h!g�mRx_sfh!g�] k�^ m[h!`j`jl[e~a6x2sfh!gwx2^[d3b�h!`j^,efef^[] k�nW] ��]2x2q,d3^ k ��g$a4d3sft�n�^���n�g�^�d�a4sfefef^ k�n;`jl,]_^[a4nwm,h!`2`j^,]_b�h!g�k$a!g/x

��n�g b$a4]:k�^ux2^,d3b�]R� \�� a4g�]:m[^Rxjx_^wa4g$a4efh��!sf^vx_r�^,`jd3h�k ��g�a!d3sft�n�^!��e}o h!b�l,`_a6x2^,n�`Tk�^��$`2h!i�^,g�sfn�] 
 � ^,`2`jh/g P �jh!n�^uef^u`��!ef^k�^ve~a;d�a6x2`2sfm,^vk�^Tx2`_a4g�]�
�^,`jx�k�^ve~a;d3l,m[a4g�sft�n�^v]2x_a6x_sf]jx_sft�n�^3� 	�n�^,efef^ Y[�!��� �0\
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§X£ P ��À �Jµd¹X¢L =£y§\¬�¢�·�§�¯�¢y�J¡d§\��¤a¬�ªQÏP®,§i¢S¢y�B��²n�U º�\�J�N·�¤a£y¤a�J����¹\�\§XªSªy J¤8¢y§r§i£�ªS¬�ËWªy =�1£y§�µd�B¬�¢�»1¬�§s�~ _·�Â��N =¶W¤U»1¬�§�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��§.·ÊªS�B¤8£b¬��Íµ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ªY·�§ 2Ê =¢#"9�*¦_§XªQ£;»1¬�§B²�µd�J¬�¢2£y�B¬�£
n
 Å ¤a�\�B�a¤aª *�,4-/.10 É�����É &|Î

(EPE)n = EPnE
­ É È�9B³

7 ��§fµ� =¢S£y¤8£y¤a�B�r£y§\�a�a§b»D¬�§2�|À �Jµn¹i¢L =£y§\¬�¢2·�§fµ�¢y�*´Q§\�X£y¤a�J� E  =ªSªS�1�\¤a¹;¦B¹X¢y¤8¿N§f�X§X£S£y§f�\�B��·�¤8£y¤a�B�Wµd§\¬�£e§&3n§\�X£y¤a¦B§\¶W§\�1£§XÃ�¤aªQ£y§X¢.²9¶º =¤~ªFªS§\¬��~§X¶W§\�1£5·� J��ªe·�§\ªF�. JªeµN *¢S£y¤~�X¬��a¤a§X¢yª\Î1¬��r§iÃ�§X¶Wµ��a§@§\ªQ£e¼k�J¬�¢y��¤�µ� =¢5�a§\ª5 Jµ�µ��a¤a�. =£y¤a�J��ª5�a¤~��¹. J¤8¢y§\ª
µN *¢�¶W�=¢y�\§. J¬�ÃÊªS¬�¢

[0, 1]
£y§\�a�~§XªV»1¬�§��a§\ª�µd�J¤a�D£yª;·�§�·�¤aªS�\�B�1£y¤a�D¬�¤8£y¹\ª� =µ�µN *¢S£y¤a§\����§\�1£^­| Jµ�¢y¸\ª;¬������B¶�¡�¢y§V¿���¤

·�§�µN =ªL³2Är·�§Xªf�J¢y¡�¤a£y§XªYµd¹X¢y¤a�D·�¤~»1¬�§Xªs­��U+ * 0 *�� +�'�* . +�!�* -(� � -(�����(, � -��/'Q³  Å ¤a�X�B�a¤~ªY§X£ Å ¤~�X�B�a¤aª É5� X�X3& ¾
7 ��§5¦J =¢y¤~ J�1£y§lµ�¢y�Bµd�BªS¹\§lµN =¢ 2Ê =�%$V§X¢y�N =��§i£ Å ¤a�\�B�a¤aªFµd�B¬�¢F J�� J�8Â�ªS§X¢ P §\ªQ£F·�§5�i©��B¤aªS¤8¢5·�§\ª,§\ªSµN =�\§\ª F ·�§·�¤a¶W§\��ªS¤a�B�s¿���¤a§B²J .¦B§\�@¡�¤a§\��ª�-�¢±�~ b�\�B�1£S¢L =¤~�1£y§5¼k�J¢S£y§2»1¬0À ¤a�aªFªS�J¤a§\�1£F¤~�D¦J *¢y¤U =�1£yª±µN *¢ P ²=�\§@»1¬�¤9¢L J¶W¸\��§l��À  J�X£y¤a�J�·�§ P ÄÊ�X§\�a�~§_·�À ¬���§r¶º =£S¢y¤a�\§�­��Jµd¹X¢L =£y§\¬�¢��a¤a��¹\ J¤8¢y§*³ ¾ °eÀ ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¹X£L *£y¤a�B� µ�©1Â�ªS¤U»1¬�§r§\ªQ£�»1¬0À ¬���£y§\�5§\ªSµ� J�\§ F�\�J¢S¢y§XªSµd�B�N· Ä ¬�� ªS�J¬�ªQÏ §\��ªS§X¶^¡��~§Ê·�§Ê¶º J��¤8¼k§\ªQ£L *£y¤~�J��ª_�J¡�ªS§i¢y¦B =¡��a§\ª_·�¬
ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§B²e§X£_��À  J�� J�8Â�ªS§�ªSµd§\�X£S¢L =�~§

·�§Í�~ �¢y§\ªQ£S¢y¤a�i£y¤~�J� ·�§ P Ä F ·��B����§Ê J�X�\¸\ª_ J¬�Ã"¼H�B���i£y¤~�J��ª_·�§Í�\�=¢S¢y¹\�~ =£y¤a�B� £y§\¶Wµd�J¢y§\�a�a§�·�§\ªW�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��a§Xª JªSªS�1�\¤a¹\§\ª�§i£�Är�a§\¬�¢yªY£y§\¶Wµ�ª2�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»D¬�§\ª� 2Ê J��$V§X¢y�N =�Ê§X£ Å ¤a�\�B�a¤aª É5�/��� & ¾ ®± =¢S£L J�1£;·�§��~ W·�Â��N =¶W¤U»1¬�§·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§B²B�JÀ §XªQ£l¬��^�L©��J¤aÃn²BªS§\¶�¡��a§XÏ|£SÏ ¤~�9-4���}+ �(�}+k²9·�§Xªe�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��a§\ª5»1¬�¤�µd§X¢y¶W§X£e·�§@¢L J¶W§X��§X¢e�a§fµ�¢y�B¡��a¸\¶W§
Ä�¬���§�¹\»D¬� =£y¤a�B�¥¶º 21~£S¢y§\ªSªS§r­�¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�ÍªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤U»1¬�§V¶º *¢#"9�*¦D¤~§X����§.³ ¾ ¨l§V�L©��J¤8Ã¥��À�§XªQ£Y§\�_¼� =¤8£bµ� Jªf·�¬_£y�J¬�£ =¢y¡�¤a£S¢L =¤8¢y§B²n·�¬Í¼k J¤8£�·�§V�U r�X�B��·�¤8£y¤a�B��·nÀ ¤~�D¦J *¢y¤U =���\§s·�§ F µ� =¢ P ²�¤a�N·�¤~ªSµd§X��ªy J¡��a§sµd�J¬�¢b JªSªS¬�¢y§X¢;�a§��\ =¢L J�i£y¸X¢y§¶º =¢#"9�*¦D¤a§\� ·�§W��À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B� ¢y§\ªQ£S¢y§\¤a�1£y§ ¾ °' Ê·�Â��N =¶W¤U»1¬�§^¦J Ê·��B���r¼k�=¢S£y§\¶W§\�1£s�X�B�1£S¢L J¤a��·�¢y§W�\§\ª�¢y¹\·�¬��i£y¤~�J��ª\² J¬ µd�J¤~�1£s·�§rµd�B¬�¦B�B¤8¢��~§Xªs�X�B��ªS¤~·�¹X¢y§X¢s�\�B¶W¶W§^·�§Xª�µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹i£y¹\ª�¤a�1£S¢y¤~��ªS¸.»1¬�§\ª\Î��U Í·�Â��N =¶W¤U»1¬�§�µ�¢y¹\ªS§\�1£y§W·�§\ª
�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��~§Xª@�\�B�a�a§\�X£y¤a¦9§Xª2§X£@�\§bªS�J�1£2§X�a�~§Xª\²�§X£@§\�a�a§\ª2ªS§X¬��a§\ª\²�»1¬�¤Nµd§X¢y¶W§i£S£y§\�1£l·�§YªS§b¢L =¶W§\��§i¢2Äs·�§\ªl§\ªSµ� J�\§Xª F·�§�·�¤a¶W§\��ªS¤a�B�Í¿���¤a§ ¾ °FÀ ¤a�a�a¬�ªQ£S¢L *£y¤~�J���~ rµ��~¬�ªY�\�~ =¤a¢y§s�X§s·�§Vµd�B¤a�1£b§\ªQ£b�~ r�\�J��ªQ£S¢y¬��X£y¤a�B��·�§ F ª\À  Jµ�µ�¬�Â1 J�1£YªS¬�¢¬���§�µN *¢S£y¤a£y¤a�J��·�§ 2Ê =¢#"B�=¦¥·�§��U r·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§B²D���J£y¤a�J��»1¬�§l´P§V¦B =¤aªY§iÃ�µd�JªS§X¢b·� =��ªf�a§\ªf�a¤~ÁJ��§\ªb»1¬�¤�ªS¬�¤~¦B§\�1£ ¾

�JO�'5@�; ��;�� LQ@�; G�K H9A(' =?G�H���)QA�' =4L9D	��G���; AEK '
�l¤a§\�
»1¬�§_�~ �·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§º·�§¥·�¹XµN =¢S£^ªS�J¤8£W¶º J¤a�1£y§\�� J�1£�¬���§_¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J�
·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤~ªQ£y§J²±��À  =¢yÁB¬�¶W§\�1£r·�§_ªS¹iÏ
µN *¢L =£y¤a�B� ·�§\ª;¹\�L©�§\�a�a§\ªV¬�£y¤~�a¤aªS¹r J¬ÇÆs¨ ¾ � µd§\¬�£�§\���\�J¢y§^ª\À  =µ�µ��a¤~»1¬�§X¢V *¦B§\��ªS¬��\�X¸\ª��~�=¢yªy»D¬�§^�~ ¥·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§�ªS§·�¹X�\�B¶Wµd�BªS§�§\��¶W�D·�§\ªY¢L =µ�¤~·�§Xª;§X£;§\��¶º�D·�§\ªb�a§\�1£yª ¾ �F��µ�¢y§\�N =�1£;¬����\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��¤~��ÁÍ B·� Jµ�£y¹� =¬�ÃÊ¶W�D·�§\ª�a§\�1£yª\²,�B�Çµn§X¬�£s��¹\ÁJ�a¤~ÁJ§X¢r�a§\ª�¶W�D·�§\ª�¢L =µ�¤~·�§Xª�§X£�ªS§W¢L J¶W§\��§X¢� J¤a��ªS¤@·�§W¼k �(\�J�  Jµ�µ�¢y�1�L©�¹X§¥ÄÊ¬���§W¹.»1¬N *£y¤a�B�¶º 21~£S¢y§\ªSªS§Yµd�B¬�¢l�X§\ªl¶W�D·�§\ªe�a§\�1£yª ¾ �b¬�£S¢y§\¶W§\�1£e·�¤8£.²9�B�W��¹XÁB�a¤aÁB§b�a§Y¢y§XªQ£y§ (EPE)n −EPnE

²1ÄV�\�J�N·�¤8£y¤a�B�º·�§
�\�B��ªS¤~·�¹X¢y§i¢f¬��_�Jµd¹X¢L =£y§X¬�¢ P ·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£@�|À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�ÍÄs¬���§b¹\�L©�§X�~�a§V·�§b£y§X¶Wµ�ª5£S¢y¸Xª2Á=¢L J�N·�§�·�§X¦J J�1£@�a§b£y§\¶Wµ�ª·�§s�\�=¢S¢y¹\�~ =£y¤a�B�

τm
·�§s�~ _·�Â��� J¶W¤~»1¬�§�¢L =µ�¤~·�§B²d¶º J¤aªb¡�¤a§\��ª�-�¢�µd§X£y¤8£�·�§\¦J =�1£;�a§s£y§\¶Wµ�ªb�\ =¢L J�i£y¹X¢y¤aªQ£y¤U»1¬�§

τM·�§2��À ¹X¦9�B�a¬�£y¤a�J�º¶º =�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§B²B�\§Y»1¬�§2µd§i¢y¶W§X£e�~ �ªS¹\µN *¢L =£y¤a�B�º·�§\ªe¹\�L©�§X�a�~§Xª
τm ¿ τM ¾�7 ��§@£y§\�a�a§YªS¤8£y¬N *£y¤~�J�·�§�ªS¹\µ� =¢L *£y¤~�J�Ç·�§\ª�¹\�L©�§\�a�~§Xª�£y§\¶Wµd�J¢y§\�a�a§\ª�µd§\¬�£�ªS§^¶W§X£S£S¢y§s§\��¹X¦�¤~·�§\���X§^ªS¬�¢V�a§^ªSµd§\�i£S¢y§r·�§���À �Bµd¹X¢L *£y§\¬�¢�·�§¯�¢y�J¡d§\��¤a¬�ªQÏP®'§X¢S¢y�B�

P0
·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£e��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�ºÄ;�|À ¹X�i©�§\�a�a§b�~ ;µ��a¬�ªF¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§JÎB�\§2ªSµn§X�X£S¢y§Y·��B¤8£5µ�¢y¹\ªS§\�1£y§X¢

¬���§��X�B¶Wµd�Bªy =�1£y§¥­�§\��ÁB¹\��¹X¢L J�±�\�B�1£y¤a�D¬�§.³Y¡d�J¢y��¹\§�µN *¢
e−1/τm

§X£�¬���§s�\�B¶Wµd�Jªy J�1£y§^·�¤~ªS�i¢y¸X£y§^µ�¢y�1�i©�§^·�§ É­|»1¬N JªS¤8Ïo·�¹XÁB¹\��¹X¢y§\ªS�\§X���\§B²9¶W�D·�§\ªF�a§\�1£yªL³ ¾ °�§f�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��¤a��Á�²DªS¬�¤a¦J J�1£e¬���§fµ�¢y�1�\¹.·�¬�¢y§2£S¢y¸\ª5 J�� J�a�BÁJ¬�§bÄV�X§\�a�a§·�¬_Æf¨ ¾ � ²9§XÃD£S¢L J¤8£l�\§X£S£y§f�\�B¶Wµd�Jªy J�1£y§b·�¤aªS�X¢y¸X£y§Y§X£l�~ VªS¹\µ� =¢L =£y¤a�B�_·�§\ªe¹\�L©�§\�a�a§\ªlµd§X¢y¶W§X£5·�§f��¹\ÁJ�~¤aÁJ§X¢2�a§f¢y§\ªQ£y§J² JªSªS�1�\¤a¹�Ä^�~ ^�\�J¶Wµd�Bªy J�1£y§��\�J�D£y¤a�D¬�§V¡d�=¢y��¹\§J²N J¬�Ãº£y§\¶Wµ�ª2 JªSªS§5���a�B��ÁBª ¾
7 �^ÁJ¬�¤~·�§2µd�J¬�¢±£S¢y�B¬�¦B§X¢e�~  ((

¡d�B����§
))

µ� =¢S£y¤8£y¤a�B�r§\ªQ£5·�§@�\�J��ªS¤~·�¹i¢y§X¢5¬���§5� -"��,z+ ,�+ �(! 	�* � -(�����(, ¾ �B§2��§@¦J J¤aª§\�D¦D¤aªy JÁB§i¢f¤a�\¤n»1¬�§Y�a§;�\ Jª2·�À ¬��W§\ªSµN =�\§�·�§Yµ�©N =ªS§ Y ·�§;·�¤a¶W§\��ªS¤a�B� É ­��~ �·�¹X¿N��¤8£y¤a�B�_§XªQ£2µ��~¬�ªl�\�B¶Wµ��a¤U»1¬�¹\§Y§\�·�¤a¶W§\��ªS¤a�B�
d > 1

³iÎ�¬���§;µN *¢S£y¤8£y¤~�J��: !U+�* ∪x∈XAx
§\ªQ£f¬���§�µ� =¢S£y¤8£y¤a�B�Ê·�§ 2Ê =¢#"B�*¦_ªS¤ Ax1 ∪ f(Ax0) = ∅ �B¬

Ax1 ⊂ f(Ax0)
²d =¬�£S¢y§\¶W§X�1£b·�¤8£bªS¤

f(Ax0)
§\ªQ£b¬���§V¢y¹\¬���¤a�B��·�§�µ� =¢S£y¤a§\ª Ax ¾�' �Êµd§\¬�£Y§\��ªS¬�¤8£y§�¢L *ËW��§i¢;�~ µN *¢S£y¤a£y¤a�J� ·�§ 2Í =¢#"9�*¦�¶W¤a��¤~¶º =�a§�§X�� *´Q�J¬�£L =�1£s =¬�Ã�µd�B¤a�1£yª�·�¹X¿���¤aªSªy J�1£��a§\ªV¤a�1£y§X¢y¦J =�a�~§Xª�·�§��~ _µ� =¢S£y¤8£y¤a�B��·�§

[0, 1]
�a§\ªYµd�J¤~�1£yªY·nÀ ¬���§��J¢y¡�¤8£y§Vµd¹X¢y¤a�D·�¤~»1¬�§��B¬Í�a§\ªY¤a¶º =ÁB§\ª2¢y¹\�\¤aµ�¢y��»1¬�§\ªY·�§\ªfµd�J¤~�1£yªY·�§V·�¤aªS�\�B�1£y¤a�D¬�¤a£y¹Xª ¾°�§\ªfªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª2·�Â��� J¶W¤~»1¬�§Xª@©1Â�µd§X¢y¡d�B�a¤~»1¬�§\ª�­��\�B�1£y¤a�k-�¶W§X�1£@©1Â�µd§X¢y¡d�J�a¤U»1¬�§\ª\²�µd�B¬�¢fÌi£S¢y§;£y�B¬�£YÄs¼� =¤8£bµ�¢y¹XÏ

�\¤aªL³5µd�JªSªS¸.·�§X�1£2·�§\ª5µN =¢S£y¤8£y¤a�B��ª2·�§ 2Ê *¢#"9�*¦
(Ai)i

¿���¤a§\ª@·�§;·�¤~ J¶W¸X£S¢y§b *¢y¡�¤8£S¢L J¤8¢y§\¶W§\�1£lµd§X£y¤8£�­  �l���l§\� É5� 9/P�& «;¬���"9§\��©�§\¤a¶W§X¢Y§i£ 
b�B�a¶W§\ª É5� X/�3&H³ ¾�� % � �S+�!J, 	Q*+,�%J*�, � � �/. � -S+ #&%J*s­�µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ªYÁB¹\�J¶W¹X£S¢y¤~»D¬�§\ªb·�§XªY£S¢L *´P§\�XÏ
£y�B¤8¢y§\ªL³i²e¤a�aªWªS�B�1£W¹\»D¬�¤a¦J J�a§\�1£yªrÄ�¬���§Í·�Â��� J¶W¤~»1¬�§ºªQÂ�¶^¡d�J�~¤~»1¬�§�­�ªS©�¤8¼H£

σ
³iÎ
x̄ = φ(y)

 .¦9§\�
fn(y) ∈ Axn§X£

φ ◦ f = σ ◦ φ ¾ °' Í�X�B���� J¤aªSªy J���\§_·�§XªV£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J��ªsµd�JªSªS¤~¡��a§\ª\Î εx1x2 = 1
ªS¤
f−1(Ax1) ∩ Ax2 6= ∅ ­�§X£ J�a�J¢yª

f(Ax1) ⊂ Ax2

³YªS¬�Ër£VÄ¥·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§X¢�Ä¥·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§i¢��a§\ª�ªS¹.»1¬�§\���\§\ª� B·�¶W¤aªSªS¤a¡��a§\ª ¾	' ��µd§\¬�£�¶W�B�1£S¢y§X¢
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»1¬0À ¬��rªQÂ�ªQ£y¸\¶W§Y·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§2©1Â�µd§X¢y¡d�B�a¤~»D¬�§f��À §XªQ£@§\�WÁB¹X��¹X¢L =�dµ� Jª5¤~ªS�J¶W�J¢yµ�©�§ 	"%+� ��+�!J, 	�* ,�%J* ����� �#- �^+ . +�'#, *i²
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 «� JªSµN *¢L· É��/� X�& ¾ ¨l§X£S£y§µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹e´Q¬�ªQ£y¤a¿�§�·nÀ  B·��Jµ�£y§i¢f·�§\ªl¶W��·�¸\�a§\ªl¶º =¢#"B�*¦�¤a§\��ªb­�¹.»1¬N *£y¤~�J��ªl¶º 21~£S¢y§\ªSªS§\ª@·�§\ªl¶W�D·�¸\�a§\ª@·nÀ  =¬�£y�J¶º =£y§\ª
�\§\�a�a¬��~ =¤a¢y§Xªi³fµd�J¬�¢f�U r·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§;¶W¹XªS�BªS�\�Bµ�¤~»D¬�§ ¾

� GFL9D�'�A 	�
	D L9; K�; K�
 AE@ ;>DFD�% ��AED�'�; � ;/)Q;>@�%
°0§\ª�µ�¢y�D�X¹.·�¬�¢y§\ªV£S¢L J��ªQ¼k�J¢y¶º =�1£s¬���ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§W·�Â��� J¶W¤~»1¬�§^·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§r§\� ¹.»1¬N *£y¤a�B� ¶_ �1~£S¢y§\ªSªS§º J¶W¸\��§\�1£
�N *£y¬�¢y§\�a�a§\¶W§\�1£^ÄÊ¢y¹��N¹X�i©�¤8¢rªS¬�¢^�U ��N *£y¬�¢y§¥·�§_��À ¤8¢S¢y¹\¦9§X¢yªS¤a¡�¤a�a¤8£y¹Ê�J¡�ªS§X¢y¦B¹\§¥Ä���À ¹\�L©�§X�~�a§Í¶º =�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§_§i£WÄªS�B�� Jµ�µ� =¢y§\�1£y§��\�J�1£S¢L B·�¤a�X£y¤a�J�� *¦B§\�s�~ r¢y¹\¦B§X¢yªS¤a¡�¤a�a¤a£y¹�·�§\ªY¹.»1¬N =£y¤a�J��ª;·�À ¹X¦9�B�a¬�£y¤a�J��¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§\ª ¾�� �, W¹X£y¹µ�¢y�Jµd�BªS¹;·�¸\ª@«;¤~¡�¡�ª\²1µ�¬�¤aª5µN *¢@�a§Xª@�e©�¢y§\��¼H§\ªQ£yª\²�»1¬�§f�a§b�X�9 =¢yªS§iÏoÁ=¢L J¤a��¤a��Á�¤a��©�¹X¢y§\�1£lÄ�£y�B¬�£y§f�B¡�ªS§i¢y¦J =£y¤a�B�º¹X£L J¤8£
Ä���À �J¢y¤aÁB¤a��§s·�§;�U s�X¢y�B¤aªSªy J���\§s·�§;��À §X�1£S¢y�Bµ�¤a§��B¡�ªS§X¢y¦9¹X§�µd�B¬�¢f¬��_ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§;¤aªS�B�a¹V§i£fµd§X¢y¶W§X£S£L =¤8£f·�§b¢y¹X�\�B���\¤a�~¤a§X¢�~ "¢y¹X¦9§X¢yªS¤a¡�¤a�a¤8£y¹Ç·�§\ªÍ¹.»1¬� =£y¤a�B��ª�·nÀ ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B� ¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§\ªÍ§X£Ê��À ¤8¢S¢y¹\¦B§X¢yªS¤a¡�¤a�a¤a£y¹ ·�§\ªÍµ�©�¹\���J¶W¸\��§XªÍ»1¬�§
���J¬�ªb�B¡�ªS§i¢y¦9�B��ª� !Ç§X©�¢y� É�� 9�X�& ¾�Å ¹\ J��¶W�J¤~��ª\²N¡�¤a§\��»1¬0À ¬����\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L =¤~��¤~��ÁÊ·nÀ ¬���§�¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B��·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¤aªQ£y§¢y¹\¦9§i¢yªS¤~¡��a§W­|·��B���V·�À §\�1£S¢y�Jµ�¤a§V�X�B��ªQ£L =�1£y§*³@ªS§�£S¢L J·�¬�¤~ªS§�µN =¢f¬���§��X¢y�J¤~ªSªy =���X§�·�§V��À §\�1£S¢y�Jµ�¤a§

((

�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��§\·
))­oÆ ��¾~ÉJ¾aÉ ³i²�¤a�n��§bµd§\¬�£l¢y§X�N·�¢y§b�\�J¶Wµ�£y§b·�§b�|À ¤8¢S¢y¹\¦B§X¢yªS¤a¡�¤a�a¤a£y¹�·�§\ª@µ�©�¹\���J¶W¸\��§Xªl�J¡�ªS§X¢y¦B¹\ª\²��. *¢f�\§i£S£y§;�X¢y�B¤aªSªy =���\§·�§V��À §\�1£S¢y�Jµ�¤a§�ªS§�µ�¢y��·�¬�¤8£b =¬�ªSªS¤0ªS¤'�J�Ê§&3n§\�i£y¬�§V¬��Í�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��¤a��Á¥·�§V��À ¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J��¤a�D¦9§X¢yªS§B²�§\�Í¢y§\¶W�J�1£L J�1£�a§b£y§\¶Wµ�ª ¾ ¨bÀ §XªQ£Y J¬=´Q�B¬�¢L·�À ©D¬�¤d¬���§b�Jµd¹X¢L =£y¤a�J�Ê·�§Y£S¢L J�\§ φ ²D£S¢L =��ªQ¼H�J¢y¶º J�1£@¬��_ J¬�£y�B¶W�=¢yµ�©�¤aªS¶W§Y�L©� J�J£y¤~»1¬�§ F­ $�Ï ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§*³Y§\��¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�

((

§iÃ� =�X£y§CU � �
)) f
²0ªS¬�¤a¦B =�1£

f ◦ φ = φ ◦ F »1¬�¤±§\ªQ£�¤~�D¦B��»1¬�¹\§^µd�B¬�¢V¢y¹\�\�J���\¤a�a¤a§X¢¢y¹\¦9§i¢yªS¤~¡�¤a�~¤8£y¹�¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§B²�¤8¢S¢y¹\¦9§X¢yªS¤a¡�¤a�a¤8£y¹�¶º J�X¢y�BªS�X�Bµ�¤U»1¬�§V§X£ * §\�\�J�N·Í®±¢y¤a���\¤aµd§  2Ê J��"9§XÂ É���� È3& ¾
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²F·�§Xªs¢y¹\ÁB¤a�B��ªr§i¢yÁB�D·�¤~»1¬�§Xª X (T )

α
·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§\¶r§\�1£s·�¤aªk´P�B¤a�1£y§\ª\²¥+ 0 *�0,·�§\ª
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T
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·�§V£S¢y¸XªbÁJ¢L J��·�§�¹\��§i¢yÁB¤a§*³fµd§\¬�£YÌX£S¢y§sµ�¢y¤aªS§s§\���\�J¶Wµ�£y§�·�§V¼k �(\�J��¤~¶Wµ��a¤~�X¤a£y§�§\�Ê¢y§X¶Wµ��~ �(\ J�1£b�a§\ªbµN =¢L =¶W¸X£S¢y§\ª¤a��¤8£y¤~ J¬�Ã

θ
µN *¢s·�§Xª �E-(� -"�76�,*�#*�'!*�� * 0 ,z+ D�' θ̃ ���\�B�=´Q�B¤a�1£y§\¶W§X�1£.²��B����§r·�¹\�i¢y¤a£V§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£V»1¬�§��~§Xª�¶W�D·�§\ª·�§f¼H¢y¹.»1¬�§\���X§\ª

ω
¤a��¼k¹X¢y¤a§\¬�¢y§\ªfÄ�¬���§Y¦J =�~§X¬�¢2·�§b�\�J¬�µ�¬�¢y§

Ω ¾ °eÀ §XÃ�µ�¢y§XªSªS¤a�B�¥·�§\ªlµ� =¢L J¶W¸i£S¢y§\ªl§&3n§X�X£y¤8¼kª2·�¹\µd§X�N·¡�¤a§\��ª�-�¢�·�¬��L©��B¤8Ã -(� �^+ ,*� -S+�� *V·�§
Ω ¾	' �� =µ�µd§\�a�a§ � � � 
�� -�, *&% ��' 	�*�� �#*�!��(��� -/. +�'�-�,z+ �"!Ê�a§\ª�£S¢L J��ªQ¼k�=¢y¶_ *£y¤a�B��ª

RΩ,∞
§X£ RΩ1,Ω0

¢y§\�a¤~ J�1£Y�~§XªYµN *¢L J¶W¸X£S¢y§\ª2¤a��¤8£y¤~ J¬�Ã¥§X£Y�a§\ªYµ� =¢L J¶W¸i£S¢y§\ª2¢y§X���J¢y¶º =�~¤aªS¹Xª\Î
θ̃(Ω) ≡ RΩ,∞(θ) θ̃(Ω1) = RΩ1,Ω0 [θ̃(Ω0)]

­ É È�X9³°' ^�X�B��·�¤8£y¤a�B��·�§V�\�J©�¹i¢y§\���\§�·�§V�~ r·�¹X¶º =¢y�L©�§;§\ªQ£Y�~ r�a�J¤'·�§�ÁJ¢y�B¬�µd§VÁB¹\��¹X¢L J�a¤aªS¹\§BÎ
RΩ1,∞ = RΩ1,Ω0RΩ0,∞ RΩ2,Ω0 = RΩ2,Ω1RΩ1,Ω0
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°0�=¢yªy»D¬�§ RΩ1,Ω0

��§�·�¹\µd§\��· »1¬�§�·�¬ ¢L =µ�µd�J¢S£
k = Ω0/Ω1

²@�B� ¢y§i£S¢y�B¬�¦B§�¬���§��a�J¤V·�§�ÁJ¢y�B¬�µd§�¬�ªS¬�§\�a�a§
Rk2Rk1 = Rk2k1 ¾ °FÀ ¤a�1£y¹X¢yÌi£�·�§s�\§X£S£y§�ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§^·�§�ÁJ¢y�J¬�µd§�§\ªQ£�ªS¤±ÁJ¢L =�N·�»D¬�À �B��µN *¢y�a§r·�¬;U �,V -(���"%"� * 	�*
�#*�!��"��� -/. +�'�-�,z+ �(!  	'�J¬��a�B¬�ªS§Y§X£l®±¼k§\¬�£PÂ É�� 9 � & ¾ ¨l§X£S£y§fªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§2µd§X¢y¶W§X£±£y�J¬�£5·�À  J¡d�=¢L·W·�§2¶W§X£S£S¢y§@§\� �V¬�¦1¢y§�~ ¥¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�Ç§\��¬�£y¤a�a¤~ªy =�1£s�~§Xªs�J¬�£y¤a�aª�·�§^£y©�¹X�J¢y¤a§º·�§Xª�ÁJ¢y�J¬�µd§\ªº­| =�~ÁJ¸\¡�¢y§Xª�·�§W°�¤a§B²0¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£L *£y¤~�J��ªL³
·�¹o´SÄÊ�U *¢yÁB§\¶W§X�1£�¬�£y¤a�a¤aªS¹\ª^µd�J¬�¢s§XÃ�µ��a�B¤8£y§X¢���À §iÃ�¤aªQ£y§\���\§¥·�§ºÁ=¢y�B¬�µd§Xª^·�§WªQÂ�¶W¹X£S¢y¤a§ ¾ �Y¬�Ïo·�§X�UÄÍ·�§\ª� *¢yÁB¬�¶W§X�1£yª£y§\�L©���¤U»1¬�§\ª\²'�a§\ªsÁJ¢y�J¬�µd§\ª�·�§WªQÂ�¶W¹X£S¢y¤a§º·nÀ ¬��ÇªQÂ�ªQ£y¸\¶W§rµ�©1Â�ªS¤~»D¬�§W·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§\�1£�¬���§WÁ=¢L J�N·�§ºµ� =¢S£y¤a§_·�§WªS§\ª
µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª��J¡�ªS§X¢y¦J =¡��a§\ª5�'�a§WÁJ¢y�J¬�µd§º·�§^¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�  Jµ�µN *¢L 21~£s�\�B¶W¶W§�¬���ÁJ¢y�J¬�µd§º·�§rªQÂ�¶W¹X£S¢y¤a§rµ� =¢SÏ£y¤a�\¬��a¤a§X¢.²'§i£��B� µd§\¬�£�ªS�J¬�¦B§\�1£V£S¢L J·�¬�¤8¢y§r§X� ¤a��¼H�J¢y¶º =£y¤a�J��ªs»1¬N =�1£y¤8£L =£y¤a¦9§\ªV�a§Xª�µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ªs·nÀf+ !/,�-(�}+�-(! 0 * � -"�
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 0 � *�. .1* ¾ °0 �¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�
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»1¬0À �J� µd§\¬�£

 Jµ�µ�¢y¹\�X¤~§i¢W­k¢y¹\ªS�J�~¬�£y¤a�B� ·�§���À  Jµ�µN *¢y§\¤a�e·�§s¶W§\ªS¬�¢y§B²NµN *¢�§XÃ�§\¶Wµ��a§*³ ¾ ¨l§i£S£y§^¹X�i©�§\�a�a§ a ²n»D¬�§s���J¬�ª�»1¬N =�a¤a¿�§X¢y�B��ª·�§ �|+ 0 ���(' 0 ���s+*# %J*�µN =¢��Jµ�µd�BªS¤8£y¤a�B� Ä¥��À ¹\�i©�§\�a�a§ � - 0 � �(' 0 ���U+ #&%J* L ·�§r��À �J¡�ªS§X¢y¦J *£y¤a�B�0²,·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§^�a§\ª�ªS�B¬�ªQÏªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª@·�§ S »1¬�¤NªS§X¢y�B�1£2�\�J��ªS¤~·�¹i¢y¹\ªf�X�B¶W¶W§b·�§Xª@�\�B��ªQ£y¤a£y¬� J�1£yª@¹\�a¹\¶W§\�1£L =¤a¢y§Xª\²�ªy J��ª@ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§;¤a�1£y§X¢y��§;§X£·�¹X�X¢y¤8£yª�µ� =¢�¬���µd§X£y¤8£����J¶^¡�¢y§^·�§rÁJ¢L =�N·�§\¬�¢yª\²����J£y¹X§\ª
s
·�§^¼k �(\�J�  =¡�¢y¹\ÁJ¹\§ ¾ 7 ���\�J��ªQ£y¤8£y¬� J�1£�¹\�a¹\¶W§\�1£L =¤a¢y§ªS§X¢L �£PÂ�µ�¤~»1¬�§X¶W§\�9£�¬���§_�X§\�a�a¬��a§Ê·�À §XÃD£y§\��ªS¤a�B�"�~¤a��¹. J¤8¢y§

a
²F JªSªS¤a¶W¤a�a¹\§ÊÄ�¬��"µd�J¤~�1£r·� J��ª^�a§¥¶W�D·�¸\�a§ Ma ¾  ��À ¹X�i©�§\�a�a§�¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§B²D��À ¹X£L *£f·�§ S ªS§X¢L s·�¹\�X¢y¤8£@µ� =¢@¬���§ 0 �(! : -(% � -�,z+ �(!

s̄ ≡ (s1, . . . , sN )
·��B���� J�1£l��À ¹X£L *£

·�§Xª
N
�\�B��ªQ£y¤8£y¬N J�1£yª;¹X�~¹X¶W§\�1£L J¤8¢y§\ª^­�µN *¢�§XÃ�§\¶Wµ��a§

N = (L/a)d ·� J��ª;¬���§\ªSµ� J�\§^·�§�·�¤a¶º§X��ªS¤a�B� d ³ ¾dÅ �B¬�ªµd�B¬�¦9�B��ªf¶º =¤a�1£y§\�N =�1£fµ�¢y¹\�\¤aªS§X¢b�a§\ªf¤a��ÁJ¢y¹\·�¤a§\�1£yªY·�¹X¿���¤aªSªy J�1£f¬��Í¶W�D·�¸\�a§ M Î
� ��À *�' �E- 0 * 	�* � � -('�*2§\ªQ£Y�|À §X��ªS§\¶�¡��a§ E = {s̄} ·�§\ªf�X�B��¿�ÁB¬�¢L =£y¤a�B��ªs­�¤a�'·�¹\µd§\�N·¥·��B���V·�§ a §X£b·�§ N ³��
� �a§V���V¬�¢Y·�¬¥¶W��·�¸\�a§�§\ªQ£Y¬���§;¼k�B���X£y¤a�B� φ(s̄)

»1¬�§����B¬�ªf Jµ�µd§X�~�a§X¢y�J��ªYªy  ��6 -/.1*V­|·�§�ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§��B¬Ê·�À ¹\¦B�B�a¬�Ï
£y¤a�B�d³��n·� J��ªb¬���§sªS¤8£y¬N *£y¤a�B��·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§J²n§\�a�a§^·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§��~§�µd�J¤~·�ª;ªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»1¬�§^·�§s�U º�X�B��¿�ÁB¬�¢L =£y¤a�B�

s̄
·� J��ª�a§\ª�µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ª�¶º J�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ª�·�§ S �'·� =��ªV¬���µ�¢y�J¡��a¸\¶W§^©��=¢yªs·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§J²'§X�~�a§º·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§^��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�·�§W�~ Ê�\�B��¿NÁJ¬�¢L *£y¤~�J�

s̄ ¾ ®± =¢�§XÃ�§\¶Wµ��a§B² φ ªS§i¢L ���À ©N =¶W¤a�a£y�J��¤a§\� ·�¬ ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§W§\� ¶º¹X�. J��¤~»D¬�§rªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»D¬�§B²,�~ �a�B¤0·nÀ ¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J�¥µd�B¬�¢2¬��_ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§�·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§Y�B¬¥�a§\ª2µ�¢y�B¡N =¡�¤a�a¤8£y¹\ªY·�§b£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B�¥µd�B¬�¢2¬��_µ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ªfªQ£y�=Ï
�L©N JªQ£y¤~»1¬�§ ¾ �Y¬Ê�a¤a§\¬�·�§�¼� =¤a¢y§s¤a�1£y§X¢y¦9§X��¤8¢b¬��Ê§\��ªS§\¶^¡��a§�¼k�J���X£y¤a�B����§\� Φ = {φ} ²��B�ÊªS¬�µ�µd�JªS§�ªS�B¬�¦9§\�1£b»1¬�§V�~ ¢y¸\ÁB�a§^·�§sªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§�§\ªQ£V·�§�¼H�J¢y¶W§sµ� =¢L J¶W¹i£S¢y¹\§s�\�B���D¬�§

φ = φK ¾ °0§s¶W�D·�¸\�a§s§XªQ£V J�a�J¢yªV·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¹�µ� =¢;¬��´Q§\¬º·�§ �E-(� -(� 6�,*�#*�'L²D���=£y¹Y·�§2¼k �(\�J�º�\�B¶Wµ� J�X£y§
K ∈ K ¾9Å ¹. J��¶W�B¤a��ª\²B�~ �¢y§\���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J�ºªS§b·�¹X¦9§\�a�Bµ�µd§fµ��a¬�ª�\�J¢S¢y§X�X£y§\¶W§\�1£Y·� J��ª2�|À §\ªSµ� J�\§

Φ
u~}�v9x ¾

Y 
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§i£W·�¤a�U *£y¹\§Í·�À ¬��Ç¼k J�X£y§X¬�¢

k ¾ °0§\ª^µd�J¤a�D£yªs¿�Ã�§\ª�·�§_�~ ¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�"ªS�B�1£r J¤a��ªS¤|²±µN *¢^�\�J�1£S¢y¬��X£y¤a�B� ¶WÌ\¶W§W·�§
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• £y�B¬�ª2�a§\ª2¶W�D·�¸X�~§Xª@�\�B�D¦9§i¢yÁB§. =�1£f¦B§X¢yª@¬��_µd�B¤a�1£@¿�Ã�§bªS�J¬�ª2��À  J�i£y¤~�J��·�§;�~ s¢y§X���J¢y¶º =�a¤~ªy *£y¤a�B�Í¶º J��¤8¼k§\ªQ£y§X¢y�J�1£�a§\ªY¶WÌ\¶W§Xª@µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ªY J¬�Ã_ÁJ¢L =�N·�§\ªf¹\�L©�§\�a�a§\ª5�
• ·�¬ ¼� J¤8£Ê·�§\ª_�L©N =��ÁB§X¶W§\�1£yª¥·nÀ ¹\�L©�§\�a�a§�¤~���\�a¬�ª¥·� J��ª¥�~  ¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B��²f��À ¹\�L©�§X�~�a§��. *¢L J�X£y¹i¢y¤~ªQ£y¤~»1¬�§

ξ∗­k£PÂ�µ�¤U»1¬�§\¶W§X�1£s¬���§_�a�J��ÁB¬�§\¬�¢r�J¬ ¬�� £y§\¶Wµ�ª^·�§_�\�J¢S¢y¹\�~ *£y¤~�J�d³^ JªSªS�1�\¤a¹\§�Ä�¬��"µd�B¤a�1£^¿�Ã�§B²F·�§\¦J J�1£^¦B¹X¢y¤8¿N§X¢
ξ∗ = kξ∗

²�ªS§X¢L r�J¬Ê¡�¤a§\�Ê�D¬��a�~§J²��B¬Ê¡�¤~§X�Ê¤a��¿���¤a§ ¾�* ¤ ξ∗ = 0
²��a§Vµn�J¤a�1£Y¿�Ã�§V§XªQ£b¬��Í¶W�D·�¸\�a§V¤~·�¹. =�'�JÐÊ¤~�0��À Â¥ 
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• �a§Y¢y¹\ªS¬��8£L *£2�X¢y¬��\¤~ J�d§\ªQ£2»1¬�§Y��À  J�� J�8Â�ªS§V·�§ Rk

 J¬º¦9�J¤~ªS¤a�� JÁB§�·�À ¬��ºµd�B¤a�1£l¿�Ã�§
φ∗ �X¢y¤8£y¤~»D¬�§�­ ξ∗=∞ ³5·�¹X£y§X¢SÏ¶W¤a��§@§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£e�a§\ªe�~�J¤aª@·nÀ ¹\�L©�§\�a�a§b JªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§\ªF·�¹X�X¢y¤a¦J J�1£5�a§\ªeµ�©�¹\���J¶W¸\��§XªF�X¢y¤8£y¤~»1¬�§\ªeªS§2¢L *£S£L J�L©N =�D£Ä;�\§2µd�J¤a�D£±¿�Ã�§�­��a§\ªF¶W�D·�¸\�a§\ªF JªSªS�1�\¤a¹\ª5�\�J��¦B§X¢yÁB§X�1£e¦9§i¢yªF�a§2µn�J¤a�1£F¿�Ã�§lªS�B¬�ªF��À  J�X£y¤a�B�º·�§@�U b¢y§\���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J�d³ ¾

' �Ê¶W�J�1£S¢y§V§X�ÊµN =¢S£y¤a�\¬��a¤~§i¢�»1¬�§V�a§\ª
*���� �('�-(!J,*' 0 �}+ ,z+ #&%J*�'@ªS�B�1£bªS¤a¶Wµ��~§X¶W§\�1£2¢y§\�a¤a¹\ª; J¬�ÃÍ¦J =�~§X¬�¢yªYµ�¢y�Jµ�¢y§\ªY·�§��À �Jµd¹X¢L =£y§X¬�¢;·�§;¢y§\���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J���a¤a��¹. *¢y¤~ªS¹�§\�
φ∗ u��Dxfu~}�v9x ¾
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�b§X¦9§\���B��ªe J¬º�\ Jª5¼H�B��·� J¶W§X�D£L =�N·�§f�~ �¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�º¬�£y¤a�a¤~ªS¹X§;·� J��ª5�a§\ª5£y©�¹\�J¢y¤a§Xª@»D¬� J�1£y¤~»1¬�§\ªe·�§f�L©N J¶Wµ�ª\²
µ�¢y¹XªS§\�1£y¹^ªS�L©�¹X¶º =£y¤~»1¬�§\¶W§\�9£� =¬ÇÆ � ¾aÉB¾ °0§�¶W��·�¸\�a§^·�§^·�¹XµN =¢S£ � ���J£y�J��ª��a§ M∞
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§X£;�\§s¶W�D·�¸X�~§���§�µn§X¬�£bÌX£S¢y§s�B¡�£y§\�D¬�»1¬0À §\��§iÃ�£S¢L =µd�B�~ J�1£;�a§\ª;¶W¹\�. =��¤aªS¶W§\ªY�\�J���D¬�ªF´Q¬�ªy»1¬�À Äº·�§\ªY¼H¢y¹.»1¬�§\���\§Xª§X£_·�§\ªW¦9§\�X£y§\¬�¢yªº·�À �B��·�§� =¢y¡�¤8£S¢L J¤8¢y§\¶W§\�1£ºÁJ¢L J��·�ª ¾ � �Yª\À §\��ªS¬�¤8£¥·�§\ªº·�¤a¦9§i¢yÁB§\���\§\ª_·�¤8£y§\ª ((

¬��8£S¢L =Ï ¦D¤~�J�a§X£S£y§\ª
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§\�a�a§\ªb¢y§���¸X£y§\�1£bªS¤a¶Wµ��a§\¶W§X�D£f��À ¤~�� B·�¹.»1¬N =£y¤a�J��·�§����J£S¢y§s·�§\ªS�i¢y¤~µ�£y¤a�B�� =¬�Ïo·�§X�UÄW·�§��\§X¢S£L J¤a��§\ª;¹\��§X¢yÁB¤a§\ª\²d§X£b���J�¬���§;�. *£L JªQ£S¢y�Bµ�©�§�µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§b�J¡�ªS§X¢y¦J =¡��a§ ¾ °�§�¶W�D·�¸X�a§ MΩ

²� =ªSªS�1�\¤a¹sÄ�¬���§b�\�B¬�µ�¬�¢y§
Ω
§X£YÄ�·�§\ª@µN =¢L =¶W¸X£S¢y§\ª

¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªS¹\ª
θ̃(Ω)

²J��§@µ�¢y¹\ªS§X�1£y§2¹X¦�¤~·�§\¶W¶W§\�1£,µ��a¬�ªF·�§2·�¤a¦9§i¢yÁB§\���\§\ªF¬��8£S¢L *Ïo¦D¤a�B�a§X£S£y§Xªeµ�¬�¤aªy»1¬�§lµN =¢F�\�B��ªQ£S¢y¬��XÏ
£y¤a�B�0²�¤a�n��§�·�¹\�X¢y¤8£Y»1¬�§;·�§Xª2¶W�D·�§Xª |ω| < Ω ¾ ¨l§\µd§\��·� =�1£.²��~ �µ�¢y¤aªS§�§X�¥�\�B¶Wµ�£y§;·� J��ª θ̃(Ω)

·�§\ª2µ�©�¹X���B¶W¸X��§\ª·�§s¼H¢y¹\»D¬�§\���X§ |ω| > Ω
§\ªQ£V��¹X�\§\ªSªy J¤8¢y§\¶W§X�1£V§\�1£L J�L©�¹X§r·�À §X¢S¢y§\¬�¢Vµ�¬�¤aªy»D¬�§����B¬�ª;��§�µd�B¬�¦B�B��ªb¼k J¤8¢y§W»D¬�§^·�§Xª

�\�B�=´Q§\�i£y¬�¢y§\ª�ªS¬�¢��\§Xª�µ�©�¹\���B¶W¸\��§\ª ¾ °0§Xª�¶W�D·�¸\�a§\ª MΩ
ªS�J�1£^·��B��� ' % � �3* 0 ,z+ D�'^­��i©��B¤8ÃÇ *¢y¡�¤8£S¢L J¤8¢y§¥·�§ Ω

³V§X£
Y 
�
�\ � a4g�];ef^�m[a4] �!l,g�l,`2a4e}� ]_s (Tg)g∈G k�l,m,`2s x�e}o a4mRx2sfh!g�k�n �!`jh!n�b�^)k�^�] ��d3l,x2`jsf^ G ]_n�`;ef^,];m,h!g � �!n�`2a4x2s~h!g�] s̄ k�n] ��]2x2q,d3^!��e}o ^,c�b�`j^,]_]2sfh!g{k�^�e}o sfg/�!a4`js~a4g�m,^�b�a4`W] ��d3lRx_`jsf^ 
�a!s xusfg�x2^,`j�/^,g�sf`;n�g�^�`j^[b�`2l,]2^[g�x_a4x_sfh!g T k�^ G k$a4g�];e}o ^,]_b$a4m,^�/^,m,x2h!`2sf^,e E h!�)e~a;`2q��!ef^uk�^v]2x2`2n�mRx2n�`2^ φ b�`j^,g�k ]2^,]��!a4ef^,n�`2]E^,xE] o l,m,`2s x � ∀g ∈ G � Tg [φ(s̄)] = φ[Tg(s̄)]
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·�¹X�X¢y¤8£2��À ¤a� ��¬�§\���\§; J¬�ÃW¹\�L©�§\�a�a§\ª |ω| < Ω1
·�§\ªl¶W�D·�§\ª

Ω1 < |ω| < Ω0 ¾ °�§\ª5£S¢L J��ªQÏ¼k�=¢y¶º =£y¤a�B��ª¥·�§Í¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B� R ·�¹X�X¢y¤a¦9§\�1£_ =¤a��ªS¤�. -�D5-��2�(! 	:�(! , 0 ������
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§\ªQ£�¬���§ºÁ=¢L J�N·�§\¬�¢ªS¬�¡D´Q§\�X£y¤a¦9§
L(a)

·�¹Xµn§X�N·� J�1£b·�¬Êµ� Jª
a
 .¦9§X�s�a§\»D¬�§\�'�J�� =¢yµd§\�1£y§��~ W�X�B¬�¢y¡d§ ¾ ®, =¢;�\�J�1£S¢y§B²N�~§ . + *�!W§\�1£S¢y§s·�§Xª¶W§\ªS¬�¢y§Xª

L(a)
§X£
L(ka)

�B¡�£y§\�D¬�§Xªr§\�
�L©��J¤~ªS¤aªSªy =�1£¥·�§\ªr¹\�L©�§\�a�a§\ªW¶W¤~��¤a¶º J�a§\ª
a
§X£
ka
·�¤ 3n¹X¢y§X�1£y§\ªº·��B����§
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·�§Í�~ ��\�J¬�¢y¡d§B²5·�¹i¿N��¤~§ÍÄ�£S¢L .¦9§i¢yª
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	CQ % !U+ ,�*���'�-/. + , 
i²e¢y§\ÁJ¢y�J¬�µ� J�1£_·�§\ªW¶W�D·�¸\�a§\ªW�\�J�N·�¬�¤aªy J�1£_ J¬�Ã ¶WÌ\¶W§\ª^µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹Xª_ JªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»D¬�§\ª ¾FÅ �=£y�B��ª»1¬0À ¬��WÁ=¢y�B¬�µn§b·�§f¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�_�0À §\ªQ£l¢y¤a§\�¥·nÀ  J¬�£S¢y§;»1¬0À ¬��WªQÂ�ªQ£y¸\¶W§Y·�Â��� J¶W¤~»D¬�§f·� =��ª5�|À §\ªSµ� J�\§�·�§\ªl¶W�JÏ
·�¸X�~§Xª ¾�� �'§\ªQ£b¤~¶W¶W¹\·�¤~ =£b·�§�¦9�B¤8¢�»1¬�§V�a§ �N�=£� =ªSªS�D�X¤~¹¥­ (( �a§ �N�=£�·�§V¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B� )) ³fªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§��\§i£;§\ªSµ� J�\§ J¬�£y�B¬�¢s·�§\ª�µd�J¤~�1£yª�¿�Ã�§\ª�·�§r�U _£S¢L J��ªQ¼H�J¢y¶º *£y¤~�J� ·�§^¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B��Î,�a§\ª��\�~ JªSªS§Xª^·�À ¬���¤a¦9§X¢yªy =�a¤a£y¹WªS�J�1£s�a§\ª¡N =ªSªS¤~��ªb·nÀ  *£S£S¢L J�X£y¤a�B��·�§\ªfµd�B¤a�1£yª2¿�Ã�§\ª2ªQ£L =¡��a§\ªY�J¬Ê�a§\ªf¦B *¢y¤a¹X£y¹\ªYªQ£L =¡��a§\ªb·�§\ªfµd�J¤~�1£yª2¿�Ã�§\ªf©1Â�µd§X¢y¡d�J�~¤~»1¬�§Xª ¾

� �'ªS¬�Ër£; J�a�=¢yªV·�§�·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§i¢b�~ º�X�~ JªSªS§r·nÀ ¬���¤~¦B§X¢yªy J�a¤8£y¹^Är�~ B»1¬�§\�a�a§^ =µ�µ� =¢S£y¤a§\�1£;�a§sªQÂ�ªQ£y¸\¶W§�µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§ �µd�B¬�¢^�X§\�~ �²±¬��Ç¶W�D·�¸\�a§W¢y¬N·�¤a¶W§\�1£L J¤8¢y§WªS¬�Ër£ � µd�B¬�¢�µ�¢y¹.·�¤a¢y§º�\�=¢S¢y§\�X£y§X¶W§\�1£�ªS§\ª�µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª^ =¬�Ã Á=¢L J�N·�§\ª¹\�L©�§\�a�a§\ª ¾ °0§Xªe§XÃ�µd�Bªy =�1£yª5 =µ�µN *¢L J¤aªSªy J�1£@·� J��ªF�~§Xª5�a�J¤~ª5·�À ¹\�L©�§\�a�a§Y JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤~»D¬�§\ª±ªS§i¢y�B�1£5�a§\ªe¶WÌ\¶W§XªF»1¬�§@�\§X¬�Ã·�¬_¢y§\µ�¢y¹XªS§\�1£L J�1£2£PÂ�µ�¤~»1¬�§�·�§V�~ ^�\�~ =ªSªS§�·nÀ ¬���¤a¦9§i¢yªy J�a¤a£y¹W­��a§Vµd�B¤a�1£2¿�Ã�§V JªSªS�1�\¤a¹*³ ¾°�§\ªV¶W¹X£y©���·�§\ªV·�§^¢y§X���=¢y¶_ =�a¤~ªy *£y¤a�B�Çµd§i¢y¶W§X£S£y§\�1£�¹\ÁB J�a§\¶W§\�1£�·�§r·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§X¢�ªS¤e¬���§^µd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a�J� ·�¬
¶W�D·�¸\�a§V·�¹X£S¢y¬�¤8£�­

((

µd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a�B�Í§\ªSªS§X�1£y¤~§X�~�a§
))

³l�J¬Ê��§V·�¹X£S¢y¬�¤8£fµN JªV­
((

µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B�¥¤~��§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§
))

³l�a§\ªYµ�¢y¹XÏ·�¤a�X£y¤a�B��ª�¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§\ª\Î0¬���§rµd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a�J� §\ªQ£�§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§ºªS¤5§X�~�a§W�L©N J��ÁB§r�~ Í�\�~ JªSªS§_·nÀ ¬���¤a¦9§i¢yªy J�a¤8£y¹º·�¬
¶W�D·�¸\�a§/�n§\�a�a§W§XªQ£�¤a��§XªSªS§\�1£y¤a§\�a�~§WªS¤F�~ ¥�\�~ =ªSªS§º·�À ¬���¤a¦9§X¢yªy J�a¤8£y¹W·�¬�¶W��·�¸\�a§^µd§X¢S£y¬�¢y¡d¹\§�§\ªQ£��~ ¥¶WÌ\¶W§�»1¬�§^�X§\�a�a§·�¬Ê¶W��·�¸\�a§�¤a��¤8£y¤~ J� ¾�' ��µd§\¬�£; J¤a��ªS¤,µ�¢y�B¬�¦B§X¢b�~  � � �&% '�, *�' '5*;·�§\ªY¢y¹XªS¬��8£L =£yª;µ� =¢b¢L =µ�µd�J¢S£� =¬�ÃÍ¶W�D·�¤8¿N�. *£y¤a�B��ª
·�§Xª2·�¹i£L J¤a�aª2¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§Xª@§X£@µN *¢2�~Äs¶WÌX¶W§Y�~ �,�-�. +�	S+ , 
 	(% � ��	!6�.1*i²Dµ�¬�¤~ªy»1¬�§bªS§\ª@µd�BªSªS¤a¡��a§\ª2¤~��§XÃ� J�i£y¤a£y¬�·�§\ª
¶W¤a�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ªfªS�J�1£Yªy J��ªY�\�J��ªS¹\»D¬�§\���X§\ªYÄ^��À ¹\�L©�§\�a�a§�·�§V��À �B¡�ªS§X¢y¦J =£y¤a�J� ¾

H���� ���b�D�=���F���B�.� �d���+3F�H���=���0���B���N�k�k�\���.�H�n� ��� �������0�������.�k�0�0���
°eÀ ¤8¢S¢y¬�µ�£y¤a�B�W·�§2�~ ;¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�º·� J��ªF¬��b´P�B¬�¢y�� J�N·�§2¶º =£y©�¹\¶º =£y¤~»1¬�§\ª±§XªQ£l·��J¬�¡��a§\¶W§X�1£d´Q¬�ªQ£y¤a¿�¹\§ ¾ �^À ¬���§µN *¢S£.².�BÀ §\ªQ£,¬��V¡d§\�B§XÃ�§\¶Wµ��a§e·nÀ ¬�£y¤a�~¤aªy *£y¤~�J�^·nÀ �J¬�£y¤a�aª'¶º =£y©�¹X¶º =£y¤~»1¬�§\ªnªS�Bµ�©�¤aªQ£y¤~»1¬�¹\ªl­| =�N =�aÂ�ªS§5ªSµd§X�X£S¢L J�a§l·�À �Bµd¹XÏ¢L =£y§\¬�¢yª'¼k�B���X£y¤a�B����§\�aª\²Jµ� =¢±§XÃ�§\¶Wµ��a§*³�µd�J¬�¢'¢y¹\ªS�B¬�·�¢y§@·�§Xª,µ�¢y�J¡��a¸\¶W§\ª'µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§\ª0¡�¤a§\��£L J��ÁB¤a¡��a§\ª2­k£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ª
·�§eµ�©N JªS§J²=·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§±�L©N J�=£y¤U»1¬�§B²*·�¤ 3n¬�ªS¤a�J�0².µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§e·�§\ª'µd�J�aÂ�¶W¸X¢y§Xª\².�X¢y�J¤~ªSªy =���X§l¼U¢L J�X£L =�~§.³ ¾ �^À  J¬�£S¢y§eµN *¢S£.²�a§\ª�¶W¹X£y©��D·�§\ªV·�§^¢y§\���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J�Çµd§\¬�¦9§X�1£VÌX£S¢y§W·�¹XÁ9 JÁJ¹\§\ª�·�§r�a§\¬�¢��\�B�1£y§iÃ�£y§^µ�©1Â�ªS¤~»D¬�§^§i£� =µ�µ��~¤~»1¬�¹X§\ªsÄ·�§XªY»D¬�§\ªQ£y¤a�B��ªf¶º =£y©�¹\¶º =£y¤~»1¬�§Xª ¾
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• 7 �Êµ�¢y§\¶W¤a§X¢Y§XÃ�§\¶Wµ��a§V§\ªQ£b�\§\�a¬�¤,·�§\ª+� 
�,�����	�*�'4� *���,*% � �#-�,�+�,�*�'+'a+�! -(%E. +�6�� *�'L²N�BÐ��~ r¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�J���"3d¢y§
¬���§� J¬�£S¢y§� Jµ�µ�¢y�1�i©�§�»1¬�§Ê�\§X�a�~§�·�¤a£y§

((

·�§\ªº¹X�i©�§\�a�a§\ª¥¶�¬��8£y¤aµ��a§\ª
))

­�¦9�J¤8¢¥ J����§XÃ�§ �b²fÆ � ¾ �9³ ¾ °'  ªS¤8£y¬N *£y¤a�B�£PÂ�µ�¤U»1¬�§s§XªQ£V�~ ºªS¬�¤a¦J J�1£y§BÎd¹X£L J�1£V·��B����¹\§s¬���§s�\§X¢S£L J¤a��§^¹.»1¬N *£y¤a�B��¼H�B���i£y¤a�B����§\�a�a§ U � � ·�¹\µd§\�N·� J�1£�·nÀ ¬���µd§X£y¤8£µN *¢L J¶W¸X£S¢y§
ε ¿ 1

²e�B� �L©�§X¢y�L©�§ÍÄ�§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§X¢Wªy �ªS�J�~¬�£y¤a�B�
f(ε, θ, t)

²e§\� µN *¢S£y¤a�\¬��a¤a§X¢ºªS�B� �\�B¶Wµd�J¢S£y§X¶W§\�1£
 JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤~»D¬�§�­k£y§\¶Wµ�ª

t→ ∞ ³l§X£f�~ r·�¹\µd§\�N·� J���\§�·�§��\§V·�§X¢y��¤a§X¢fµN *¢2¢L Jµ�µd�=¢S£b =¬'­kÃ�³5µN =¢L =¶W¸X£S¢y§9­�ªL³ θ ¾ °0 ªS�B�a¬�£y¤a�J�Ê·�À �J¢L·D¢y§VÑ_­��\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·� =�1£YÄ
ε = 0

³5§\ªQ£fªS¬�µ�µd�BªS¹X§��\�J���D¬�§ ¾ °0 s¢y¹XªS�B�a¬�£y¤a�B�Íµd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a¦9§b§\� ε §\ªQ£·�¤8£y§ '}+ ! -(%E. +�6��#*@�a�J¢yªy»1¬�§V�a§�·�¹\¦9§\�a�Jµ�µd§\¶W§\�1£f =ªSªS�1�\¤a¹BÎ

f(ε, θ, t) =

∞∑

n=0

εnfn(θ, t)
­ É �/�9³

�0À §\ªQ£ºµ� JªW¬���¤8¼H�J¢y¶W¹\¶W§\�1£^�\�B�D¦9§i¢yÁB§\�1£W§\�
t
§i£
θ
²eµN =¢º§iÃ�§X¶Wµ��a§¥ªS¤

limt→∞ fn(θ, t) = ∞ ¾ °'  � 
�,�����	�*
	�*�' 
 0 �J*�. .1*�' � %E. ,z+ �F.1*�'b�\�J��ªS¤aªQ£y§_ÄÊ·�¹X�\�B¬�µ��a§X¢s�a§\ª�·�¹Xµd§\�N·� J���\§\ªV£y§X¶Wµn�=¢y§\�a�a§\ª�·nÀ ¹\�L©�§\�a�a§\ªs�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ª
·�¤ 3n¹X¢y§X�D£y§Xª\²9�\§b»1¬�¤�µd§i¢y¶W§X£5·�§f�\�J�1£y�B¬�¢y��§X¢5�a§Yµ�¢y�J¡��a¸\¶W§f·�§\ª5·�¤a¦9§i¢yÁB§\���\§\ª5ªS¹\�X¬��~ J¤8¢y§\ª  Å  \Â�¼H§\© É�� 9��3& ²�Æ � ¾ � ¾°' ^ªS�J�a¬�£y¤a�B�Ê§\ªQ£Y�L©�§X¢y�L©�¹\§VªS�J¬�ªf�U �¼H�J¢y¶W§BÎ

f(ε, θ, t) =

∞∑

n=0

εnFn(θ, t0, t1, . . . , tk)
­ É � � ³

�BÐ
t0 = t

²
t1 = ε t

² ¾\¾\¾ ² tk = εkt
ªS�B�1£5�\�B��ªS¤U·�¹X¢y¹\§Xªl�\�B¶W¶W§

k+1
¦J =¢y¤~ J¡��a§\ª�+ !�	 
 � *�!�	/-(!J, *�' ¾ °FÀ  Jµ�µ�¢y�1�i©�§µN *¢@¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�¥�\�J��ªS¤aªQ£y§V J¬_�\�J�1£S¢L J¤8¢y§VÄs J¡�ªS�J¢y¡d§X¢2�U s�X�B�1£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J�¥·�¤a¦9§X¢yÁJ§\�1£y§;·�§b�~ sªS¹X¢y¤a§V·� =��ªl¬���§

£S¢L J��ªQ¼k�J¢y¶º *£y¤a�B��·�¬�­��B¬Ê·�§XªL³@µN *¢L J¶W¸X£S¢y§B­�ªL³
θ
Î

f(ε, θ, t) = g[ε,Θ(ε, θ, t), t]
­ É �/PB³°0§ � -"� -(� 6�,*�#* �#*�!��"��� -/. +�' 


θ̃(ε, θ, t)
§\ªQ£b�X�B��ªQ£S¢y¬�¤8£;·�§�¼� �(\�B��Är�\§�»D¬�§

g(ε,Θ, t)
 B·�¶W§X£S£y§�¬���·�¹\¦9§X�~�Jµ�µd§XÏ¶W§\�1£b§X��µ�¬�¤aªSªy J���\§\ª�·�§

ε
»1¬�¤'ªS�J¤8£ % !(+ D �(� � 
�� *�!J, 0 �(!�,�*�� -�*�!J, �E-(�+� -��:� �"��, �

Θ
*�, �

t ¾ ¨l§X£S£y§^ =µ�µ�¢y�1�L©�§µd§X¢y¶W§X£^µ� =¢r§XÃ�§\¶Wµ��a§¥·�§Í·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§X¢^�a§¥�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£^ =¬�Ã Á=¢L J��·�§\ª^¹\�L©�§\�a�a§\ªrªSµN =£y¤a�=Ï £y§X¶Wµn�=¢y§\�a�a§\ªW·�§\ªªS�B�a¬�£y¤a�J��ªV·�À ¹.»1¬� =£y¤a�B��ª� =¬�Ã�·�¹X¢y¤a¦B¹\§\ª;µN *¢S£y¤a§\�a�~§Xª�·�¹Xµd§\�N·� J�1£�·�§�¼� �(\�J��ªS¤a��ÁB¬��a¤a¸X¢y§r·�À ¬���µd§X£y¤8£�µ� =¢L =¶W¸X£S¢y§
ε­m+ 0 *�0��~ ^ªS�B�a¬�£y¤~�J��µd�J¬�¢

ε→ 0
·�¤ 3n¸X¢y§�·�§V�\§X�a�~§�µd�J¬�¢

ε = 0
³  «;�B�~·�§\��¼H§\�~· É��/� È3& ¾

• °' ;¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�_·�§\ªeµ�¢y�1�\§XªSªS¬�ªl·�§ 2Ê *¢#"9�*¦�¶W�B�1£S¢y§2��À ¹.»1¬�¤a¦J J�a§\���\§b =ªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§�­m+ 0 *�09 =¬�Ã^Á=¢L J�N·�§\ª¹\�L©�§\�a�a§\ªs£y§X¶Wµn�=¢y§\�a�a§\ªL³�·�§\ªs¶º *¢y�i©�§\ªs J�a¹. *£y�B¤8¢y§\ª^¡�¢y���f��¤a§\����§\ªs§X£�·�§\ª�µ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ª^·�§�! ¤a§\��§i¢ u���x ²±ÆWÈ ¾ È ¾ � ¾
' ��µd§\¬�£V¶W�B�1£S¢y§X¢Vµ� =¢��\§X£S£y§r¶W¹X£y©��D·�§^»1¬0À ¬���§^¶W¹\¶W�B¤8¢y§�¿���¤a§Ê­��~ Ê·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�Ç·nÀ ¬���µN =ªs·�¹Xµd§\�N·�·�§r�~ ¢y¹. J�a¤aªy =£y¤a�B� ·�§Xª

k
µ� Jªrµ�¢y¹X�\¹.·�§\�1£yªL³ §X£W»1¬0À ¬��Ç¼� J¤a¡��~§Ê·�¹\ªS�=¢L·�¢y§ ­�µ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹\ªº·�§_£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J�  J�a¹. =£y�J¤8¢y§\ª.²

¦J =¢y¤~ J�1£bÄ^�L©N J»1¬�§�µN =ªb·�§�£y§\¶Wµ�ªL³l��§�·�¹X£S¢y¬�¤aªS§\�1£fµN =ªY�~ r·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�Í���=¢y¶º J�a§ 〈X2(t)〉 ∼ Dt
­�µd�B¬�¢

t→ ∞ ³ �5¢y¤a�\¶W�B�1£Y§i£M$V¬�µ�¤~ J¤a��§\� É��/�DÉ & ¾
' �
µd§\¬�£_ J¬�ªSªS¤;·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§X¢W�~  �~�J¤;·�§�·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� 〈X2(t)〉 ∼ t2ν  =ªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§Í·�§Êµ�¢y�1�\§XªSªS¬�ª_���B��Ï¶º =¢#"9�*¦D¤a§\��ª;­�¶º =¢y�L©�§\ª@ J�a¹. *£y�B¤8¢y§\ªb =¬�£y�JÏ ¹\¦D¤8£L J�1£y§XªL³5§X£2�. J�a�\¬��a§X¢YªS�J�¥§XÃ�µd�Bªy J�1£

ν 6= 1/2
 ��§V«;§\����§Xª É5� X � & ¾�F��¿N�0²l�U Ç¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�J� ¶W§X£¥�� =£y¬�¢y§X�~�a§\¶W§X�1£¥§\� ¹X¦�¤~·�§\���X§��a§��. =¢L =�X£y¸X¢y§ -(% , ��) '}+ �6+ . -S+ �#*¥·�§\ª¥�a�B¤aª

ªQ£L J¡��~§Xª±§i£F·�§\ª'µ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ª±¡�¢y���f��¤a§\��ª'¼H¢L J�i£L J�aª5�J�\§\¬�Ã�Ï �\¤BªS�B�1£,§\�s§&3n§i£F·�§\ª'µd�B¤a�1£yª'¿�Ã�§Xª,·�À ¬���§F£S¢L J��ªQ¼H�J¢y¶º =£y¤a�J�
·�§l¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�W B·�¹\»D¬� =£y§ ¾ ¨l§X£S£y§2µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹2µd§\¬�£FÌX£S¢y§2§XÃ�µ��a�B¤8£y¹X§fµd�B¬�¢5·�¹\Á9 =ÁB§X¢.²9µ� =¢F¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�J��ªªS¬��X�\§\ªSªS¤a¦9§\ª\²��U ^µ� =¢S£y¤a§� JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§\¶r§\�1£2 J¬�£y�JÏ ªS¤~¶W¤a�~ J¤8¢y§�·�À ¬���§�¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�ÊªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤~»D¬�§ u���x ² Æ;È ¾ È ¾ � ¾
• �V J��ª;�a§��\�B�1£y§iÃ�£y§�·�§\ª;¹.»1¬� =£y¤a�B��ª� J¬�Ã�·�¹X¢y¤a¦9¹\§\ª;µ� =¢S£y¤a§\�a�a§\ª�ªQ£y�D�L©� JªQ£y¤~»1¬�§\ª\²n�~ W¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B��µd§X¢y¶W§X£
·�§V£y§\ªQ£y§X¢;�~ WªQ£L J¡�¤~�a¤8£y¹�ªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§\�a�a§�·�À ¬���§�¹.»1¬N *£y¤~�J�� J¬�ÃÊ·�¹i¢y¤~¦B¹\§\ªbµN *¢S£y¤a§\�a�~§Xª 	 
�, *�� �6+�!(+�'#, *bµ� =¢b¢L =µ�µd�J¢S£�Ä¬���§bµd§X¢S£y¬�¢y¡N *£y¤~�J�_ªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤~»D¬�§� J·�·�¤a£y¤a¦9§  ¯��J¢yªQ£y§i¢�*�, -/.10 É�� 9(93& ¾ �F�º¢y§\¦B§\�N =�1£2·� J��ªl�a§b�. B·D¢y§;µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§J²1�X§
((

¡�¢y¬�¤8£
))

¶W�D·�¹\�a¤aªS§���À ¤a� ��¬�§\���\§s·�§\ªb·�§\ÁJ¢y¹Xª;·�§V�a¤~¡d§X¢S£y¹�¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§\ªY���B�Êµ�¢y¤aªY§\�Ê�\�J¶Wµ�£y§�§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£·� =��ªs�a§º¶W�D·�¸X�~§ ¾l* ¬�¤a¦J J�1£��~ �·�¹\¶º =¢y�L©�§WÁB¹X��¹X¢L =�~§_µ�¢y¹\ªS§\�1£y¹X§_ J¬ Æ
� ¾ ��²'�B�Í´Q¬�ªQ£y¤a¿�§_ J¤a��ªS¤l�~ Ê�. Jµ� J�\¤8£y¹_·�§��À ¹\»D¬� =£y¤a�B��·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤~ªQ£y§VÄs¢y§\µ�¢y¹XªS§\�1£y§X¢Y�~ �¢y¹. J�a¤8£y¹�µ�©1Â�ªS¤~»D¬�§b£y§\�a�a§s»1¬0À §\�a�a§V§\ªQ£Yµd§X¢#(\¬�§�Ä����J£S¢y§�¹\�L©�§X�~�a§ ¾
Y 
�
�\ � h!n�` � c�^[` ef^,]Csfk�l[^,][�/g�h!n�]C^,g/��sf]_a �!^,h!g�] ef^�m[a4]Ck�^�
�h!g�mRx2sfh!g�] f(t) k�l,b�^,g�k$a4g/x�k>o n�g�^�]_^,n�ef^��!a4`js a4i�ef^�x_^,d3b�h!`2^,efef^

t ��e~a �/l,g�l[`2a4efsf]Pa6x2sfh!g �wb�efn�]_sf^,n�`j]E�4a4`2s~a4i�e~^,]E^[]jx:sfd3d�l,k�s~a6x2^ \
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��3� �S�#���Q��� �&�z��� �h�
�D�¡�
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• 7 �rµ�¢y�B¡��a¸\¶W§2�B¬�¦B§X¢S£5§\ªQ£l·�§f�\�~ *¢y¤a¿�§X¢l�~§f�~¤a§\�W§\�1£S¢y§f�~ �¢y§X���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J�º§X£5�|À>-(! -/. 
"'5* !��(! '#, -(! 	Q-(� 	  ��¤~§iÏ
��§i¢@§X£ �Y§\§\¡ É�� X � & ¾ ¨l§i£S£y§�·�§X¢y��¤a¸i¢y§b§\ªQ£@ªS¬�ªS�\§Xµ�£y¤a¡��a§;·�§f¼k�J¬�¢y��¤a¢@¬��W�~ J��ÁB JÁB§;µN *¢S£y¤a�\¬��a¤a¸X¢y§\¶W§\�1£@ B·� Jµ�£y¹;Ä��~ ¶W¤aªS§V§X� �V¬�¦1¢y§V·�§�¶W¹X£y©��D·�§\ªf·�§�¢y§X���J¢y¶º =�a¤~ªy *£y¤a�B� ¾ � ��ªS§X¢L =¤a£Y£S¢y¸XªY�X§X¢S£L J¤a��§X¶W§\�1£2¼H¢y¬��i£y¬�§\¬�Ã¥·�§��\�B��ªS¤U·�¹X¢y§X¢·�§Xªl£S¢L J��ªQ¼k�=¢y¶º =£y¤a�B��ªf·�§Y¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�Í·�¹Xµd§\�N·� J�1£@·�§Y¼k J�X£y§X¬�¢yª2·�À ¹\�L©�§X�~�a§;���J�_ªQ£L =�N·� *¢L· ¾�� �D¦9§X¢yªS§X¶W§\�1£.²�\§X¢S£L =¤~��§\ª;���J£y¤a�J��ª�·�§s¡� JªS§�·�§s��À  J�� J�8Â�ªS§����J��ªQ£L J��·� *¢L·�µd§\¬�¦B§\�1£bÌX£S¢y§�¼k�=¢y¶^¬��~¹X§\ª;§\�Ê£y§X¢y¶W§\ª;·�§�£S¢L J��ªQ¼k�J¢SÏ¶º =£y¤a�B��ª5·�§2¢y§X���J¢y¶º =�a¤~ªy *£y¤a�B� ¾ ®± *¢l§XÃ�§\¶Wµ��a§B²J��À ¹i£y¬N·�§Y·�§\ª5ªS¤a��ÁB¬��~ *¢y¤a£y¹Xª@�a�1�. =�~§Xª2·nÀ ¬���§@¼k�B���X£y¤a�B� f ¼� =¤a£@ Jµ�µd§\�Ä^��À �Bµd¹X¢L *£y§\¬�¢;·�§�¢y§X���J¢y¶º =�a¤~ªy *£y¤a�B�Ê¼H�B���i£y¤~�J����§\�

Rα,x0,ε
·�¹i¿N��¤nµ� =¢

[Rα,x0,εf ](x) = f(x0) +
f [x0 + ε(x− x0)] − f(x0)

εα
(ε infiniment petit)

­ É �/�B³

' �� ¥¡�¤~§X��ª�-�¢V�~ ¥�~�J¤5·�§^Á=¢y�B¬�µn§ Rα,x0,ε1Rα,x0,ε2 = Rα,x0,ε1ε2

µd�B¬�¢V£y�J¬�£V�\�J¬�µ��a§
(ε1, ε1)

·�§^���B¶�¡�¢y§\ª¤a��¿���¤a¶W§\�1£_µd§X£y¤8£yª ­|·��J�������B� ªQ£L J�N·� =¢L·�³ ¾ °' Ç£S¢L J��ªQ¼k�=¢y¶º =£y¤a�B� Rα,x0,ε
 JÁJ¤8£�ªS¬�¢

f
�\�B¶W¶W§�¬���§��a�B¬�µd§

�E-(�}D�-S+��#*�� *�!J,	. � 0 -/.1*0µ�¬�¤aªy»1¬�§5ªS�J���L©N =¶Wµs·�§5¦D¤~ªS¤a�J��§\ªQ£,¢y¹.·�¬�¤8£F J¬s©� J�a�:U � �@·�§
x0 ¾ °eÀ  Jµ�µ�¢y�1�L©�§lªS§lÁJ¹\��¹X¢L =�a¤~ªS§ J¬�Ãs¶W§\ªS¬�¢y§Xª,¼H¢L J�i£L J�a§\ª\²9�BÐ^�a§2�. *¢L J�X£y¸i¢y§f�a�1�. J��·�§

Rα,x0,ε
 Jµ�µd�J¢S£y§@¬���§@µ�¢y¹\�\¤a§\¬�ªS§@ªS¤~¶Wµ��a¤a¿��. =£y¤a�J�^£y§X�i©���¤~»1¬�§u���x ¾ �F�º§&3n§X£.²1�a§\ª@©N =�a�Bª2·�§Yµd�B¤a�1£yª@·�¤ 3n¹X¢y§\�1£yª5¹X£L J�1£2·�¤aªk´Q�B¤a�1£yª\²�¤a�d��À ÂW �µ��~¬�ª@Ä�ªS§bªS�B¬��\¤a§X¢f·�¬ ((

¢y§\�\�J�~�a§\¶W§X�1£
))·�§Xª2�Bµd¹i¢L =£y§\¬�¢yª

(Rα,x0,ε)x0

���J�¥�\�B��ªQ£S¢y¬�¤8£f J¤a��ªS¤n¬���§Y£S¢L J��ªQ¼k�J¢y¶º *£y¤a�B�Ê·nÀ ¹\�L©�§\�a�a§
((

µd�B���i£y¬�§\�a�a§
))

»D¬�¤dµd§X¢y¶W§X£·�À ¹\�~ =¢yÁJ¤8¢;�\�J��ªS¤~·�¹X¢L =¡��a§\¶W§\�1£f�~ ^���J£y¤a�B�Ê·�À  J¬�£y�JÏ ªS¤a¶W¤a�U *¢y¤8£y¹s·nÀ ¬���§;¼H�B���i£y¤~�J�Ê�B¬Ê·�À ¬���§�¶W§\ªS¬�¢y§ ¾
H���� � 0s�n� �9�k�'�.�H�n�'�

°0§\ªf¶W¹i£y©��D·�§Xªf·�§;¢y§X���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J�� =µ�µ� =¢L J¤aªSªS§\�1£Y�\�B¶W¶W§;¬��Í�J¬�£y¤a�n¢y¤aÁB�B¬�¢y§\¬�Ã � §X£f��¹. =��¶W�B¤a��ª2�\�B��ªQ£S¢y¬��XÏ£y¤8¼ � µn�J¬�¢�¹X£y¬�·�¤a§X¢^·�§Xª�µ�©�¹\���B¶W¸\��§\ª�ª\À ¹X£y§\��·� J�1£�ªS¬�¢�¬���§ . -"� -�* -Q-(� � * 	CQ 
 0 �J*�. .1*�'W­|·nÀ §\ªSµN =�\§_§X£ �*�B¬"·�§£y§\¶Wµ�ªL³i²DÄs¬�£y¤a�a¤aªS§X¢f�~�=¢yªy»D¬�§��a§Xªf¶W¹i£y©��D·�§Xª@¬�ªS¬�§\�a�a§\ª@¼k�J�N·�¹\§\ª2ªS¬�¢2�~ �ªS¹\µ� =¢L *£y¤~�J�Ê·�§\ª@¹\�L©�§X�~�a§\ª2¹\�L©��J¬�§\�1£ ¾ ¨l§X£¹\�L©�§\�_¢y§���¸X£y§¥��À §iÃ�¤aªQ£y§\���\§Ê·�§¥�X�B¬�µ��~ JÁB§XªW§\�1£S¢y§¥�a§\ªr¹\�L©�§\�a�a§\ª\²e�\�B��·�¬�¤~ªy =�1£ºÄ�·�§Xª . �S+ ' 	CQ 
 0 �J*�. .1*^·�¸\ªW»1¬0À ¤a�aªªS�B�1£
((

©��B¶W�JÁB¸\��§\ª¥§X£¥��À ¹\�i©�§\�a�a§
ka
�a§��a�B��Á ·�§���À  =Ã�§�·�§\ª¥¹X�i©�§\�a�a§\ª

))

²2�JÀ §XªQ£SÏPÄ*Ïo·�¤8¢y§ -(% , ��) '}+ �6+ . -S+ �#*�' ¾ �l¤a§\�»1¬�§^�a§\¬�¢��L©N J¶Wµ�·nÀ  Jµ�µ��a¤a�. =£y¤a�B� ªS�B¤8£�£S¢y¸\ªV�~ =¢yÁJ§B²'�a§\ªV¶º¹i£y©��D·�§XªV·�§�¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B� ªS�B�1£V£y�J¬�£y§\ª�¼H�B�N·�¹\§\ª
ªS¬�¢V�a§\ªV¶WÌ\¶W§Xª;µ�¢y¤~���\¤aµd§\ªr­|·�¹\�\¤a¶º *£y¤~�J��ª��B¬��\�B¬�µ�¬�¢y§\ª\²�µ�¢y¤~ªS§^§\���\�B¶Wµ�£y§^·�§\ªV·�§\ÁJ¢y¹\ªV·�§^�a¤a¡d§X¢S£y¹r¹X�~¤a¶W¤a��¹Xª·� =��ª;·�§Xª;µ� =¢L =¶W¸X£S¢y§\ªb§&3n§\�i£y¤a¼Hª\²n�i©� J��ÁB§\¶W§\�1£yªb·nÀ ¹X�i©�§\�a�a§*³Y§X£;�a§\¬�¢;¶W¤aªS§s§\� �V¬�¦1¢y§�ªS¬�¤8£��a§\ª;¶WÌ\¶W§XªY¹i£L Jµd§\ª
­��\�B��ªQ£S¢y¬��i£y¤~�J��·�§���À �Jµd¹X¢L =£y§X¬�¢;·�§;¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B��²d J�� J�8Â�ªS§s·�¬)�N�=£b·�§;¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�J��·� =��ªf¬��Í§\ªSµ� J�\§
·�§�¶W�D·�¸\�a§XªL³ ¾°�§º�L©��J¤aÃÇ·�¹\�a¤a¡d¹X¢y¹_·�À  J¡� J�N·��B����§X¢s�~ �·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�J�"·�§\ª�·�¹X£L J¤a�aª

((

¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§Xª
))

¢y§\�N· µd�JªSªS¤a¡��a§_¬���§¦D¤~ªS¤a�J�"ÁB�a�B¡� J�a§Í·�¬ÇªQÂ�ªQ£y¸\¶W§B²'�\§\�1£S¢y¹\§ºªS¬�¢��U �·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�J� ·�§\ªsµ�©�¹X���J¶W¸\��§\ª��\�J�a�~§X�X£y¤8¼kªr§X£r·�§\ª��a¤a§\��ª�§\�1£S¢y§
�a§\ª�·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ª¥¹\�L©�§\�a�a§\ªÊµ�¢y¹\ªS§\�1£y§\ªÊ·� J��ªÍ�a§�µ�¢y�B¡��a¸\¶W§ ¾ °�§\ª¥¢y¹\ªS¬��a£L *£yªÊªS�J�1£Ê���J� ªS§\¬��~§X¶W§\�1£Ê»1¬N =�a¤a£L *£y¤8¼kª­����#*�% ,�*�·�§º��À §iÃ�¤aªQ£y§\���\§¥·�§º�X�B¶Wµd�J¢S£y§\¶W§X�1£yªs J¬�£y�JÏ ªS¤a¶W¤a�U =¤8¢y§\ªr·�¹X�X¢y¤8£yª�µN *¢r·�§\ª��a�J¤~ª^·�À ¹\�L©�§\�a�a§*³�¶º J¤aª� J¬�ªSªS¤
#&% -(!J,z+ , -�,z+ D�'V­�¦J J�a§\¬�¢;·�§\ªY§XÃ�µd�Bªy J�1£yªY§X£b§XÃ�µ�¢y§\ªSªS¤a�J��·�§\ªY¼H�B���X£y¤a�B��ªb¬���¤~¦B§X¢yªS§\�a�a§\ªb¤~�1£y§i¢y¦9§\�� J�1£b·� J��ªY�\§\ªb�a�B¤aª
·�À ¹\�L©�§X�a�~§.³ ¾ � �aª�ªS�B�1£^ªS¬�¢S£y�J¬�£ ��� �&% '#, *�'sµ�¬�¤aªy»1¬0À ¤a�aª^ªS�J�1£^¤U·�§\�1£y¤~»1¬�§\ªsµd�B¬�¢s£y�B¬�ª��a§\ª^¶W�D·�¸\�a§\ª^·�À ¬���§º¶WÌ\¶W§�\�~ JªSªS§^·nÀ ¬���¤~¦B§X¢yªy J�a¤8£y¹/�d¤a�aªb��§VªS�B�1£;·��B����µN =ªb¤a�D¦J J�a¤~·�¹XªbµN *¢;�~ Wµd�JªSªS¤a¡��a§s¶º¹X�\�B���N =¤~ªSªy =���\§s·�¬ÊªQÂ�ªQ£y¸\¶W§� =¬�Ã
µd§X£y¤8£y§\ª@¹\�L©�§\�a�a§\ª ¾ �F�_�\§;ªS§\��ª\²D�~§Xª2¶W¹X£y©��D·�§\ª@·�§b¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�J�Íµd§X¢y¶W§X£S£y§\�1£l·�§�·�¹\µ� JªSªS§X¢2�~§Xª2�a¤~¶W¤8£L *£y¤~�J��ª§XÃ�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L J�a§\ª;§X£V�U 

((

ªS¬�¡D´Q§\�i£y¤~¦D¤8£y¹
))

·�§\ª;£y©�¹X�J¢y¤a§\ªVµ�©1Â�ªS¤~»1¬�§\ª ¾  �\§�£y¤a£S¢y§J²�§\�a�~§Xª�¶º =¢L»1¬�§\�1£;¬���£y�J¬�¢y�� J�1£·�§��~ ^µ�©1Â�ªS¤~»D¬�§b£y©�¹\�=¢y¤~»D¬�§ ¾

Y 
���\�� ^Wr$a4efh�k�^ x0 ^,]jxTe}o ^,g�]_^,d;i�ef^ {x0 + ε} h!� ε k�l,m,`2s xve}o ^,g�]2^,dwi�ef^vk�^,]Tg�h!d;i�`j^[]�sfg � g�sfd3^[g/x:b�^,x2s x2]���k�h!g�m;g�h!g]2x_a4g�k$a4`jk��R��ef^T]_^,n�e>l,efl,d3^[g/xE]jxPa4g�k�a4`2k k�n)r$a4efh�k�^ x0 ^,]2x x0
\
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f̃ : X × Y → X × Y f̃

(
x

y
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f [n](x, y) = f
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]

�e�a�a§�·�¹\µd§\��· ·�§���À ¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J�
g
·�¬ ¡�¢y¬�¤8£.Îl�~ Ç���=£L =£y¤a�B� �\�B¶Wµ��~¸i£y§�ªS§X¢L J¤8£

f [g;n] ¾ ¨l§X£S£y§�¼H�J¢y¶�¬��a§�¶W�B�1£S¢y§»1¬�§s�BÀ §\ªQ£V�|À�
�,"�/. % ,z+ �(!
g
	"%��&��%k+ ,F»1¬�¤,¦J ºÌX£S¢y§�§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§W·� J��ª���À  J�� J�8Â�ªS§W JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤~»D¬�§_­

n → ∞ ³b·�§��~ ·�Â��N =¶W¤~»D¬�§s§i£����B���~§^¡�¢y¬�¤a£V»D¬�¤±§\ªQ£V¬���§�¦J =¢y¤~ J¡��a§W·�§^��À §\ªSµN =�\§º·�§^µ�©� JªS§ ¾ 7 ��¤~�1£y¹i¢yÌX£s·�§^�\§�¼k�J¢y¶º =�a¤~ªS¶W§§\ªQ£b»1¬�§ .RQ +�!!S5%J*�! 0 * 	"% �&� %�+ , ! Q 
!*�'�, �E-(' . +��|+ , 
#* � % !F*:D5-�+ �5.1* � *���,*% � �#-�,z+ �(! - 	 	S+ ,z+�,�* ¾

 AEO�� A��9AE=4��)QA�' A���@�D��E=?A('

• ®'�B¬�¢W�a§\ªr¡�¢y¬�¤8£yª #&%J-"'a+*)���
��}+ ��	S+ #&%J*�'y² Y §XªQ£W�~§Í�\§i¢y�\�a§ S1 ∼ [0, 1[
¶�¬���¤2·�§¥ªy �¶W§XªS¬�¢y§Í·�§Ê°�§\¡d§\ªSÁJ¬�§

dν(y) = dy
²0§X£s�~ Ê�a�J¤@·nÀ ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�

g
§\ªQ£s¬���§^¢y�J£L =£y¤a�J� ¤a�N·�§XÃ�¹\§rµN *¢sªS�B� ���B¶�¡�¢y§r·�§r¢y�=£L =£y¤a�B�

ω ∈ S1
Î

g(y) = y + ω
­�¶W��·�¬��a� É ³��

• ®,�B¬�¢f�a§\ª2¡�¢y¬�¤8£yª@���B�_�\�J¢S¢y¹X�~¹Xªf§\�º£y§\¶Wµ�ª\²D·�¹X�X¢y¤8£yª2µN *¢2¬���§bªS¬�¤a£y§�·�§;¦J =¢y¤~ J¡��a§\ªf J�a¹. =£y�J¤8¢y§\ªn+�! 	 
 � *�!�	Q-"!J, *�'L²
Y §\ªQ£Í¬�� µ�¢y�D·�¬�¤a£¥¤a��¿���¤�·nÀ §XªSµN J�X§\ªÍ¶º§XªS¬�¢L =¡��a§\ª (Y0, ν0)

²@¤~·�§\�1£y¤~»1¬�§\ª_µN *¢ÍªQ£L =£y¤a�B���N =¢y¤8£y¹ ·�¬ ¡�¢y¬�¤a£.²@§X£
��À ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J�

g
§\ªQ£Y�a§s·�¹\�. =�U =ÁB§s·�À ¤a�N·�¤a�\§W­��B¬�' �k+ D�,U³iÎ

Y = Y⊗Z
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ν = ν⊗Z
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g = σ
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((

µd�B¤a�1£Y�X¢y¤8£y¤~»1¬�§
))

­��J�� =µ�µd§\�a�a§s J¤a��ªS¤'�a§�µd�J¤~�1£
�BÐÍ�~ r·�¹X¢y¤a¦9¹X§�·�§

f
ª\À  J���D¬��a§B²�¤a�\¤

x = 0
³iÎ��a§�¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£L J�1£2£PÂ�µ�¤~»1¬�§�·�§ Fε

§XªQ£
fµ,ε(x) = 1 − µ|x|1+ε ¾

� �s'�AED �/LQ@�;>G	K�' K�O�=E% DF;>N	O�A(' G�O+A�� �(%EDF; =?AEK�@�L�)/A('
°eÀ ¤a� ��¬�§\���\§W·�À ¬���¡�¢y¬�¤8£�ªS¬�¢s�a§WªS�L©�¹\¶º Í·�§W¡�¤a¼H¬�¢y�. *£y¤a�B�"·�§W�X§WªS�\¹\�N *¢y¤a� ­k¿NÁB¬�¢y§ É ÈB³V§XªQ£^·�§r¢y§X�N·�¢y§r¤a���J¡�ÏªS§X¢y¦J J¡��a§\ª��a§\ª;�XÂ��\�a§\ª�·�§�Á=¢L J��·�§sµn¹i¢y¤a��·�§BÎ�·�§�¼� �(\�B��¤a¶º JÁB¹X§B²n�J��¢y§\µ�¢y�D·�¬�¤8£;�|À §&3n§i£�·�¬�¡�¢y¬�¤a£;§X��£S¢L �(. =�1£��a§ªS�L©�¹\¶º Í .¦9§\�W¬���£S¢L J¤8£^·nÀ ¹\µN =¤~ªSªS§X¬�¢

a(η)
·nÀ  =¬�£L =�D£�µ��a¬�ª��~ =¢yÁJ§¥»1¬�§W��À  J¶Wµ��a¤a£y¬�·�§

η
·�¬ ¡�¢y¬�¤8£s§\ªQ£sÁJ¢L J��·�§ ¾°0§\ª@µd�B¤a�1£yªf·�¤aªQ£L J�1£yªf·�§;¶W�B¤a��ª@·�§

a(η)
��§;ªS�J�D£2µ��a¬�ª@ªS¹\µN *¢y¹\ªf§i£+�"! !�* 	�+�'#,z+�! -(%J* � . % ' #&%EQ % ! !��(� �&�#*�: !U+

N(η)
	�* �^+ D�% � 0 -�,z+ �(!�'y²1·�À  J¬�£L J�1£eµ��a¬�ªFµd§X£y¤8£5»D¬�§

η
§XªQ£5ÁJ¢L =�N· ¾ °' �»1¬�§\ªQ£y¤a�J�r§\ªQ£5·�§f·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§i¢.²J§\��¼k�B���X£y¤a�B�·�§��U W�\�~ JªSªS§r·nÀ ¬���¤a¦B§X¢yªy J�a¤8£y¹ Fε

·� J��ªb�U J»1¬�§\�a�a§��B��§\�D¦D¤~ªy =ÁB§��a§�ªS�X¹\�N *¢y¤a�¥§X£;§\�Ê¼k�J���X£y¤a�B��·�¬Ê£oÂ�µn§s·�§s¡�¢y¬�¤8£
µd§X¢S£y¬�¢y¡� J�1£^�a§\ªr�a�J¤~ªW·�À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�
·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§Xªr Jµ�µN =¢S£y§X�N J�1£rÄ Fε

²F·�§Í»1¬�§\�l¼� =�X£y§\¬�¢
γε > 1

·��B¤8£WÌi£S¢y§¢y¹.·�¬�¤8£y§V��À  J¶Wµ��a¤a£y¬�·�§
η
·�¬Í¡�¢y¬�¤8£fµn�J¬�¢f�B¡�ªS§X¢y¦9§X¢Y¬���§�¡�¤8¼k¬�¢y�\ =£y¤a�B�ÊªS¬�µ�µ��a¹\¶W§\�1£L =¤a¢y§JÎ

N(γεη) = N(η) − 1 ¾
' ��£S¢y�J¬�¦9§ !/% � 
��}+ #&%J*�� *�! ,1¬���§F¦J J�a§\¬�¢5% !U+ ,�*���'�*�. .1*

γε=1 ≈ 6.62
·� =��ª0�~ f�\�~ JªSªS§ Fε=1

·�§\ª' Jµ�µ��a¤a�. =£y¤a�J��ª
¬���¤a¶º�D·� J�a§\ª^§i£rµd�B¬�¢^¬��"¡�¢y¬�¤8£^¡��~ J���B²F�BÀ §XªQ£SÏPÄ*ÏP·�¤8¢y§Í¬��"¡�¢y¬�¤8£rÁB J¬�ªSªS¤~§X�
ªSµN =£y¤~ =�~§X¶W§\�1£r¬���¤8¼k�J¢y¶W§_§X£rªy =��ª�\�J¢S¢y¹X�U *£y¤a�B��ªe£y§X¶Wµd�J¢y§\�a�a§\ª ¾ ¨l§X£S£y§2¬���¤a¦9§i¢yªy J�a¤a£y¹2¤a���X¤8£y§YÄ; J¡d�J¢L·�§X¢e��À ¹i£y¬N·�§f J�� J�8ÂD£y¤U»1¬�§2§X�r¬�£y¤a�a¤~ªy =�1£l·�§\ªF�B¬�£y¤a�~ª·�§;¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�J� ¾
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� KFL )#I�'�A �5L�D DFAEK�G	DF=4L )Q;D'5LQ@�;>G	K
°0§\ª2µ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§\ª@¢y§\�L©�§X¢y�L©�§\ªY =�N J�8ÂD£y¤~»1¬�§\ª2§&3n§\�X£y¬�¹\§\ªfªS¬�¢Y�X§X£S£y§�»1¬�§\ªQ£y¤a�B�Íµ�¢y�1�X¹.·� =¤~§X�1£YµN =¢fµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B�Í·�¬
ªS�\¹\�� =¢y¤a�W·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¤aªQ£y§B²��a§�µd§X£y¤8£fµN *¢L J¶W¸X£S¢y§;¹X£L =�D£2��À  =¶Wµ��a¤8£y¬N·�§;¢y§X�U *£y¤a¦9§

η ¿ 1
·�¬_¡�¢y¬�¤a£��D�U s¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =Ï

£y¤a�B�_·�§Y�~ ��a�B¤n·nÀ ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J�_¹i£L J¤8£2 J�a�J¢yª@�\�J¶Wµ��a¹X£y¹\§Yµ� =¢@¬���§2¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�_�~¤a��¹. =¢y¤aªS¹\§�·�§Y�~ �µd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a�J�ªQ£y�1�i©� JªQ£y¤~»1¬�§� .´Q�B¬�£y¹\§Vµd�B¬�¢f¶W�D·�¹X�~¤aªS§X¢f�~§�¡�¢y¬�¤8£  ¨5¢y¬�£y�i©�¿N§\�~· *�,%-/.10 É5� XBÈ3&< * �L©�¢L J¤a¶º J� *�,4-/.10 É�� X É & ¾NÅ �B¬�ªµ�¢y¹XªS§\�1£y�B��ª2¤a�\¤�¬���§� =�N J�8Â�ªS§�µ��a¬�ª2ÁJ¹\��¹i¢L J�a§/�N B·� Jµ�£y¹\§VÄs£y�B¬�ª2�~§Xª2£PÂ�µd§\ª2·�§;¡�¢y¬�¤8£.²�ªy J��ª@¢y§\ªQ£S¢y¤a�X£y¤a�B�ÍªS¬�¢f�a§\¬�¢ J¶Wµ��~¤8£y¬�·�§º��¤@ªS¬�¢^�~§X¬�¢W J¬�£y�D�X�J¢S¢y¹\�~ =£y¤a�B� £y§\¶Wµd�J¢y§X�~�a§B²±§\�a�a§Í¦J �µd§i¢y¶W§X£S£S¢y§¥·�§Í·�¤aªS�\¬�£y§X¢r��À ¬���¤a¦9§X¢yªy J�a¤8£y¹Ê·�§\ª
�\�B���\�a¬�ªS¤a�J��ªsµN =¢V¢L Jµ�µd�=¢S£� J¬ ¡�¢y¬�¤8£��\�B��ªS¤U·�¹X¢y¹ ¾ �e�a�a§ºª\À  Jµ�µ�¬�¤a§ºªS¬�¢s�~ Í¶W�D·�¹\�a¤aªy =£y¤a�B� ¼H�J¢y¶W§\�a�a§\¶W§\�1£s·�¹X£y§X¢SÏ¶W¤a��¤aªQ£y§^µ�¢y¹\ªS§X�1£y¹\§r�\¤8Ïo·�§\ªSªS¬�ª\²0�\§W»1¬�¤,¢y§\�N·�µ�¢y§\ªy»1¬�§^¤a¶W¶W¹.·�¤U *£y§��U _£S¢L J��ªSµd�BªS¤8£y¤a�B� ·�§r�~ _¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�
¬�£y¤a�a¤aªS¹\§;·� =��ª5�a§Y�. Jªlªy =��ªl¡�¢y¬�¤8£ ¾ °eÀ ¤~·�¹X§;·�§Y¡N =ªS§Y§\ªQ£2·�§f¢y§Xµn�=¢S£y§X¢l�U V�a¤a¶W¤a£y§Y JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§ n→ ∞ µ�¢y¤aªS§Y§\�ªS¬�¤a¦J J�1£b¬���§�£S¢L *´Q§X�X£y�B¤8¢y§^·�¬ÊªQÂ�ªQ£y¸\¶W§�·�Â��� J¶W¤~»1¬�§�¹i£y§\�N·�¬Ç­|·� =��ª X × Y ³fªS¬�¢b�|À ¤8£y¹X¢L *£y¤~�J��·�À ¬��Ê�Bµd¹X¢L =£y§X¬�¢·�§Y¢y§\���=¢y¶º J�a¤~ªy *£y¤a�B�Ê·� =��ª@��À §\ªSµN =�\§�·�§Xª2�a�J¤~ªf·�À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�_¿�¡�¢y¹\§\ª

f̃ ¾ °0§Xª2¦J =¢y¤~ J¡��a§\ª x ∈ X ­k¢y§\µ�¢y¹XªS§\�1£L J�1£2�~ �\�B��¿NÁJ¬�¢L =£y¤a�J��·�§ S ³f§X£ y ∈ Y ­|·�¹X�X¢y¤a¦B =�1£;�~ W¢y¹. =�~¤aªy *£y¤~�B��¤a��ªQ£L J�1£L J��¹\§^·�¬�¡�¢y¬�¤8£i³2ªS�B�1£�¤a�\¤'£S¢L J¤8£y¹\§Xª�ªS¬�¢;�a§¶WÌ\¶W§2µ��~ J� ¾ � ��§\ªQ£@µN *¢@�\�J��ªS¹\»D¬�§\�1£l�� =£y¬�¢y§X�d·�§f¢y§\���J¢y¶º =�~¤aªS§X¢2·�§f¼k �(\�J�_ªS¤~¶W¤a�~ J¤8¢y§b�~§Xª@�a�B¤aª2·nÀ ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J� f ·�§
S §X£ g ·�¬Í¡�¢y¬�¤8£.²��\§V»D¬�¤��X�B�N·�¬�¤8£YÄ^�~ r·�¹X¿���¤8£y¤a�B�ÍªS¬�¤~¦J =�1£y§�·�§V��À �Bµd¹i¢L =£y§\¬�¢;·�§;¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B� R Î

R
(
f

g

)
=

(
Rgf

g2

) �JÐ
[Rgf ](x, y) =

f [f(λ[g−1(y)]x, y), g(y))]

λ[g(y)]

§X£
λ(y) = f(f(0, g−1(y)), y) = f [2](0, g−1(y)) ¾ 	'�J¬�£Y�\�B¶W¶W§;§\�Ê��À  J¡�ªS§\���X§�·�§V¡�¢y¬�¤a£.² R �X�B�1£S¢L J�i£y§s·�À ¬��¼� =�X£y§\¬�¢@Èb�~ V·�¬�¢y¹\§f =µ�µN *¢y§\�1£y§f·�§2��À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�W§i£

Rg
µ�¢y¹\ªS§i¢y¦9§2�U ;���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�

f(0, y) ≡ 1 ¾ °' �·�¤a�~ =£L *£y¤~�J�ªSµN *£y¤U =�a§b·�¬^ÁJ¢L =µ�©�§f·�§
f [2] »1¬�¤� J�L©�¸\¦B§2�~ b£S¢L J��ªQ¼H�J¢y¶º *£y¤~�J� Rg

�0À §\ªQ£eµN *¢e�\�B�1£S¢y§2µ��a¬�ªF¤aªS�J£S¢y�Jµd§Y·� J��ª X ×X��¤,ªQ£L =£y¤a�B���N =¤a¢y§^µ�¬�¤~ªy»1¬�§��a§�¼k J�X£y§X¬�¢�·�À ¹\�L©�§\�a�~§^§\ªQ£�¹\Á9 =�eÄ
1/λ[g−1(y)]

µn�J¬�¢��a§\ªV J¡�ªS�\¤aªSªS§\ªV§X£�Ä
1/λ[g(y)]µd�B¬�¢@�~§Xª2�=¢L·��J����¹X§\ª@§X£2»1¬0À ¤a�d¦J *¢y¤~§;·� =��ªl�a§b£y§\¶Wµ�ªl .¦9§\�b��À ¹X£L =£

y
·�¬º¡�¢y¬�¤8£ ¾ °' V¼k�=¢y¶^¬��~§;·�§b�\�J¶Wµn�JªS¤8£y¤~�J�¥·�§

Rg
·�¹X�\�B¬��~§�·�§V�X§\�a�~§�·�§ R Î

Rn

(
f

g

)
=

(
R

[n]
g f

g2n

)
=⇒ R[n]

g = R
g2n−1 ◦ ...... ◦Rg2 ◦Rg = R

g2n−1 ◦R[n−1]
g

°0§��~¤a§\�Í§\�1£S¢y§V�a§\ª2£S¢L *´Q§X�X£y�B¤8¢y§\ª;·�§ S ·� =��ª X §X£f�~§XªY¤8£y¹X¢y¹\§\ªY·�§ Rg
§\ªQ£.Î

[Rn
g f ](x, y) =

1

Λn(y)
f [2n]

(
Λn[g−2n

(y)]x, y
)  .¦9§X�

Λn(y) = f [2n](0, y)

Rg
§\ªQ£^¡�¤a§\�"·�¹X¿N��¤a§¥»1¬�§\�a�~§_»D¬�§ºªS�J¤a£^�U Ê¼H�J¢y¶W§¥·�§_�~ �·�¹Xµd§\�N·� J���\§_·�§

f
µN *¢�¢L Jµ�µn�=¢S£r J¬ ¡�¢y¬�¤8£

y ¾ * ¤ f§\ªQ£�¤a�N·�¹\µd§\��·� J�1£y§W·�§
y
�J¬ ªS¤

g = 1Y
­| J¬�»1¬�§\�e�. =ª

y
§\ªQ£�¬��Çµ� =¢L J¶W¸i£S¢y§W�\�B��ªQ£L J�1£i³i²

Rg
�\�(6 ���\¤~·�§º .¦9§\���À �Jµd¹X¢L =£y§X¬�¢

R
�\�B��ªQ£S¢y¬�¤8£e§\�^��À  J¡�ªS§X���\§Y·�§2¡�¢y¬�¤8£ ¾JÅ �B¬�ª±�~¤a¶W¤8£L J�1£e J¬^�. =ª X = [−1, 1]

§\�D¦D¤~ªy =ÁB¹2§\�^��À  =¡�ªS§\���\§
·�§�¡�¢y¬�¤8£.²N���J¬�ªb¹X£y¬�·�¤a§X¢y�J��ªb�~§ �N�=£;§\��ÁJ§\�N·D¢y¹sµ� =¢ R ·� J��ªb��À §\ªSµ� J�\§ Gε

¼H�J¢y¶W¹�·�§\ªY¼k�B���X£y¤a�B��ª
f(x, y)

·��B�1£
�~  ·�¹\µd§X�N·� =���X§�§\�

x
 Jµ�µN =¢S£y¤a§X�D£¥Ä �U  �\�~ JªSªS§�·�À ¬���¤a¦9§X¢yªy =�a¤a£y¹ Fε

§X£¥·��B�1£_�~  ·�¹\µd§\��·� J���\§Ê§\�
y
§\ªQ£¥·�§�. =¢S¢y¹

dν
Ï ¤a�1£y¹\ÁJ¢L =¡��a§CU ��� ¾ °eÀ §\ªSµ� J�\§ Gε

µd§X¬�£�ÌX£S¢y§^¶^¬���¤,·�À ¬���§�ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§^©�¤a�a¡n§i¢S£y¤~§X����§B²�µ�¢y�J�a�B��ÁJ§. J�1£��X§\�a�a§
·�§
L2(Y, dν) ¾ °0§fµn�J¤a�1£5¿�Ã�§ ϕε

·�§
R
²9¤a��·�¹\µd§\��·� =�1£l·�¬W¡�¢y¬�¤8£.²9§XªQ£@·��B���fµd�B¤a�1£5¿�Ã�§Y·�§ , �"% 'M.>*�'4����
�� -�, *�% ��'

Rg
²�»1¬�§\�a�~§�»D¬�§sªS�B¤8£V��À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B��·�¬�¡�¢y¬�¤a£

g ¾9' ��µd�BªS§ φε(x, y) ≡ ϕε(x)
µd�J¬�¢;�B¡�£y§X��¤8¢�¬���µd�B¤a�1£;¿�Ã�§s·�§

R ·� =��ª Gε ¾

Y 
���\�� n�^,e�t�n�^)]2h!s x y ∈ Y � c�l!� h!g
a4n�`_a f(x, y) = F (|x|1+ε, y) h!��e~a 
�h!g�m,x2sfh!g z 7→ F (z, y) ^[]jx3a4g�a4e ��x2sft�n�^k$a4g�]En�g)�/h!sf]_sfg�a �!^um,h!d3b�ef^Rc�^ Bε = B(0, rε) k�^ [0, 1] ��b�`j^,g�k k�^,]��!a4ef^,n�`2]:`jl,^[efef^,]:]2n�` [0, 1] ���/l,`js � ^ F (0, y) ≡ 1 ^Rx
∂1F (z, y) < 0 ]_n�` [0, 1] ^Rxv^,]jxTx2^,efef^;t�n�^we~a�k�l,`2s �/l,^ ��mPr���a4`jx��[sf^,g�g�^ Sf(x, y) ]_h!s x�g�l��/a6x_s �/^w]_n�` X − {0} � � h!efef^Rx^Rx � m���d�a4g�g Y[�!��YR�0\ � a4g�] Gε ��m,^,]Tm[h!g�k�s x_sfh!g�]v]2h!g�xTsfg�mPr$a4g �!l,^,] �3e~a3]2^[n�ef^;k�s �pl,`j^,g�m,^�b�`jq,]Tt�n>o sfe 
}a4n�xTd�a4sfg�x2^,g$a4g/xn�x2sfefsf]_^,`�e~a;`j^[e~a6x2sfh!g|k>o s x_l,`2a6x_sfh!g � i�`jl[^ \
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�s��� ���¥�0�N� �'�\���k�k�0�D�N�H�*���D� 6'���B�n� �F�N�.�H�.�H�n� ���F���B�X�=���H�
°eÀ  J�� J�8Â�ªS§��~¤a��¹. J¤8¢y§�·�§;�~ s¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B� R  J¬�£y�J¬�¢f·�¬_µd�J¤~�1£@¿�Ã�§ φε ∈ Gε

¢y§\µd�BªS§�ªS¬�¢2�U  	 
 0 �(� � �('a+ ,z+ �(!
' � * 0 ,*� -�.1*;·�¬ 
;¤a�a¡d§X¢S£ Gε

 B·� Jµ�£y¹\§sÄW��À �Bµd¹i¢L =£y§\¬�¢��a¤a��¹. =¤8¢y§CU � �
Ug
»1¬�§

g
¤~��·�¬�¤a£YªS¬�¢ Gε

ªS¬�¤a¦J J�1£Y�U ^¢y§\�~ =£y¤a�B�
[Ugf ](x, y) = f [x, g(y)]

 �5�BªS¤~·�  É�� 9 É & ¾��°eÀ �Jµn¹i¢L =£y§\¬�¢ Ug
�0À  =ÁB¤8£F»D¬�§eªS¬�¢,�U Y·�¹Xµd§\�N·� J���X§e§\�

y
·�§\ª0¼k�J���X£y¤a�B��ª

§X£±¤a�D¦9¹X¢y¤8¿�§
Ugn ◦Ugk = Ugn+k = (Ug)n+k �=��À ¤a�D¦B *¢y¤~ J���X§f·�§l�~ Y¶W§\ªS¬�¢y§ ν µN =¢,¢L =µ�µd�J¢S£FÄ g §i£±��À ¤a�D¦9§i¢yªS¤~¡�¤a�~¤8£y¹·�§

g
 JªSªS¬�¢y§\�1£5»1¬�§

Ug
§\ªQ£e¬���¤8£L J¤8¢y§2·� =��ª Gε ¾Q' ��µd§\¬�£F J�a�J¢yªe¶W�J�1£S¢y§X¢F»D¬�À ¤~�D§XÃ�¤aªQ£y§2¬���§CU � � � *�' % �#* ' � * 0 ,*� -�.>*

µg
ªS¬�¢Y�a§V�\§X¢y�\�a§

S1
²�§X£Y¬���§;¼� =¶W¤a�~�a§�·�À §\ªSµ� J�\§\ªb·�§ 
b¤a�~¡d§i¢S£

(Gε,g,ω)ω∈S1

²�£y§\�a�a§\ªb»1¬�§BÎ
Gε =

∫ ⊕

S1

Gε,g,ω dµg(ω)
§i£

(Ug)|Gε,g,ω = eiω IdGε,g,ω

°0§@ªS§X��ªF·�§l�\§X£S£y§@¹\�i¢y¤a£y¬�¢y§@§\ªQ£e»D¬�§5£y�B¬�£y§l¼k�J���i£y¤~�J�
f ∈ Gε

µd�BªSªS¸\·�§@¬���§l¼k J¶W¤a�a�~§
[f̂g,ω]ω∈S1

·�§ 0 �(� � �('�-(!J, *�'
' � * 0 ,*� -�.1*�'L²d�JÐ f̂g,ω ∈ Gε,g,ω

§X£Y�JÐ0Î

∀f ∈ Gε, ‖f‖2
Gε

=

∫

S1

‖f̂g,ω‖2
Gε,g,ω

dµg(ω)

∀f (1), f (2) ∈ Gε, 〈f (1)|f (2)〉Gε =

∫

S1

〈f̂ (1)
g,ω|f̂ (2)

g,ω〉Gε,g,ω dµg(ω)

°0§\ª��\�B¶Wµd�Bªy =�1£y§\ª0ªSµd§\�i£S¢L J�a§\ª,·�§
f
ªS�J�1£'¬���¤~»D¬�§\ª�¬���§,¼k�B¤aª0¿�Ã�¹\§Xª0�~ 2¶W§\ªS¬�¢y§

µg
§X£0�a§\ª'���J¢y¶W§\ª

(‖ ‖Gε,g,ω )ω∈S1 ¾¨l§X£S£y§Y·�¹\�\�J¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B�W��§f·��B¤8£5µN =ª5ÌX£S¢y§f�\�J��¼k�J�N·�¬�§Y .¦9§f��À  J�N =�8Â�ªS§b·�§Y¯��B¬�¢y¤a§X¢.Î1�a§\ª5�\�J¶Wµd�Bªy J�1£y§Xª5ªSµd§\�i£S¢L J�a§\ª
·�§

f
��§rªS�J�D£�µ� Jª�·�§\ªVªS�. =�~ J¤8¢y§\ª�¶º =¤~ª�·�§\ªV¹\�a¹\¶W§\�1£yªV Jµ�µN =¢S£y§X�N =�D£�ÄÍ·�§\ªV§\ªSµ� J�\§Xª�·�§ 
b¤a�~¡d§X¢S£ 	�+ � 
�� *�!J,*' ¾°eÀ ¹\�i¢y¤a£y¬�¢y§ ∫

S1
f̂ε,g,ωdµg(ω)

��À  �·��B��� - �/��+ �(�}+D J¬��\¬���ªS§\��ª5�BªS§\¬��a§2§\ªQ£e¡�¤a§X�r·�¹X¿���¤a§@��À ¹\�X¢y¤8£y¬�¢y§f¤a�1£y¹\ÁJ¢L =�a§Y·�§Xª
���=¢y¶W§\ª ‖f‖2

G

§X£�·�§\ªbµ�¢y�D·�¬�¤8£yªb©�§i¢y¶W¤a£y¤a§\��ª 〈f1|f2〉G ¾ ��§�µ��a¬�ª\²d�~ _·�¹\�\�J¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B��·�¹Xµd§\�N·Í§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£·�§V��À �Bµd¹X¢L *£y§\¬�¢
Ug
²N·��J�1£Y§\�a�~§V¢y¹. =�~¤aªS§sµN *¢b�\�B��ªQ£S¢y¬��i£y¤~�J��¬���§�¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£L =£y¤a�J��·�¤~ JÁJ�B�N =�a§BÎd�~§Xªb�\�J¶Wµd�Bªy J�1£y§Xª

·�§^�~ ¥¼H�B���X£y¤a�B�
Ugnf = Un

g f
ªS�B�1£

[einω f̂g,ω]ω∈S1 ¾0Å �=£y�B��ª�»1¬�§^��À ¤~�D¦J *¢y¤U =���X§_·�¬�µd�J¤~�1£�¿�Ã�§ φε
µ� =¢

Ug
²

·�¬�§� =¬_¼� J¤8£Y»1¬�§
φε(x, y)

��§�·�¹\µd§\��·ºµ� Jªf·�§
y
²D§\�1£S¢L 21U��§�»1¬�§b�~ ��\�J¶Wµn�Jªy J�1£y§;ªSµd§\�i£S¢L J�a§

φ̂εg,ω

§\ªQ£2��¬��a�a§�ªS¤
ω 6= 0 ¾

� ���EGM'5L9KF@ H�A :FI�L �EG	O�K�G�� H9A©)�� G ��% D LQ@�AEO�D H�A DFA K�G�DF=?L )Q;/'5LQ@�; G	K R°eÀ �Bµd¹i¢L =£y§\¬�¢b�a¤a��¹. *¢y¤aªS¹sª\À §XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§ Lε,g ≡ DRg(ϕε) = UgAε +Bε + U−1
g Cε

�BÐ�Î
(Aεv)(x) = λ−1

ε [v(ϕε(λεx)) − v(1)ϕε(x)]

(Bεv)(x) = λ−1
ε [ϕ′

ε(ϕε(λεx))v(λεx)]

(Cεv)(x) = λ−1
ε [xϕ′

ε(x)v(1)]

°0§V�. =¢L J�i£y¸X¢y§�·�¤~ JÁJ�B�� J�±·�§
Ug
·� J��ªY�~ º·�¹\�\�J¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B��ªSµd§X�X£S¢L J�a§sªS§V£S¢L J��ªS¶W§X£bÄ Lε,g

Î��~ r�\�B¶Wµd�Jªy J�1£y§�·�§
Lε,g

 =ÁB¤aªSªy J�1£5·� J��ª Gε,g,ω
§XªQ£e·�§l�~ f¼k�=¢y¶W§

Lε,ωIdGε,g,ω

²*�BÐ
Lε,ω = eiωAε+Bε+e

−iωCε
§XªQ£F¬��s�Jµd¹X¢L =£y§\¬�¢

�a¤~��¹. J¤8¢y§^¤~��·�¹\µd§X�N·� =�1£�·�§���À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B�
g
·�¬�¡�¢y¬�¤8£�§i£� =ÁB¤aªSªy J�1£�¬���¤~»1¬�§\¶W§X�1£bªS¬�¢V�~ ¥·�¹\µd§\��·� =���\§s§\�

x
·�§Xª

¼k�J���X£y¤a�B��ª5�N¤a��ª\À ¤8£y¸X¢y§VªS¬�¤a¦J J�1£
L

[n]
ε,ω = Lε,2n−1ω ◦ ..... ◦ Lε,2ω ◦ Lε,ω ¾ °0 �¢y§\���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J� g → g2 ·�§��~ ^�~�J¤·�À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B��·�¬�¡�¢y¬�¤8£.²d¢y§\¶Wµ��~ �(. =�1£

Ug
µN *¢

U2
g

§X£VªS�J�  =�X£y¤a�B�
eiωIdGε,g,ω

ªS¬�¢��~ _�\�B¶Wµd�Jªy J�1£y§�ªSµd§\�X£S¢L =�~§
f̂g,ω

µ� =¢
e2iωIdGε,g,ω

²,£S¢L J��ªSµ� =¢L �1U£º =�a�J¢yªW·� J��ª^�~ �£S¢L =��ªQ¼H�J¢y¶º =£y¤a�B�
ω 7→ 2ω

­�¶W�D·�¬��a� É ³sªS¬�¢r�a§¥�\§i¢y�\�a§
S1 ¾ ®,�B¬�¢��\§X¢S£L J¤a��§\ª�¦J J�a§\¬�¢yª^·�§ ε ²,µ� =¢�§iÃ�§X¶Wµ��a§ ε ¿ 1

�B¬
ε = O(1)

²±·�§\ª� =¢yÁJ¬�¶W§\�1£yª�¶º =£y©�¹\¶º *£y¤U»1¬�§\ª
Y 
 ��\�� h!`j]_t�n>o sfe h!b�q,`j^3k�a4g�] L∞ �-m,^,xvh!b�l[`2a6x_^,n�` Ug ^,]2xua4b�b�^,eflwe}o h/b�l,`2a6x_^,n�`uk�^ z h�h!b�d�a4g \ ��h!g&a4k �jh/sfg/x[�ph!b-l,`2a4g�xa4efh!`2]Ek$a4g�] L1 ��^,]2xEe}o h!b�l,`_a6x2^,n�`:k�^ �$`2h!i�^,g�sfn�] 
 � ^[`j`2h!g�a!]2]_h�m,sfl � g � ��a4m��!^ � Y[�!�!Z6�0\Y 
/��\

µg ^,]2x�k�l � g�sf^ � n�g�^)l,t�n�s �!a4ef^,g�m,^|b�`2q,]�m[a4` a.µg � k�l � g�sf^)b$a4` d(a.µg)(ω) = a(ω)dµg(ω) � m,h!g���sf^,g�x3]_s�e~a

�h!g�m,x2sfh!g a(ω) �[k�l � g�sf^C]2n�` S1 �[^,]2x�]2x2`2sfmRx2^[d3^,g/x b�h!]_s x2s �/^C^Rx8]_s/h!gud3h�k�s � ^ k�n 
�a4mRx_^,n�` [a(ω)]−1/2 e~a�g�h!`jd3^ ‖ ‖Gε,g,ω �h!g|b�a!`jef^vb�efn�x��!xEk�^
��� �
 � ��:k�^vd3^,]2n�`2^,]�]_b�^,m,x2`2a4ef^[][� \
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�^����� ���s�s� 
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� ��� �

µd§X¢y¶W§X£S£y§\�1£V·�§W·�¹.·�¬�¤8¢y§W»D¬�§r�~ ¥¼k J¶W¤a�a�~§
(Lε,ω)ω∈S1

µd�BªSªS¸\·�§W¬�� �L©N =¶Wµ��X�B�1£y¤a�D¬Ç·�§W·�¤8¢y§\�X£y¤a�B��ªsµ�¢y�Bµ�¢y§Xª
(eε,ω; aε,ω)ω∈S1

�JÐ
eε,ω ∈ Gε,g,ω

¦9¹i¢y¤a¿�§
Lε,ω eε,ω = aε,ω eε,2ω

­| .¦9§\�
aε,ω > 0

³��d�B��¶W�B�1£S¢y§���À §XÃ�¤aªQ£y§\���\§
·�§;�~ ^�a¤a¶W¤8£y§�ªS¬�¤a¦B =�1£y§r­�¶W�.Â1§X����§bÁB¹X�B¶W¹X£S¢y¤~»1¬�§�·�§\ª@£L J¬�Ã¥·nÀ  J¶Wµ��a¤8¿N�\ =£y¤a�B�¥�~�1�\ J¬�Ã_§\�¥ªS¬�¤a¦J J�1£

((

��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�µN *¢f¢y§\���J¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�
))

·�À ¬��¥�\�J¶Wµn�Jªy J�1£y§�ªSµd§\�X£S¢L =�~§.³iÎ

log ρε,ω = lim
n→∞

1

n
log

[ ∏

0≤j<n

aε,2jω

]
(ω ∈ S1

¿�Ã�¹
)

°0§b¢y¹\§X�
log ρε,ω

ª\À ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¸i£y§��\�J¶W¶W§b¬��_§XÃ�µn�Jªy J�1£f·�§�°nÂD =µn�J¬����*¦º·�¬ �N�J£2§\��ÁB§\��·�¢y¹;µ� =¢2�~ s¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =Ï£y¤a�B��	Q-"!/' .RQ *�' �E- 0 * Gε,g,ω ¾F' �¥µd§\¬�£f§\��ªS¬�¤8£y§V¶W�B�1£S¢y§i¢f��À §iÃ�¤aªQ£y§\���\§B²N�~ r·�¤ 3n¹X¢y§X�1£y¤U =¡�¤a�a¤8£y¹�§X£Y�~ r�\�J�D¦9§XÃ�¤8£y¹V·�§�~ ^�~¤a¶W¤8£y§BÎ
Θε(β) = lim

n→∞

1

n
log

∫

S1

exp

[
β log

∏

0≤j<n

ρε,2jω

]
dµg(ω)

* ¤Y�~ Ç¶W§XªS¬�¢y§ÊªSµd§\�i£S¢L J�a§ µg
§\ªQ£_¤~�D¦J *¢y¤U =�1£y§�§X£_§X¢yÁJ��·�¤~»D¬�§�µN *¢º¢L Jµ�µd�=¢S£¥Ä �U �£S¢L J��ªQ¼k�J¢y¶º *£y¤a�B�

ω 7→ 2ω­�¶W�D·�¬��~� É ³YªS¬�¢ S1
²d��À  Jµ�µ��a¤a�. =£y¤a�B��·�¬Ê£y©�¹X�J¢y¸\¶W§s·�§+�l¤8¢#"�©��(3Ç·��J����§s��À §XÃ�µd�Bªy J�1£V·�§�°�Â1 Jµd�B¬����*¦_£PÂ�µ�¤U»1¬�§

-/. � �#-/.�·�§V��À �Bµd¹X¢L *£y§\¬�¢;·�§;¢y§\���=¢y¶º J�a¤~ªy *£y¤a�B� R ·� J��ª Gε
��µd�J¬�¢

µg
Ï µ�¢y§\ªy»1¬�§b£y�B¬�£

ω ∈ S1
Î

lim
n→∞

1

n
log

∏

0≤j<n

ρε,2jω =

∫

S1

log ρε,ωdµg(ω) ≡ log γε(µg)

°' ��a¤a¶W¤a£y§;·�¹\µd§\��·W¤a¶Wµ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£@·�§
µg
Ä�£S¢L .¦B§X¢yª@��À §\��ªS§\¶^¡��a§B²�·�§

µg
Ï ¶W§\ªS¬�¢y§Yµ��~§X¤a��§B²�·�§Xª@¦J J�a§\¬�¢yª

ω
µd�J¬�¢

�a§\ªy»1¬�§\�a�a§\ª�§\�a�a§_¦J J¬�£
log γε(µg)

�,�~ �·�¹\µd§X�N·� =���\§rµN =¢�¢L Jµ�µd�=¢S£^Ä
µg
 Jµ�µN *¢L 21~£^µ� =¢��\�J�1£S¢y§º§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£·� =��ªf��À §XÃ�µ�¢y§XªSªS¤~�J��¤a�1£y¹\ÁJ¢L =�a§s·�§

γε(µg) ¾°FÀ  J�N =�8Â�ªS§r�a¤a��¹. =¤a¢y§W·�¬ �N�=£�§X��ÁB§X�N·�¢y¹^µ� =¢V�U º¢y§\���=¢y¶º J�a¤~ªy *£y¤a�B� R ª\À  J�L©�¸X¦9§rµN *¢��~ Í·�¹X£y§X¢y¶W¤a�N *£y¤a�B��·�§��À §XªSµN J�X§l�a¤a��¹\ J¤8¢y§lªQ£L =¡��a§ Eε,g ⊂ Gε
£y§X�1»1¬�§Fµd�J¬�¢

µg
Ï µ�¢y§\ªy»1¬�§,£y�B¬�£

ω ∈ S1
²\�~§e�\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§\�1£0 =ªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§

·�§Y�~ s�\�J¶Wµd�Bªy J�1£y§YªSµd§\�X£S¢L =�~§
f̂g,ω

ªS�B¬�ª@��À  J�X£y¤a�J�Ê·�§
Lε,ω

§\ªQ£2·�¹X�X¢y¤8£@µN =¢@��À §XÃ�µd�Bªy =�1£
log γε(µg)

ªS¤
f −φε 6∈

Eε,g
�J¬¥ J¶W¸\��§

f̂g,ω
§X�
φ̂εg,ω

­��D¬��~�a§bªS¤
ω 6= 0

³eªS¤
f −φε ∈ Eε,g ¾ °eÀ  J�� J�8Â�ªS§����B�º�~¤a��¹. J¤8¢y§V·�§b�|À  =�X£y¤a�B�Ê·�§ R J¬r¦9�B¤aªS¤a�N =ÁB§b·�§

φε
¶W�B�1£S¢y§@§\��¿��W»1¬�§@�~§Xªe¢y¹\ªS¬��8£L =£yªe�~¤a��¹. J¤8¢y§\ª5¢y§XªQ£y§\�1£5¦J J�~ J¡��~§Xª5µd�B¬�¢e�a§?���J£e¢y¹\§X�'­�§\��ÁJ§\�N·D¢y¹µN *¢ R ³5Ä��\�B��·�¤8£y¤a�B�¥·�§f¢y§\¶Wµ��~ J�X§X¢@��À §XªSµN J�X§V =Ër��§ φε + Eε,g

µN *¢2�~ �¦J =¢y¤a¹X£y¹bªQ£L J¡��a§�·�§ R  =¬_µd�B¤a�1£l¿�Ã�§ φε ¾
�s� � ��� � �F�N�\�d�d�.���B�=�H�.�k�0�0���+3e�*���*�'�H�X���.�r�����B�d� �9���0�*�U�n�'�

7 ��§b¼H�B¤aªf�~§;µN =¢L =¶W¸X£S¢y§�·�§b¢y¹\ÁB¬��~ =¢y¤8£y¹ ε > 0
¿�Ã�¹B²D�a§��\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£@ JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§;·�§ Lε,g

·� J��ª@��À §\ªSµN =�\§
Gε
��§Í·�¹\µd§\��·"»1¬�§¥·�§¥�~ �¶W§\ªS¬�¢y§ ªSµd§\�X£S¢L J�a§

µ
²F�\§Í»1¬�¤@µ�¢y�J¬�¦B§¥��À % !(+�,�*���'�-�.K+ , 
 	�* .RQ *���� �('�-(!J,

log γε(µ)�E-(� � -��:� �(��,!-"%:���&� %k+ ,*'�	 Q % ! , 
�� * 	:�(!�!�
i²f·�¹X¿N��¤aª_�\�B¶W¶W§�·�§\ª_¡�¢y¬�¤a£yª_ .Â1 J�1£Í·�§\ª_¶W§\ªS¬�¢y§Xª_ªSµd§\�i£S¢L J�a§\ª¹.»1¬�¤a¦J J�a§\�1£y§XªÍ­�¶WÌ\¶W§WªS¤@�~§X¬�¢r§XªSµN J�X§Ê·�§_µ�©N =ªS§
(Y, ν) �J¬"�~§X¬�¢r¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B� g ·�¤ 3n¸X¢y§\�1£i³ ¾ �� J��ª��a§¥�. =ªW·�¬ªS�\¹\�� =¢y¤a�;·�¬�·��J¬�¡��~§X¶W§\�1£'·�§eµd¹X¢y¤a�D·�§5µd§X¢S£y¬�¢y¡d¹eµ� =¢,¬���¡�¢y¬�¤8£.².�a§e¢y¹\§\�

γε
ª\À ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¸X£y§5�X�B¶W¶W§F�a§5���J¶^¡�¢y§FµN =¢�a§.»1¬�§\��¤a��¼� =¬�£@·�¤a¦D¤aªS§X¢@��À  J¶Wµ��a¤a£y¬�·�§Y·�¬r¡�¢y¬�¤a£5µd�B¬�¢l�B¡�ªS§X¢y¦9§i¢@¬���§f¡�¤a¼H¬�¢y�. *£y¤a�B�_ªS¬�µ�µ��a¹\¶W§\�1£L J¤8¢y§ ¾ ®± =¢@�X�B�1£S¢y§B²

γε(µ)
�0À §\ªQ£bµN =ªb¬���¤a¦9§i¢yªS§\�'µ� =¢Y¢L Jµ�µd�J¢S£; J¬Í£PÂ�µd§�·�§�¡�¢y¬�¤8£.Î�¤~�'§XªQ£;¤~·�§X�1£y¤U»1¬�§Vµn�J¬�¢Y�~§Xªb¡�¢y¬�¤8£yªYÁB J¬�ªSªS¤~§X��ª;§i£�a§\ªl¡�¢y¬�¤8£yª5ÄVªSµd§\�X£S¢y§Y·�§Y°0§\¡d§\ªSÁJ¬�§J²1¶º J¤aªl·�¤ 3n¸i¢y§Yµd�J¬�¢5�~§Xªl¡�¢y¬�¤8£yªl»1¬N =ªS¤8Ïoµd¹i¢y¤~�D·�¤U»1¬�§\ª ¾ ¨l�B¶W¶W§2§\�W��À  J¡�ªS§\���X§·�§�¡�¢y¬�¤a£.²n�~ º¢y¹\ÁJ¬��~ =¢y¤8£y¹W·�§\ª;¼H�B���i£y¤~�J��ª\²0ªSµd¹X�\¤8¿N¹\§^µN *¢V�~§^µ� =¢L J¶W¸i£S¢y§

ε
²n¤~�E�N¬�§^·�§s¼� �(\�J� §\ªSªS§X�1£y¤~§X�~�a§WªS¬�¢V�~ 

�\�~ JªSªS§^·nÀ ¬���¤a¦9§i¢yªy J�a¤8£y¹ ¾ °�§s�\ J�a�\¬��'§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§�·�§ γε(µ)
µn§X¬�£YÌX£S¢y§s¶W§X��¹�Är¡�¤a§\�� J�N =�8Â�£y¤~»1¬�§X¶W§\�1£b·� J��ª;·�§\¬�ÃªS¤8£y¬N =£y¤a�J��ª\Î

� µd�B¬�¢ ε = 1
²=�a§\ª'¼k�B���X£y¤a�B��ªe·�§ Gε

²=·��B�1£,�a§@µd�J¤~�1£'¿�Ã�§
φε
²=ªS�J�1£F J�N =�8Â�£y¤~»1¬�§Xª,µN =¢'¢L Jµ�µd�=¢S£FÄ

x2 �=�J��µ�¢y�1�\¸.·�§ J�a�J¢yª�§\��§�3n§\�X£y¬N =�1£V·�§\ª�·�¹\¦9§X�~�Jµ�µd§\¶W§\�1£yªb =�N =�aÂD£y¤~»1¬�§\ª;·�§�£y�B¬�£y§\ª;�a§\ª;¢y§X�U *£y¤a�B��ªr­�¹.»1¬N *£y¤a�B��·�§�µd�J¤~�1£b¿�Ã�§B²
¹.»1¬N *£y¤~�J�Ê J¬�Ã_¦J J�a§\¬�¢yªfµ�¢y�Bµ�¢y§\ªL³ ¾ °0§V�\ J�a�\¬��0µd§\¬�£Y J�a�J¢yªYÌX£S¢y§V JªSªS¤aªQ£y¹sµ� =¢Y�=¢L·�¤a�N *£y§\¬�¢��
� µd�B¬�¢ ε¿ 1

²��B�¥§&3n§X�X£y¬�§;¬��¥·�¹X¦9§\�a�Bµ�µd§\¶W§\�1£@µd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤8¼±·�§\ª2¹.»1¬� =£y¤a�B��ªfÄs¢y¹\ªS�J¬N·D¢y§�µN *¢2¢L Jµ�µd�J¢S£Y =¬�Ãµd§X£y¤8£yªfµN *¢L J¶W¸X£S¢y§\ª
ε > 0

§X£
λε = ε log ε+ O(ε) < 0 ¾

���(% , * .RQ 
�,*% 	Q* *�� * 0 ,*% 
�* ���"% �!. - ,*� -(!�'a+ ,z+ �(! ,�*&� '!.1* 0 � -:�('.�E-(� 	:�(% �5.1*�� *�! , 	�*+��
��}+ ��	�* '�*!,*� -"!/' � �('5* �
	CQ -(% ,*�#*�' ,*� -(!�'}+ ,z+ �(!/' ���E-(��*���*�� �F.1* .RQ +�!J, *&� �6+ , , *�! 0 *�0



��� � �����	��
����

$&%('�O�)�@/LQ@�' �EG	O�D�)/A(' � DF;>K��F; �5LFO��+@ I�� A�' H9A � D O�;>@
• � *�' % � * ' � * 0 ,*� -�.1* 'a+�! -(%E. +�6��#*B*�!

ω = 0
Î
dµg(ω) = δ(ω)dω ¾ ' � ¢y§X£S¢y�J¬�¦9§_�a§\ª^¢y¹\ªS¬��8£L =£yªr�J¡�£y§\�D¬�ª^§\���À  =¡�ªS§\���\§s·�§V¡�¢y¬�¤8£.Î

γ0(ε) = ρε,ω=0 = δε ¾ ®,�J¬�¢ ε = 1
²
γ0 ≈ 4, 6692

§X£Yµd�J¬�¢
ε¿ 1

²
γ0 ≈ 2 − 1/ log ε

­|Ä
·�§Xª2£y§X¢y¶W§\ªf·�À �=¢L·�¢y§\ªfªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢yª O(ε)

µ�¢y¸\ªL³ ¾
• � � %k+ , ��' � * 0 ,*� * 	Q* � * ��*�' -(%J*�� dµg(ω) = dω ¾ °eÀ ¤a�N·�¤~�X§s�i¢y¤a£y¤~»1¬�§� rµd�J¬�¢Y¦J J�a§\¬�¢ log γL(ε) = Θε(2)/2 ¾ � ��\��6|���\¤~·�§V .¦9§\����À §XÃ�µn�Jªy J�1£

log γG(ε)
�B¡�£y§\�D¬¥µn�J¬�¢f¬��Í¡�¢y¬�¤8£Y·�¹\�X¢y¤8£Yµ� =¢Y¬���§;ªS¬�¤8£y§�·�§�¦J =¢y¤~ J¡��a§\ªb J�a¹. *£y�B¤8¢y§\ªÁ9 =¬�ªSªS¤a§\����§\ªY¤a�N·�¹\µd§\�N·� J�1£y§\ª ¾ ®,�B¬�¢ ε = 1
²
γG(ε) ≈ 6, 619

§X£fµd�B¬�¢
ε¿ 1

²
γG(ε) ≈

√
2 (ε log 1/ε)−1 ¾

• � � %k+ ,.#&% -('a+*) ��
&�}+ ��	S+*# %J* 	�* !��(���&�#* 	�* � ��, -�,z+ �"!
ω0

+���� -�,z+ �(!�!�*�. ¾ °' �·�¹\�X�B¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B� ªSµn§X�X£S¢L J�a§Í·�§ GεªS§Í¢L =¶W¸\��§¥¤a�\¤bÄ�§&3n§X�X£y¬�§i¢º¬���§Í·�¹\�\�J¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B�
§\�
ªS¹i¢y¤a§�·�§Ê¯��J¬�¢y¤a§X¢_·�§ÍªS§\ªW¹\�a¹\¶W§\�1£yªrµ� =¢r¢L Jµ�µd�J¢S£º J¬
¡�¢y¬�¤8£

y ∈ Y ≡ S1
²0ªS¬�¢��U Í¡� JªS§

(e2iπny)n∈Z ¾ °' Í·�¹X£y§i¢y¶º¤a�� =£y¤a�B� ·�§r�|À §XÃ�µd�Bªy =�1£ log γ(ε)
§\ªQ£s�\�J¶Wµ��a§XÃ�§

�. =¢f§X�~�a§;¼� J¤8£f¤~�1£y§i¢y¦9§\��¤a¢2¬���§;¤a��¿N��¤8£y¹�·�§�·�¤8¢y§\�X£y¤a�J��ªfµ�¢y�Bµ�¢y§\ªf·�§���À �Bµd¹i¢L =£y§\¬�¢b·�§b¢y§\���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J�Ê�a¤a��¹\ =¢y¤aªS¹ ¾�V J��ª^�L©N J»D¬�§_ªS§\�X£y§X¬�¢W·�§¥¯��B¬�¢y¤a§X¢Ê­�¤a�N·�§iÃ�¹ºµN =¢
n ∈ Z

³i²±§XÃ��\§Xµ�£y¹_�a§ÍªS§X�X£y§\¬�¢
n = 0

²F�X§X£r§XÃ�µd�Bªy =�D£^§\ªQ£
·��J����¹;µN *¢f��À §XÃ�µd�Bªy J�1£Y·�§�°�Â1 Jµd�B¬����*¦W¶º *Ã�¤~¶º =�

log γ(ε)
·�§;�~ s¼� =¶W¤~�a�a§

(Lε,ω)ω∈S1

²�¶º J¤aª2µd�J¬�¢f·�¹X�X¢y¤8¢y§��a§�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£,ÁB�a�B¡� J��·�¬����J£F§\��ÁB§\��·�¢y¹@µN *¢ Lε,ω
²J¤a�D¼� J¬�£e�\�J�1£S¢��B�a§X¢5�a§XªeÁ=¢L J�N·�§\ªe·�¹X¦�¤~ *£y¤~�J��ªe·�§\ªe»1¬� J�1£y¤8£y¹\ª

ÁB�a�B¡� J�a§\ªF¢y¹\ªS¬��8£L =�1£5·�§l�U bªS�B¶W¶W§l·�§@�\�J¶Wµd�Bªy J�1£y§\ªF·�§@¯��J¬�¢y¤a§X¢ ¾BÅ �B¬�ª±µd�B¬�¦B�B��ª,¶W�B�1£S¢y§X¢F»1¬�§lµd�B¬�¢F¬���¡�¢y¬�¤8£»1¬N JªS¤8Ï µd¹X¢y¤a�D·�¤~»1¬�§^¢y¹XÁB¬��a¤a§X¢.²'�BÀ §\ªQ£SÏoÄ*ÏP·�¤8¢y§WªS¤e�B� ¤a¶Wµd�BªS§W =¬�Ã�¹\�a¹\¶W§\�1£yªV·�§ Gε
·�À ÌX£S¢y§

C∞ µ� =¢V¢L Jµ�µd�J¢S£s J¬¡�¢y¬�¤8£
y ∈ S1

²���À §XÃ�µd�Bªy =�1£�ÁB�a�B¡� J�e§\ªQ£V¡�¤a§\��·��B����¹�µN *¢���À §XÃ�µd�Bªy =�D£�·�§r°nÂD Jµd�J¬����=¦Ê�B¡�ªS§X¢y¦9¹r·� J��ª��L©N =�\¬��
·�§Xª5ªS§\�X£y§\¬�¢yª

n 6= 0 ¾ ®,�J¬�¢ ε = 1
²9��À §iÃ�µd�Jªy J�1£l§\ªQ£l�D¬�¶W¹i¢y¤U»1¬�§\¶r§\�1£Fµ�¢y�D�L©�§b·�§f�\§\�a¬�¤��B¡�ªS§i¢y¦9¹s­�§i£l¤~·�§X�1£y¤U»1¬�§*³·� =��ªf�a§��. =ª;·nÀ ¬��Í¡�¢y¬�¤8£bÄrªSµd§X�X£S¢y§s·�§�°0§\¡d§XªSÁB¬�§J²N¶º J¤aªf�B�Êµd§X¬�£Y¶W�J�1£S¢y§X¢Y»1¬0À ¤a�0§\ªQ£;·�¤ 3n¹X¢y§\�1£ ¾s* ¤ ε ¿ 1

�B�
�B¡�£y¤~§X�1£.Î

γ(ε) ≈ (ε log 1/ε)−1 ¾
� G	=?=?A KF@/L9;>DFA(' A @ K�G�@�A�' �J; �s)Q;>G 
	D L �EC�; N�O9A�'

��§\ª±�B¬�¦1¢L =ÁB§\ªe·�§l¢y¹i¼k¹X¢y§\���\§fªS¬�¢F�|À ¤a� ��¬�§\���\§2·�¬�¡�¢y¬�¤a£F·� J��ªF�a§\ªFªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ªF·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§\ª,§i£e§\�^µ� =¢S£y¤a�\¬��~¤a§i¢5ªS¬�¢�a§\¬�¢yª±�\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§\�1£yª' JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§\ª'ªS�B�1£4 ¯�¢y§\¤~·��a¤a�r§i£�! §\�1£#�\§X�~� É�� X � &|²  $V¤8¼k§X¢ É5� X���&�§X£±µ��a¬�ª'¢y¹\�\§X¶W¶W§\�1£.² �Y¢y���B�~· É���� X3& ¾ ®e�a¬�ª�ªSµd¹\�\¤8¿d»1¬�§\¶W§\�1£.²n�a§rªS�\¹\�� =¢y¤a��·�¬ ·��B¬�¡��a§\¶W§\�1£V·�§^µd¹X¢y¤a�D·�§r§\ªQ£s¹i£y¬N·�¤~¹^µN *¢s§iÃ�§X¶Wµ��a§·� =��ª  ¨5¢y¬�£y�i©�¿N§\�~· *�,�-/.10 É�� X É &|²  ¨5¢y¬�£y�i©�¿N§X�U· *�,�-/.10 É�� XBÈ3&D�B¬  * �L©�¢L J¤a¶º J�!*�,9-/.10 É�� X É & ¾ °eÀ  Jµ�µ�¢y�1�L©�§eÁJ¹\��¹i¢L J�a§µ�¢y¹XªS§\�1£y¹\§W¤a�\¤5¬���¤8¿N§r�\§Xªsµ�¢y§X¶W¤~§i¢yªV£S¢L .¦J J¬�Ã�§X£sµd§X¢y¶W§X£�·�§^¢y§\�L©�§X¢y�L©�§i¢s�~§Xªsµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ªs·�À ¬���¤a¦9§X¢yªy J�a¤8£y¹WµN =¢
¢L Jµ�µd�J¢S£b =¬Ê¡�¢y¬�¤8£ u���x ���a§\ªY·�¹\¶W�J��ªQ£S¢L *£y¤~�J��ª2ªS�B�1£b·�¹i£L J¤a�a�~¹X§\ª;·� J��ª u ��x ¾¨l§i£S£y§W Jµ�µ�¢y�1�L©�§^§XªQ£V¼k�J�N·�¹\§rªS¬�¢V�~ Í·�¹X�\�B¶Wµd�JªS¤a£y¤a�B��ªSµd§X�X£S¢L J�a§W·�À ¬���§\ªSµN =�\§W·�§ 
;¤a�a¡d§X¢S£�¢y§\�~ =£y¤a¦9§\¶W§X�1£
ÄÊ¬��Ç�Jµd¹X¢L =£y§\¬�¢�¬���¤8£L J¤8¢y§�­�¤a�\¤

Ug
³ ¾ ��À  =¬�£S¢y§\ª�¬�£y¤a�a¤~ªy *£y¤a�B��ª^·�§W�\§W�. B·D¢y§º¶º =£y©�¹\¶º =£y¤~»1¬�§^ªS§W£S¢y�B¬�¦9§\�1£�µN =¢§XÃ�§\¶Wµ��a§Ê·� =��ª_·�§Xªº£S¢L .¦J =¬�Ã
·�§ 	0ªS¬N·� �²@·� J��ªº�a§��\�B�1£y§iÃ�£y§�·�§Ê�~  ·�Â��� J¶W¤~»1¬�§¥��§\¬�¢y�B�� J�a§  	0ªS¬N·�  É5�/��� & $� J��§�"9�Ç§X£ 	0ªS¬N·�  ÈJÑJÑBÑ�& ¾ 7 ��§� Jµ�µ�¢y�1�L©�§�ªS¤a¶W¤~�~ =¤a¢y§�µd�B¬�¢S¢L J¤8£¥¹\ÁB J�a§\¶W§\�1£_ª\À  .¦9¹X¢y§X¢_¼H¢y¬��X£y¬�§\¬�ªS§�·� =��ªº�a§�. B·D¢y§W·�§^�~ Í·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§� B·� Jµ�£L *£y¤a¦9§r J�X£y¬�§\�a�a§\¶W§\�1£�·�¹\¦9§\�a�Bµ�µd¹\§^§\��¹\�\�J�~�JÁB¤a§º¶º =¤aª�·�§^µd�J¢S£y¹\§^µd�J£y§X�1£y¤~§X�~�a§¡d§. J¬��\�B¬�µÍµ��a¬�ª2�~ =¢yÁB§º­�µ� =¢Y§iÃ�§X¶Wµ��a§;§\�Í��§\¬�¢y�D·�Â��N =¶W¤U»1¬�§B²�Æ ��¾ �9³ ¾®, =¢_ J¤a�a�a§\¬�¢yª\²l��À  J�� J�8Â�ªS§�µN *¢W¢y§\���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J� ·�§Í��À ¤a�E�N¬�§\���\§Ê·�À ¬���§Íµd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a�B�
ªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤U»1¬�§ÊªS¬�¢¬���§^·�Â��N =¶W¤~»D¬�§s·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¤aªQ£y§^ _µN *¢V§XÃ�§\¶Wµ��~§s¹X£y¹�¶W§\��¹\§�·� =��ª��a§^�. =ª�·�§Xª�¹.»1¬N *£y¤~�J��ªV·�§ Å  .¦�¤a§X¢SÏ * £y�/"9§Xª ¯��=¢yªQ£y§X¢ *�,�-/.10 É�� 9(93&Y�J¬ ·� J��ª^�a§¥�. =ªW·�§_�|À ¹.»1¬� =£y¤a�B� $�®��  �@ *¢L J¡N =ªS¤Y§i£ * £L J���a§XÂ É5�/� P�&s­ (( ·�Â��� J¶W¤a�W¢y§XÏ���=¢y¶º J�a¤ �. =£y¤a�B�ÊÁJ¢y�B¬�µ

))

³ ¾ �l¤a§\��»D¬�§��~ rµ�¢y�J¡��a¹\¶º *£y¤U»1¬�§�ªS�B¤8£b§\�ÍµN =¢S£y¤a§VªS¤a¶W¤~�~ =¤a¢y§º­k£y§\ªQ£b·�§V�~ ^¢y�B¡�¬�ªQ£y§XªSªS§s·�¬¶W�D·�¸\�a§�·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§s¦D¤aªQÏPÄ*Ï ¦�¤aª;·�¬�¡�¢y¬�¤8£i³f�~ _·�¹X¶º =¢y�L©�§�§\ªQ£;£S¢y¸\ª�·�¤ 3n¹X¢y§X�1£y§ ¾ �e��§&3n§i£.²n�J¬�£S¢y§s�~§s¼k J¤8£�»1¬0À ¤a�ª\À  JÁB¤8£�·�À ¹\»D¬� =£y¤a�B��ªb J¬�ÃÍ·�¹i¢y¤~¦B¹\§\ªfµN =¢S£y¤a§\�a�a§\ª�­�§X£Y���J��·�§�£S¢L J��ªQ¼k�J¢y¶º *£y¤a�B��ªY§\�¥£y§\¶Wµ�ªf·�¤~ªS�i¢y§X£i³i²N�a§V¡�¢y¬�¤a£f§\ªQ£·�¹X�X¢y¤8£l�\�J¶W¶W§2¬��rµ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ª5ªQ£y�D�L©� JªQ£y¤~»1¬�§B²9¤a�N§XªQ£@ B·�·�¤8£y¤8¼�§i£l�~ �·�¹\¶º =¢y�L©�§2§\ªQ£lµd§X¢S£y¬�¢y¡N *£y¤~¦B§B²9·� =��ªe��À §\ªSµN =�\§
�\�B�=´Q¬�ÁB¬�¹ ¾ � ��ª\À  .¦9¸X¢y§2¹\Á9 =�~§X¶W§\�1£F£y§\�L©���¤~»1¬�§X¶W§\�1£±¤a�N·�¤aªSµd§\��ªy =¡��a§Y»1¬�§@�a§f¡�¢y¬�¤8£eªS�J¤8£lªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§BÎ9�~ �ªQ£L =£y¤a�J��Ï�N *¢y¤a£y¹; =ªSªS¬�¢y§;��À ¤a�N·�¹Xµd§\�N·� J���X§bªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»1¬�§;·�§\ªl¶W�D·�§Xª@·�§;¯��B¬�¢y¤a§X¢2·�¬º¡�¢y¬�¤8£ ¾ �V J��ªl���=£S¢y§b�. Jª\²D��À ©DÂ�µd�=£y©�¸\ªS§·�§bªQ£L =£y¤a�J���N *¢y¤8£y¹�§\ªQ£@¢y§.»1¬�¤aªS§;µd�B¬�¢f =ªSªS¬�¢y§X¢2�|À §iÃ�¤aªQ£y§\���\§V·nÀ ¬���§b¶W§XªS¬�¢y§b¤a�D¦J =¢y¤~ =�D£y§

ν
­�µN *¢@¢L Jµ�µd�J¢S£fÄs��À ¹\¦B�JÏ

�a¬�£y¤a�B�
g
·�¬�¡�¢y¬�¤8£i³f§i£�§\�a�a§�¤~�1£y§X¢y¦D¤a§\�1£�·� J��ª;�a§\ª;µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª�·�§s��À �Bµd¹X¢L *£y§\¬�¢

Ug ¾ ¨bÀ §XªQ£V�~Äº¬���µd�B¤a�1£;¼k J¤a¡��a§B²¶º J¤aª±¤~��§\ªQ£eµd�BªSªS¤a¡��a§Y·�§@ÁB¹\��¹X¢L J�a¤aªS§X¢l���J£S¢y§2 Jµ�µ�¢y�1�i©�§2§i£5·�À §\�D¦D¤aªy JÁJ§X¢5¬���§@¶W§XªS¬�¢y§@¤a�D¦J =¢y¤~ =�1£y§
((

¤a��ªQ£L =�1£L J��¹X§
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�~ rµ�¢y�Bµ� JÁB =£y¤a�B��·�À ¬��Íµd�J£y§\�1£y¤a§\�'·nÀ  =�X£y¤a�B���a§��a�B��Á_·nÀ ¬��Ê =Ã��B��§ ¾ �V J��ªY¬��Í¶W¤a�a¤~§X¬Ê§XÃ��\¤8£L J¡��~§J²N�~ W·�Â��N =¶W¤U»1¬�§�a�D�\ J�a§Íµd�JªSªS¸.·�§_¬�� µd�B¤a�1£s¿�Ã�§ºªQ£L J¡��a§B²±¶º J¤aª�ªS�J¬�ª���À §�3n§X£r·�À ¬���§ºµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B� ªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢y§_Ä�¬��ÇªS§\¬�¤~��²±�a§
ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§_§�3n§\�X£y¬�§¥¬���§_Á=¢L J�N·�§¥§XÃ��\¬�¢yªS¤a�B� ·� J��ª^��À §\ªSµ� J�\§Ê·�§_µ�©N =ªS§Í .¦J J�1£r·�§º¢y§\¦B§\��¤8¢r J¬"µd�B¤a�1£^¿�Ã�§/�,§\�µN *¢S£y¤~�X¬��a¤a§X¢.²��U ^µ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§�µ�©� JªS§�·�§V�~ �¢y¹\µd�J��ªS§�Ä^��À §XÃ��\¤8£L =£y¤a�B�Ê§\ªQ£Y¬���§V J¶Wµ��~¤8¿��. =£y¤a�B�Ê·�§�ªS�B�Í§&3n§X£ ¾
• �X§\ª�¶W�D·�¸\�a§\ªVªS�B�1£��\�B¬�¢L J¶W¶W§\�1£�¤a�D¦9�D»1¬�¹XªVµd�B¬�¢V¢y§\�N·D¢y§r�\�J¶ºµ�£y§r·�§r�~ |D �(� � -�,z+ �"! 	�* � ��,z+ D�'  	'¬�¢y¤a��Á
É�� PBÈ3&b·� J��ªr·�¤a¦9§X¢yª^�X�B�1£y§XÃD£y§\ª\²±§\�"µN *¢S£y¤~�X¬��a¤a§X¢W�\§\�a¬�¤2·�§_�U �¶W�J¢yµ�©��JÁB§\��¸\ªS§¥�L©�§5�¥�a§\ªr�=¢yÁ9 J��¤aªS¶W§\ªr¦D¤a¦B =�1£yª 2Í¬�¢S¢L \Â ÈJÑJÑ9È�& ²l¦B�B¤8¢y§Ê�X§\�a¬�¤Y·�§Í�a§\¬�¢_·�¹X¦9§\�a�Bµ�µd§\¶W§\�1£rÄ�µ� =¢S£y¤8¢_·nÀ ¬���§¥�\§\�a�a¬��a§Ê¤~��¤8£y¤U =�a§  2Ê \Â��� =¢L· ÈJÑJÑ É & ¾�V J��ª��a§^¶W�D·�¸\�a§�µ�¢y�Jµn�JªS¹^µN *¢.	0¬�¢y¤a��Á�²��~ ¥·�Â��� J¶W¤~»1¬�§��a�1�. J�a§^¢y¹\ªS¬��a£y§^·�§^·�§X¬�ÃÊ¢y¹\ J�X£y¤a�B��ªV�L©�¤a¶W¤~»D¬�§\ªb���J�
�a¤~��¹. J¤8¢y§XªY�\�B¬�µ��a¹\§\ª\²�¤a¶Wµ��a¤~»D¬� J�1£@¬���§;§\ªSµd¸\�\§

A
 J¬�£y�JÏ �. *£L J�8Â�£y¤~»1¬�§^­�§\�a�a§�¼� .¦B�J¢y¤aªS§�ªy �µ�¢y�Bµ�¢y§;µ�¢y�D·�¬��X£y¤a�B�N³l§X£ J�X£y¤a¦J *£S¢y¤~�X§¥­�§\�a�~§�¼� .¦9�=¢y¤aªS§^�~ Wµ�¢y�D·�¬��X£y¤a�B��·�§s��À §\ªSµd¸\�\§

B
³f§i£�·�À ¬���§�§\ªSµd¸\�\§s¤a��©�¤~¡�¤8£S¢y¤~�X§

B
­�§X�~�a§�¢L J�a§\�1£y¤8£��~ 

¼k�=¢y¶º =£y¤a�B�º·�§
A
³ ¾:7 ��§f�\�B��·�¤8£y¤a�B�W¤~¶Wµd�=¢S£L J�1£y§fµd�J¬�¢5��À  =µ�µ� =¢y¤8£y¤a�B�¥·�§f¶º�=£y¤8¼kª5ªSµ� =£y¤~ J¬�Ãr§\ªQ£@»1¬�§2�U �·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�·�§Y��À ¤a��©�¤a¡�¤8£y§\¬�¢
B
ªS�J¤8£2¡d§. J¬��\�B¬�µ_µ��a¬�ª5¢L =µ�¤~·�§;»1¬�§Y�U s·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�¥·�§

A
Î1�B�ºµN *¢y�~§;·�Ào+�!�'#, - �^+ . + , 
 	�* 	S+ � % '}+*�(! ¾°0�=¢yªy»D¬�§

DB/DA
·�¹\µ� JªSªS§¥¬�� �\§X¢S£L =¤a� ªS§\¬�¤a��²F��À ¹i£L =£W·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§_ªSµ� =£y¤~ J�a§\¶W§X�D£^©��B¶W�JÁB¸\��§_§\ªQ£�¢y§\¶Wµ��U =�\¹

µN *¢V¬���§sªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§sªSµN =£y¤~ =�~§^µd¹X¢y¤a�D·�¤~»1¬�§¥­| =�a£y§i¢y�N J���\§r·�§�µ�¤a�XªV·�§s�\�B���\§\�1£S¢L =£y¤a�J� ·�§
A
§X£V·�§��\�B��§\ª��BÐ

B§\ªQ£�¶º *´P�J¢y¤8£L J¤8¢y§*³�·��B�1£s�~ Ê�a�J��ÁB¬�§\¬�¢s�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»D¬�§_§\ªQ£�¿�Ã�¹\§Wµ� =¢s�~§Xª�µ� =¢L J¶W¸i£S¢y§\ªs·�§W�~ �·�Â��N =¶W¤~»D¬�§^§X£
���J�ÍµN *¢Y�~§XªY�\�J�N·�¤a£y¤a�J��ªb =¬�Ã_¡d�J¢L·�ª\²��a§\ªy»1¬�§X�~�a§\ªY��§V�X�B�1£S¢��B�a§\�1£b»1¬�§;�U ^ÁB¹X�B¶W¹X£S¢y¤a§�·�§\ªf¶W�J£y¤8¼kª ¾

: L+K�G�@�;>G	K H9A ��D G	KF@�� H9A D�%EL�� @�; G	K�	#H9; � ��O�'�;>G	K��
' �ÇµN =¢y�a§_·�§ � � 
�!��(� 6�!�* 	�*.�������E-�-Q-�,z+*�(!�ªS¤l�a§_�\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§\�1£�ªSµ� =£y¤a�JÏ|£y§\¶Wµd�J¢y§X�@·�¬ÇªQÂ�ªQ£y¸X¶W§W§\ªQ£^ªQ£L *Ï£y¤a�B���� J¤8¢y§s·� =��ªf¬��¥¢y¹X¼H¹X¢y§\�1£y¤a§\�'ªS§s·�¹\µ��~ �(. J�1£bÄr¬���§V¦D¤8£y§\ªSªS§

~c 0 �(!�'�, -"!J, *Y¡�¤a§\�Ê�L©��B¤aªS¤a§ ¾ °FÀ ¹X£L =£;·�¬ÊªQÂ�ªQ£y¸\¶W§ª\À §XÃ�µ�¢y¤a¶W§V J¤a��ªS¤|Î
u(~r, t) = U(~r − ~ct) = U(~z)

�JÐ
~z = ~r − ~ct

­ É�� Ñ9³



��� � �	���M�¡�6� �&� �h� �S�!�z��� ����� � ���}���Q� ��� �

' �W¦9�B¤8£@ J�a�=¢yª@¬���§YªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§Y·�§Yµ�¢y�J¿�� U(~z)
ªS§Yµ�¢y�JµN JÁJ§X¢ '�-(!�' '�* 	 
}D �(� � *��eÄ��~ V¦�¤8£y§\ªSªS§

~c ¾E' �Wµ� =¢y�a§bµ��~¬�ªªSµd¹\�\¤8¿d»1¬�§\¶W§\�1£Y·�§WD����"!J,'�a�J¢yªy»1¬�§
U
¢y§\�a¤a§�µ� =¢;¬���§�£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B���X�B�1£y¤a�D¬�§s·�§\¬�Ã¥¹X£L =£yª;·nÀ ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§

u0
§X£
u1·�¤ 3n¹X¢y§X�D£yªr­��\§\ªV¹X£L =£yªVªy =£y¤aªQ¼k�J�1£

F (u0) = 0
§X£
F (u1) = 0

³ ¾ °0§rµ�©�¹\���B¶W¸\��§��B¡�ªS§i¢y¦9¹r§\ªQ£s·� =��ªV�X§r�. Jª��~ µ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B�Ç·�¬�¡� JªS�\¬��a§\¶W§\�1£V·�§^��À ¹X£L =£
u0
¦9§X¢yª���À ¹X£L =£

u1
²0 =¬�£S¢y§\¶W§\�1£�·�¤8£V¬���§��X¢y�B¤aªSªy =���\§º·�¬�·��B¶º J¤a��§

ªSµN *£y¤U =�'�JÐÍ�|À �B�Ê�J¡�ªS§X¢y¦B§V��À ¹X£L =£;·nÀ ¹.»1¬�¤a�a¤~¡�¢y§
u1
 J¬�ÃÍ·�¹\µd§\��ªY·�§V�X§\�a¬�¤0�JÐÊ��À �B�Ê�J¡�ªS§X¢y¦B§V��À ¹i£L =£

u0 ¾
� �@ª\À  .¦9¸X¢y§Í»1¬�§_�a§XªrªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª^·�§_¢y¹\ J�X£y¤a�B��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�J� ­ É �:9J³^ J·�¶W§X£S£y§\�1£^·�§\ª^ªS�J�a¬�£y¤a�B��ªW·�§º£PÂ�µd§W¼H¢y�B�1£��

 .¦J J�1£2·�À §\�1£S¢y§i¢f·� J��ªl�~ f´Q¬�ªQ£y¤8¿N�. *£y¤~�J�¥¶º =£y©�¹X¶º =£y¤~»1¬�§Y·�§b�\§X£S£y§; =Ër¢y¶º *£y¤~�J�0²D���B¬�ª2 =�~�a�B��ªf·��J����§X¢2»1¬�§\�~»1¬�§\ª§XÃ�§\¶Wµ��a§Xªl£oÂ�µ�¤~»D¬�§\ª\²DªS¬�¢f�a§\ªy»1¬�§\�aªf�J�¥µd§\¬�£2�\�B¶Wµ�¢y§\��·�¢y§b¤a�1£y¬�¤8£y¤a¦9§X¶º§X�1£@�a§�¶W¹X�. J��¤aªS¶º§bÄ���À �J¢y¤aÁB¤a��§�·�¬¥µ�©�¹iÏ
���J¶W¸\��§�·�§�µ�¢y�JµN =Á9 =£y¤a�J� ¾

x ou z=x−ct

A B

vitesse c

précurseurA’(z)

1

a(x,t) = A(z)

e

pente  −1/e

� �U�n�0�*� � ��v$3 -DG~&�/.Kº?NM &�/=?1<Ê&�R*)S<=G~-=Z�+*-=<X[Ç> +"GUZ\+=[iKyE &�/�+D(.KP&J`o[\+.KS+1> A.KLE :�(*<
A + B → 2A> &1G~)S:�(=<Ê> <X)s?1<=(\IÊ<X)XOBg\[\<X)

A
<iK
B
&�/.K�?1<X)s[X&D< �^[*E <=/.KQ)s?1<º?�E A±(*)LE &�/

D
E ?9<J/.KLE :�(=<i)V<iKV)Q&�/.KEa/BE KyE +D> <JCb<J/\Ks)SZ=O=+BGUZ\<X)�� -�E )im=<JG�7�
��+/���� &n&�> Cb& T &1G~&J- *�,
-/.10 7�
+��/��o6"�J+ T GU+D/=?1<=(1G�GU<JOJGHZi)S<J/.KSZX<<X)PK�> + [X&�/=[\<=/.KXGU+*KyE &�/
> &�[X+D> <

a(x, t)
?9< >8M <X)XOBg\[\<

A
h;GU+DO1OJ&1GaKSZ\< B
> +Ç[i&�/=[\<J/.KiGU+*KyE &�/�KP&JKS+1> <

	Sm*&�CY& T gJ/=< <LKÍ[X&�/*)PKS+1/.KS<�
Xp�> + [X&�/=[\<J/.KiGU+*KyE &�/
GU<J> +.KyE -=<�?1<"> M <i)XO9g\[X< B <i)PKÍ+9E8/*)LE b(x, t) =
1 − a(x, t)

)LEYRBE <J/�:�(=<�>8M Z\:�(=+.KLE &�/�?NM Zi-*&�> (.KLE &�/�?1< > +�[X&�/=[X<J/.KXGU+.KLE &�/�?1<
A
)\M Z\[JGkE K

∂ta =
D∂xxa + Ka(1 − a)

6 ��+BGb?1Zitn/BE KyE &�/Ê?NM8(1/=<¥)Q&�> (.KLE &�/�?1<_K|A1O9<
((

joGU&�/.K
))

h2> <�OJG~&Jtn>
A(z)

<i)PK)PKS+.KLE &�/1/=+BEaGU<�?1+D/*)�> <^GUZijkZJGU<J/.KLE <J>dCY&�RBEa> <�B_> +�-BE KQ<X)Q)S<�?1<rOJG~&�O=+ T +.KLE &�/ c h�+*-=<\[ z = x− ct
6 �J+

GHZ T E &�/s+J[LKLE -=<BhD&�q�)S<�OBG~&D?�(BE KY> +WGUZ\+=[iKyE &�/Dh�<i)PK;> +rGUZ T E &�/s?�(�jPG~&�/.K@[\<�:�(=<Y-BE )X(=+1> E )Q<s> <sOJG~&Jtn>1?1<> +;?1ZJGkE -=Z\<
A′(z)

	|[X&�(1G|R9<@KLE8GH<LKSZ\<�
X6���&�/;ZJO=+BE )Q)S<=(1G
e
<X)PK2GU<J> E ZX<uB�> +sO9<J/.KQ<�Cb+\I9EaCb+D> <2?�(YjPG~&�/.KX6
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� ����)Q;�� LQ@�; G	K�'
;>K�@�O�;1@�;���A('�H�A�)/L �ED G �5L 
9LQ@�; G�K H � O�K ��D G	KF@
®F¢y§X���J��ª���À §XÃ�§\¶Wµ��a§W·nÀ ¬���µ�©�¹\���J¶W¸\��§^·�§ 0 �(� �&% '#,z+ �"!�Î'�U _¢y¹. J�X£y¤a�J�Ç§\ªQ£s¤a��¤8£y¤a¹\§W§\� ¬���µd�B¤a�1£

x0
µ� =¢�¬���§

¹\�a¹\¦J =£y¤a�J��·�§V�~ ^£y§\¶Wµd¹X¢L *£y¬�¢y§ ¾ °' �¢y¹. J�i£y¤~�J��§\ªQ£b§XÃ��J£y©�§X¢y¶W¤~»1¬�§B²�ªS¤0¡�¤a§\�Ê»D¬�§V·�§V�~ r�L©N J�a§\¬�¢;·�¤ 3n¬�ªS§� J¬�£y�B¬�¢·�¬Êµd�B¤a�1£�·nÀ ¤~ÁJ��¤8£y¤a�B� ¾ °FÀ ¹X�~¹X¦B *£y¤a�B��·�§V£y§\¶Wµd¹X¢L =£y¬�¢y§�»D¬�¤0ª\À §X��ªS¬�¤8£;¦J W J�a�J¢yªb¢L Jµ�¤U·�§\¶W§\�1£Y¤a��¤8£y¤a§X¢��~ r¢y¹. =�X£y¤a�B�·� =��ª�£y�B¬�£��~§r¦9�B¤aªS¤a�N =ÁB§_·�§
x0
²'·�§rªS�J¢S£y§º»1¬�§^�~ Í�\�J¶^¡�¬�ªQ£y¤a�B��¦J ¥ª\À ¹X£y§\��·�¢y§W·�§rµ�¢y�D�L©�§W§X� µ�¢y�1�L©�§ ¾ ¨bÀ §XªQ£��À ¤a¶º =ÁB§b¼� J¶W¤a�a¤a¸X¢y§V·�¬º¼H§\¬¥ªS§bµ�¢y�Bµ� JÁJ§. J�1£f·� =��ªl¬���§f£S¢L 21U��¹X§V·�§bµd�B¬N·D¢y§ ¾ �� J��ªl�a§\ª@¢y¹\ J�X£y¤a�B��ª2�L©�¤a¶W¤~»D¬�§\ª\²1�~ ¼k�J���X£y¤a�B��·�À ¹X£y¤a���X§\�a�~§º­| JªSªS¬�¢y¹\§��\¤8Ïo·�§XªSªS¬�ªYµ� =¢Y�a§��. *¢L J�X£y¸X¢y§�§XÃ��J£y©�§X¢y¶W¤~»D¬�§�·�§��U ^�\�B¶�¡�¬�ªQ£y¤~�J�d³l§X£Yªy �£S¢L J��ªQÏ

¶W¤aªSªS¤~�J��­k¢y¹. J�a¤aªS¹\§V�X¤aÏo·�§\ªSªS¬�ª@µN =¢2�~ �·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�º£y©�§X¢y¶W¤~»1¬�§*³FªS�J�1£2¢y§XªSµd§\�X£y¤a¦9§\¶W§X�1£2 JªSªS¬�¢y¹X§\ªfµ� =¢2�a§��. *¢L J�X£y¸i¢y§ J¬�£y�D�\ =£L J�8ÂD£y¤~»1¬�§2·nÀ ¬���·�§\ª'¢y¹. =�X£y¤8¼kªF§X£Fµ� =¢±ªy ;·�¤ 3n¬�ªS¤a�J�¥­�¶º�J�a¹\�\¬��U =¤8¢y§*³ ¾ °eÀ §XÃ�§\¶Wµ��a§5£oÂ�µ�¤~»1¬�§B²*·�¹o´SÄY¢y§\���\�B�1£S¢y¹ J¬¥Æ2È ¾ � ¾aÉ §X£5ªS¬�¢5�~§\»D¬�§\�����B¬�ªF¢y§\¦D¤~§X�N·�¢y�J��ªe�a�B��ÁB¬�§\¶W§\�1£e�\¤8ÏP·�§\ªSªS�B¬�ª\²1§\ªQ£5�\§\�a¬�¤N·�§f�~ �¢y¹. J�i£y¤~�J� A+B → 2A�BÐÊ�a§\ªY§\ªSµd¸\�X§\ª
A
§X£
B
ªS�J�1£b¤a��¤8£y¤~ J�a§\¶W§X�1£bªS¹XµN =¢y¹X§\ª;·� =��ªf��À §\ªSµN =�\§ ¾ °�§�¼H¢y�B�1£Y¦�¤aªS¬� J�a¤~ªS§���À  .¦J =���\¹X§sªSµ� =£y¤~ J�a§·�§V�~ r¢y¹\ J�X£y¤a�B� ­k¿NÁJ¬�¢y§�¯ ¾~É ³ ¾ °' ^¢y¹\ÁJ¤a�B���L©�¤~¶W¤~»1¬�§X¶W§\�1£f J�i£y¤~¦B§�§\ªQ£b�a�D�\ J�a¤aªy¹\§^Är��À ¤a�1£y§X¢S¼� =�\§�§\�1£S¢y§V�~ r¢y¹XÁB¤a�B��BÐÊ¤~�0�0À ÂÊ W»1¬�§��~§V¢y¹. =�X£y¤8¼
B
­�¤~���. Jµ� J¡��~§s·�§�¢y¹. =ÁB¤8¢�ªS§X¬��U³f§i£b�~ r¢y¹\ÁJ¤a�B���JÐ�¤a�'�0À ÂÍ rµ��a¬�ªY»D¬�§�·�§\ªYµ�¢y�D·�¬�¤a£yª

A
²��\§�»1¬�§�¦D¤aªS¬N =�a¤~ªS§��~ r·�¹i¢y¤~¦B¹\§�·�¬Íµ�¢y�J¿��0·�¬_¼H¢y�B�1£ ¾°0 fµ�¢y�BµN =Á9 *£y¤~�J�^·�§e�|Ào+�!4S5%�� !F*���,�*�%��l§\ªQ£'¹\Á9 =�~§X¶W§\�1£,¬���µ�©�¹\���B¶W¸\��§e·�§F¢y¹. J�X£y¤a�J��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�J�0²*�\§5»D¬�¤9 f¹X£y¹
¶W¤aªl§X�_¹X¦�¤~·�§\���\§Yµ� =¢@�a§\ªl£S¢L .¦J =¬�Ãr§XÃ�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L J¬�Ãr·�§4
b��·�Á/"D¤a�º§X£ 
b¬�Ã��a§XÂr§i£@µN *¢@�a§;¶W�D·�¸\�a§b»D¬�À ¤~�aªl§\�º�B�1£·�¹\·�¬�¤8£ ¾ °0§;¶W¹\�\ J��¤~ªS¶W§b§X�¥§\ªQ£2�a§�ªS¬�¤a¦J J�1£ ¾ °eÀ §XÃ��\¤8£L *£y¤~�J�Ê·�§;�~ s¶W§\¶^¡�¢L J��§b·�À ¬��_��§\¬�¢y�B��§bµN *¢f¬��_ªQ£y¤~¶�¬��a¬�ª¹\�a§\�X£S¢y¤~»1¬�§¥­�§XÃD£y¹X¢y¤a§\¬�¢.²l+ ! ,	+ ,*� �J²��B¬�µ�¢y�=¦B§\�N =�1£V·�§\ª�¦9�J¤a§\ª�ªS§\��ªS�=¢y¤~§X�~�a§\ª��B¬�·�§\ªV =¬�£S¢y§\ª;��§\¬�¢y�B��§Xª\² + ! ,	+�,"�.³
¶W�D·�¤8¿N§5�~§XªFµd§X¢y¶W¹. J¡�¤a�~¤8£y¹\ª±¤a�B��¤U»1¬�§\ªe·�§@�\§i£S£y§@¶W§\¶^¡�¢L =��§CU � � ¾ ¨l§\�~ ;ªS§l£S¢L B·�¬�¤8£FµN *¢e¬���§l¶W�D·�¤8¿��. =£y¤a�B���a�1�. J�a§§X£@£S¢L J��ªS¤a£y�J¤8¢y§�·�§Xª2�\�J¬�¢L J�1£yª@¤~�J��¤~»1¬�§\ªl£S¢L J��ªS¶W§\¶^¡�¢L J�� J¤8¢y§\ª\²D§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§\¶W§\�1£f·�§\ª@�\�B¬�¢L J�1£yªf·nÀ ¤~�J��ª2ªS�D·�¤a¬�¶
Å   + §i£f·�À ¤a�B��ª@µn�=£L JªSªS¤a¬�¶ $ + ¾J' �_ Jµ�µd§\�a�a§ � ��, *�!J,z+ *�.�	CQ - 0 ,�+ �(!^�\§i£S£y§� =�X£y¤a¦�¤8£y¹;¹\�a§\�i£S¢y¤U»1¬�§�·�§b�\�J¬�¢S£y§;·�¬�¢y¹\§­|·�§@�|À �=¢L·�¢y§Y·�§2�~ ;¶WªL³,µ�¢y§\�N =�1£eµ��U =�\§Y =¬r��¤a¦9§. =¬W·�§2�~ �¶W§\¶�¡�¢L J��§@·�§2��À  *Ã��B��§ ¾ ®± *¢l·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�W·�§\ªF¤~�J��ª5·� J��ª��À  *Ã��B��§J²*�a§e�a�B��ÁY·�§F�~ 2¶º§X¶^¡�¢L J��§B²i�\§X£S£y§e J�X£y¤a¦D¤8£y¹e¦B @ªS§e�\�J¶Wµd�J¢S£y§X¢0�\�J¶W¶W§±¬���ªQ£y¤a¶^¬��~¬�ª�¦D¤aªQÏPÄ*Ïo¦D¤aª0·�§F�~ ?�X�B��§
�\�B�1£y¤aÁJ¬��;·�§Y¶W§\¶^¡�¢L =��§ ¾ °FÀ ¹.»1¬N =£y¤a�J�¥»1¬�¤�µd�J¢S£y§b J¬=´Q�B¬�¢L·�À ©D¬�¤��~§Y���J¶ ·�§4
;�D·�Á/"D¤a�º§X£5
b¬�Ã��a§XÂÍ­�¬��WªQÂ�ªQ£y¸\¶W§·�À ¹.»1¬� =£y¤a�B��ª� =¬�Ã�·�¹i¢y¤~¦B¹\§\ªVµN *¢S£y¤a§\�a�~§XªsµN *¢L J¡d�B�a¤~»1¬�§\ªL³;§X£��a§r¶W�D·�¸X�~§^ªS¤a¶Wµ��a¤8¿N¹^¤a�1£S¢y�D·�¬�¤a£VµN *¢s¯,¤8£#� 
;¬�ÁB©�§X£
Å  =ÁB¬�¶W�� ¯,¤8£#� 
b¬�ÁB© É�� � É &� Å  JÁJ¬�¶W� *�, -/.10 É�� �BÈ3&|²9�B�1£Fµd§X¢y¶W¤aª±·�§@¶W�J�D£S¢y§i¢F ;¶W�J�1£S¢y¹l§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£F»1¬0À ¬��¶W¹\�. =��¤aªS¶W§º·�§W¢y¹. =�X£y¤a�B��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� µd�B¬�¦J =¤a£�¢y§\�N·D¢y§º�X�B¶Wµ�£y§W·�§º�~ Êµ�¢y�Bµ� JÁB =£y¤a�B�"ªy =��ª^·�¹X¼k�=¢y¶º =£y¤a�B�"·nÀ ¬��
µd�J£y§\�1£y¤a§\�N·nÀ  J�X£y¤a�B�  $V§\§\��§X¢l§X£ * ��§XÂ�· É���� X�&  2Í¬�¢S¢L \ÂºÈ=ÑBÑ9È�& ¾ ' �rµd§\��ªy =¤a£l J¬�µN =¢L .¦J J�1£l»1¬�§2�U �µ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B�·�§Xª±¤~�E�N¬�Ã���§X¢y¦9§\¬�Ãs·�§\¦J J¤8£F��¹\�\§\ªSªy =¤8¢y§\¶W§\�1£FÌX£S¢y§@¶W�D·�¹\�a¤~ªS¹X§@µN =¢F¬���§l¹\»D¬� =£y¤a�B�^·nÀ �J�N·�§B²*£S¢L J��ªSµd�Jªy J�1£e J¬��. Jª·�§Xª;��§X¬�¢y�B��§\ªb�~§Xª�¹\»D¬� =£y¤a�B��ª�·�§\ª;�J�N·�§\ª;¹\�a§\�i£S¢y�B¶º JÁJ��¹X£y¤~»1¬�§Xª�·� =��ªb�U W¶º =£y¤a¸X¢y§_­�§\���B¬�¡��a¤~ J�1£��a§��. *¢L J�X£y¸i¢y§
§XÃ��\¤8£L J¡��~§V§i£b J�X£y¤8¼e·�§��U 

((

¶º *£y¤a¸X¢y§V¦D¤a¦J J�1£y§
))

³ ¾°�§^µ�¢y§\¶W¤a§X¢;¼H¢y�J�D£�¼k¬�£�¶W¤aª;§\��¹\¦D¤~·�§X���\§^§X� É�� Ñ/�¥µN =¢�°0¬�£y©�§i¢�·� J��ª�¬���§�¢y¹\ J�X£y¤a�B���i©�¤a¶º¤~»1¬�§_­|·�À �JÐ��a§���J¶�·�§
((

¢y¹. J�X£y¤a�J��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�J�
))

³ ¾ 2Ê J¤aªr�a§_�\�B���\§\µ�£^�0À ¹\¶W§X¢yÁJ§. Ê¢y¹\§\�a�a§\¶W§\�1£r»1¬0À  .¦9§X�_�a§\ª�£S¢L .¦J J¬�ÃÇ§�3n§\�X£y¬�¹\ª¤a�N·�¹\µd§\�N·� J¶W¶r§\�1£�µN *¢�¯,¤~ªS©�§X¢�§i£sµN =¢�$b�B�a¶W�BÁJ�J¢y�*¦�ªS¬�¢s�~ Í¢y¹\ J�X£y¤a�B�  J¬�£y�JÏ �. =£L =�aÂD£y¤~»1¬�§
A + B → 2A

§X£µ�¬�¡��a¤a¹\ªW�~ �¶WÌ\¶W§¥ =����¹X§ É5� �:9 ¾ ®,�B¬�¢W¢y¹\ªS¬�¶W§X¢.²F�~§Í�\�B¬�µ��~ JÁJ§�·�§Í�~  ·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�  .¦9§\�Í¬�� ¶W¹\�. =��¤aªS¶W§ !��"!
. +�!�
 -S+�� *2·�§�¢y¹\ J�X£y¤a�B�Ê¦J �Î
� ·nÀ ¬���§�µN *¢S£Í¶_ =¤a�1£y§\��¤8¢¥�|À  J¶Wµ��a¤a£y¬�·�§�·�¬ µ�¢y�=¿N��·�¬ ¼H¢y�J�D£ ­��a§\ªÍ¹X£L =£yª u0

§i£
u1
ªS�J�1£Êµ�¢y§\ªS�X¢y¤8£yªÍµN =¢Í�~ ·�Â��N =¶W¤~»D¬�§B²��\§sªS�J�D£�·�§\ªb¦J J�a§\¬�¢yª;¤a�1£S¢y¤a��ªS¸.»1¬�§Xªb§X£;���J��·�§\ªb¦J J�a§\¬�¢yª�·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¹X§\ªbµ� =¢;¬���§��\�J�N·�¤8£y¤a�B�� =¬�Ã

¡d�J¢L·�ªf�B¬ÍµN *¢Y��À  =¶Wµ��a¤8£y¬N·�§V·�À ¬���§�µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B�Í¤a��¤8£y¤~ J�a§*³��
� ·nÀ  J¬�£S¢y§bµN *¢S£@¢y¹\ J�a¤aªS§X¢Y¬���§Y£S¢L =��ªS¶W¤aªSªS¤a�B�¥·�À ¬��º§&3n§X£�­��a§;¡� JªS�\¬��~§X¶W§\�1£2·�§ u0

¦9§X¢yª
u1
³5Äs¬���§b¦D¤8£y§\ªSªS§;ªy =��ª

�\�B¶W¶�¬���§e¶W§\ªS¬�¢y§@ .¦B§\�@�X§\�a�a§f·�À ¬���¶W�J¬�¦9§X¶W§\�9£,·�§@·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� ¾ �Y�~�=¢yªF»D¬�À ¬���µ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ªe·�§@·�¤ 3n¬�ªS¤a�B���X�B�N·�¬�¤8£Ä_¬���¹X�~ =¢yÁB¤aªSªS§\¶W§\�1£�·�¬�ªS¬�µ�µd�J¢S£V·�§^�~ _µd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a�B�º´P�B¤a�1£sÄº¬��� "3� =¤a¡��a¤aªSªS§\¶W§\�1£�·�§�ªS�J�  =¶Wµ��a¤8£y¬N·�§J²d¬��¼H¢y�J�1£;·�§;¢y¹. J�X£y¤a�J��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�J�Ê�\�J¢S¢y§\ªSµd�J�N·ÊÄ^¬��Íµ�©�¹\���B¶W¸\��§�·�§Vµ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤~�J��ªy =��ªY·�¹X¼H�J¢y¶º =£y¤a�B� ¾
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u uu

u

uu0 1 θ0

2

1

F(u) F(u) F(u)

RD1 RD2 RD3
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Å �J¬�ª_���B¬�ªº�~¤a¶W¤8£y§X¢y�J��ª¥ J¬ �\ Jª¥¬���¤~·�¤a¶W§\��ªS¤a�B����§\�s­ x ∈ R
³W�B¬  J¬�Ã
ªS¤8£y¬N =£y¤a�J��ªÍ»1¬�¤Yª\À Â
¢L =¶W¸\��§\�1£ºµN *¢

©��J¶W�BÁB¹X��¹\¤8£y¹�§X£fªQÂ�¶º¹i£S¢y¤a§r­|·�¤8¢y§\�X£y¤a�B�Ê·�§�µ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤~�J�
Ox
²�¼H¢y�J�1£Yµ��U =�d³ ¾ °�§\ª2£S¢y�J¤~ªf¶W�D·�¸X�~§Xª2£oÂ�µ�¤~»1¬�§\ª2»1¬�§´Q§Vµ�¢y¹XªS§\�1£y§X¢L J¤�ªS�B�1£Y�a§\ªYªS¬�¤a¦J J�1£yª�­�¦B�B¤8¢f¿NÁJ¬�¢y§V¯ ¾ ÈB³iÎ

∂tu = D∂xxu+Ku(1 − u) RD1

∂tu = D∂xxu−K(u− u0)(u− u1)(u− u2) (0 ≤ u0 ≤ u2 ≤ u1 ≤ 1) RD2

∂tu = D∂xxu+ F (u) F (u) = 0 si 0 ≤ u ≤ θ, F (1) = 0 RD3

�B§s�\¤8£y§X¢L J¤F·nÀ §\¶^¡��a¹\§��~§Xªb¢y¹\ªS¬��8£L *£yªV·�§s��À  J�� J�8Â�ªS§^¶º *£y©�¹\¶º *£y¤U»1¬�§�·�§s�\§Xª;¶W�D·�¸\�a§\ª\²dÄºªy .¦B�B¤8¢��a§\ª;�. *¢L J�X£y¹X¢y¤aªQÏ£y¤~»D¬�§\ªf·�§\ª2ªS�B�a¬�£y¤a�B��ªb·�§;£oÂ�µd§
((

¼U¢y�B�1£
))

»1¬�§;µd�BªSªS¸.·�§\�1£Y�\§Xª2£S¢y�B¤aªY¶W�D·�¸X�~§Xªf§X£f�a§\¬�¢yªY·�¤ 3n¹i¢y§\���\§Xªf§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§\ª
 * ©��3�@ J�8£y§X¢ É5�/� P�&  2Í¬�¢S¢L \ÂÇÈ=ÑBÑBÈ3& ¾ °0 Í·�¹\¶º *¢y�L©�§^§i£��a§\ªs *¢yÁB¬�¶W§X�1£yª�¤~�D¦B��»1¬�¹\ª�µd�B¬�¢�¶W�B�1£S¢y§i¢V��À §XÃ�¤~ªQ£y§X���\§§X£Y�a§\ªfµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ªY·�§��\§\ªfªS�B�a¬�£y¤~�J��ªYªS§X¢y�J�1£b¡�¢y¤a¸\¦9§\¶W§X�1£f J¡d�J¢L·�¹\ªY·� J��ªf�~ ^ªS¬�¤8£y§�·�¬¥µN *¢L JÁ=¢L Jµ�©�§CU � � ¾
• °0§;¶W��·�¸\�a§ � � É �\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·¥µ��a¬�ª@ÁB¹\��¹X¢L J�a§X¶º§X�1£Y =¬Í�\ Jªf�JÐ¥�~§;£y§i¢y¶W§�·�§;¢y¹\ J�X£y¤a�B� F §\ªQ£f§\ªQ£f§XªSªS§\�1£y¤a§\�8Ï�a§\¶W§\�1£@»1¬N J·�¢L *£y¤U»1¬�§B²1 *¦B§\�

F (0) = F (1) = 0
²
F ′(0) > 0 > F ′(1)

�\´Q§bªS�B¬��a¤aÁB��§i¢L J¤�»D¬�À ¤~�N§XªQ£@¤~��·�¤aªSµd§\��ªy J¡��a§·�À  .¦9�J¤a¢
F > 0

ªS¬�¢
]0, 1[

§X£V¬���§�¤~��¹\ÁB J�a¤a£y¹
F ′(0) > 0

ªQ£S¢y¤a�X£y§J²0ªS¤a���J���~§^�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£b¢y§P´P�B¤a�1£s�X§\�a¬�¤e·�¬
¶W�D·�¸\�a§ � � � ¾ ¨l§^¶W��·�¸\�a§^ _¹X£y¹^¤a�1£S¢y�D·�¬�¤8£�§X£V¹X£y¬N·�¤a¹r·nÀ ¬���§�µ� =¢S£VµN *¢�¯,¤aªS©�§X¢V§\��ÁB¹\��¹X£y¤~»D¬�§r·�§\ª�µd�Bµ�¬��~ =Ï£y¤a�B��ªeµd�B¬�¢l·�¹\�X¢y¤8¢y§f�~ Vµ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤a�B�_·nÀ ¬��rÁJ¸\��§

A
¼� .¦9�=¢L J¡��a§  ¯,¤aªS©�§X¢ É�� ��93&|²�·nÀ  J¬�£S¢y§2µN *¢S£5µN *¢ $;�J�a¶W�BÁB�=¢y�*¦n²®,§X£S¢y�*¦Dª "1Â^§X£@®F¤aª "�¬����*¦! $;�J�~¶W�JÁB�J¢y�*¦B*�, -/.10 É�� ��93&|Î�¤a��§\ªQ£l�\�J���D¬WªS�J¬�ª5�a§Y���J¶½·�§.� ��	!6�.1* � � ���J¬ � � � � ¾

� �'µd�BªSªS¸\·�§s¬���§�¤~��¿N��¤a£y¹s·�§sªS�J�~¬�£y¤a�B��ª�·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£b�U Wµ�¢y�JµN =Á9 =£y¤a�J��·�À ¬���§�¹X£L *£ '#, -��5.>*
u1 ≡ 1

·� =��ªb¬���¹X£L *£
+�!/'#, -��5.>*

u0 ≡ 0 ¾ ¨l§\ª5ªS�J�~¬�£y¤a�B��ªl·�¤ 3n¸X¢y§\�1£eµN *¢5�a§\¬�¢yªe¦�¤8£y§\ªSªS§Xªl·�§2µ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤~�J�0²9¦J =¢y¤~ J�1£5·� J��ªe¬�� 0 �(! ,z+�!/% % �
[c ≥ cmin] ¾ °0§^¼H¢y�B�1£s§&3n§\�i£y¤a¦9§\¶W§\�1£V�B¡�ªS§X¢y¦9¹W§XªQ£�§X�ÇÁJ¹\��¹i¢L J�5�\§\�a¬�¤5ªS§º·�¹\µ��~ �(\ J�1£�ÄÍ�~ Ê¦D¤8£y§\ªSªS§W¶W¤a��¤a¶º J�a§
cmin

­ ´P§�¢y§\¦D¤~§X�N·�¢L =¤�µ��a¬�ª2�~�J��ÁJ¬�§\¶W§\�1£2ªS¬�¢Y�\§�µd�B¤a�1£b J¬�Æ;¯ ¾ �B³ ¾
• °�§Y¶W��·�¸\�a§��M��È;�\�J¢S¢y§XªSµd�B�N·º J¬W�. Jªl�BÐ F §\ªQ£@§XªSªS§\�1£y¤a§\�a�~§X¶W§\�1£@�\¬�¡�¤~»1¬�§f§X£lµd�BªSªS¸\·�§;·�§\¬�Ã^¹X£L *£yªlªQ£L J¡��~§Xª
u ≡ u0

§X£
u ≡ u1

­k£y§\�aª�»D¬�§
F ′(u0) < 0

§X£
F ′(u1) < 0

³ ¾ ' � �|À  Jµ�µd§\�a�a§_µd�B¬�¢s�\§X£S£y§r¢L J¤aªS�B� �a§ � ��	!6�.1*
�^+�'#, - �5.1* ¾�� �N��§bµd�BªSªS¸\·�§�»1¬0À ¬���§YªS§\¬��a§;ªS�J�~¬�£y¤a�B�Í·�§Y£oÂ�µd§Y¼U¢y�B�1£.²1¢y§\�a¤U =�1£f�a§\ª2·�§\¬�Ãr¹X£L =£yª@ªQ£L J¡��a§\ª u0

§i£
u1 ¾(*  ¦D¤a£y§XªSªS§s·�§�µ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤a�B�Ê§\ªQ£.% !(+�,"��#&%J*�� *�!J, 	 
�, *����|+�!�
�*2§X£YªS�J�ÊªS¤aÁB��§�§\ªQ£Y�X§\�a¬�¤'·�§ ∫ u1

u0
F (u)du ¾

• °0§�¶W��·�¸\�a§ �M� �D²lµ�¢y¹\ªS§X�1£L J�1£¥¬�� ªS§\¬�¤~�
θ
§\��Ïo·�§\ªSªS�B¬�ª¥·�¬N»1¬�§\�Y�~ Ç¢y¹. =�X£y¤a�B� ��§�µd§X¬�£_ªS§�·�¹\�\�a§\���L©�§X¢.²

ªS§Ê¢y§\���\�B�1£S¢y§ÊµN *¢_§iÃ�§X¶Wµ��a§Ê·� =��ªW�a§��\�B�1£y§XÃD£y§�·�§Ê�~  �\�B¶�¡�¬�ªQ£y¤a�B�$­
θ
§\ªQ£¥ =�a�J¢yªº¢y§\�a¤a¹�Ä��~ �£y§\¶Wµd¹X¢L *£y¬�¢y§·�À ¤aÁB��¤a£y¤a�J�d³  �l§X¢y§\ªQ£oÂ���"D¤±ÈJÑBÑJÑ�& ¾ �l¤a§\��»1¬�§�ªy r¼H�J¢y¶W§�§\���X�a�D�L©�§s¢L =µ�µd§\�a�a§s�a§s¶W�D·�¸\�a§ �M� É ²��a§s¶W�D·�¸X�~§ � � �·��J¤a£± J¬��\�B�1£S¢L =¤a¢y§lÌX£S¢y§5¦D¬��\�J¶W¶W§F¬���§e¦J =¢y¤~ J�1£y§l·�¬�¶W��·�¸\�a§ �M��È�­

((

�\�J¬�¢S£SÏ �\¤8¢y�\¬�¤a£
))

·�§5�~ f¢y¹\ÁJ¤~�J���BÐ
F < 0

³ ¾
Y ����\��W\ � ^,`2^,]jx ��m���s}��m,h!n�`j]�k�h/g�g�luk�n�`2a4g/x�ef^T]_^,d3^,]2x2`2^ � &
'(�
)�� + ! �*$ �� 	�� �
' �� � ��� ����� 	� _� �;e}o ��� � ��]_^,b 
0k�^,m Z����!Z�\



����� � �9�	��
����

�e�ºµN *¢S£y¤~�X¬��a¤a§X¢.²�¤a�d��§bµd�BªSªS¸\·�§�»1¬�À ¬���§YªS§X¬��a§;ªS�B�a¬�£y¤a�B�Í·�§f£PÂ�µd§f¼H¢y�J�D£\²D¢y§X�~¤~ =�D£2�a§\ª2·�§\¬�Ãr¹X£L *£yª@ªQ£L J¡��~§Xª
u ≡ 0§X£

u ≡ 1
²�ªS§Vµ�¢y�BµN =ÁB§. =�1£;Ä�¬���§;¦�¤8£y§\ªSªS§

c > 0
¡�¤a§\�Ê·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¹\§ ¾

� O�A()/N	O�A(' �ED�%�)Q; =?; KFL9; DFA�' =4LQ@�C�% =4LQ@�;>N	O�A('
�'¦B =�1£;·�§s·�¤aªS�\¬�£y§X¢;µ��a¬�ªb§\��·�¹i£L J¤a�,�a§\ª�·�¤ 3n¹X¢y§X���\§\ªb§\�1£S¢y§s�a§\ªb£S¢y�J¤aª;¶º�D·�¸\�a§\ªb�\¤8Ïo·�§\ªSªS¬�ª\²d�a§\ª;¶W¹X£y©��D·�§\ªYµd§X¢SÏ
¶W§X£S£L J�1£f·�À ¹X£L =¡��a¤8¢b�\§\ªf¢y¹\ªS¬��8£L =£yªY§X£Y�a§\ªYµ�¢y�J¡��a¹\¶º *£y¤U»1¬�§\ªfµ�©1Â�ªS¤U»1¬�§\ªf»1¬�¤�ª\À Â_¢L =£S£L J�L©�§\�1£.²J´P§�¦J J¤aªYµ�¢y¹\ªS§\�1£y§X¢
»1¬�§\�~»1¬�§Xª0���J£y¤a�B��ª'§X£0¢y¹\ªS¬��a£L *£yª'µ�¢y¹\�a¤a¶W¤a�N J¤8¢y§Xª\²*¤a�N·�¤~ªSµd§X��ªy J¡��a§\ª,Äf��À  J�� J�8Â�ªS§@·�§\ª�¼H¢y�B�1£yª'·�§F¢y¹. =�X£y¤a�B��ÏP·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� ¾

7 �º¹X£L *£ u ≡ u0
²1ªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§;§X£@ªSµ� =£y¤~ J�a§\¶W§\�1£@¬���¤8¼k�=¢y¶W§b§XªQ£2ªS�J�~¬�£y¤a�B�¥ªS¤N§X£@ªS§\¬��a§X¶º§X�1£lªS¤

F (u0) = 0 ¾¨l§X£f¹X£L *£f§\ªQ£f·�¤8£ '�, -��5.1*@ªS¤
F ′(u0) < 0

Î�¤a�nª\À  =ÁB¤8£b·��J��� - �/��+ �"��+d·�À ¬���§;ªQ£L =¡�¤a�a¤8£y¹V¦D¤aªQÏPÄ*Ï ¦�¤aª2·�§;�U  	�
(! -(�6+*#&% *
. � 0 -�.1*X²�µ�¬�¢y§\¶W§\�1£l£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�~§J²� J¬¥ªS§\��ª2�BÐ u0

§\ªQ£b =�a�J¢yªY¬��¥µd�B¤a�1£2¿�Ã�§;ªQ£L J¡��a§�·�§
du/dt = F (u) ¾J' �¥µd§\¬�£�L©�§X¢y�L©�§i¢Y��À ¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J��·�À ¬��¥¶W��·�§�ªSµ� =£y¤~ J�

u0 + αk(t)eikx ²�·�§�¦9§\�i£y§\¬�¢Y·nÀ �J�N·�§�¢y¹X§\� k ¾ � ��¦�¤a§\�1£.Î
dαk/dt = [F ′(u0) −Dk2] αk

­ É���É ³
* ¤ F ′(u0) < 0

²1£y�B¬�ª@�a§\ª@¶W�D·�§\ªlªS�J�D£2�a¤a��¹. J¤8¢y§\¶W§\�1£@ªQ£L J¡��a§\ª\² 0 *�, , *:D&�S+�'4,	+�' ) ��) ,	+�' 	�* . -�	�
"!F-(�|+ #&% * -Q. ����-/.1*i²
ªSµN *£y¤~�=Ï|£y§\¶Wµd�J¢y§\�a�a§B²f§X£¥¢y§\�~ =Ã�§\�1£Ê§iÃ�µd�J��§\�1£y¤a§\�a�a§\¶W§\�1£¥¦�¤8£y§�¦9§i¢yªÊÑ�²2¬���¤8¼H�J¢y¶W¹\¶W§\�1£_µN *¢Í¢L Jµ�µd�J¢S£�Ä

x
Î2�~ ªQ£L J¡�¤~�a¤8£y¹_µ�¬�¢y§X¶W§\�1£V£y§X¶Wµd�J¢y§\�a�a§_·�§

u0
 JªSªS¬�¢y§º�|À  =¡�ªS§\���\§¥·nÀ ¤~��ªQ£L J¡�¤~�a¤8£y¹\ª^ J¡�ªS�B�a¬�§Xª\²§+�0 *�0'·�§Wµd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a�B��ª

�X¢y�B¤aªSªy =�1£�§XÃ�µd�B��§\�1£y¤a§\�a�~§X¶W§\�1£;¦D¤8£y§^ J¬��\�B¬�¢yªV·�¬Ê£y§\¶Wµ�ª;Ä
x
¿�Ã�¹ ¾ °eÀ ¹X£y¬N·�§^·�§���À §XÃ�¤aªQ£y§\���\§r·nÀ ¬���§sªS�J�~¬�£y¤a�B�·�§�£PÂ�µd§

((

¼H¢y�J�1£
))

§X£;·�§�ªy WªQ£L =¡�¤a�a¤8£y¹�¦J ^�N =£y¬�¢y§\�a�a§\¶W§\�1£YªS§�¼k J¤8¢y§�·� J��ªY�~§V¢y¹X¼k¹i¢y§\�1£y¤a§\�,¶W�B¡�¤a�~§�Är�U r¦D¤a£y§XªSªS§
c
²»1¬�¤n§\ªQ£bÄ^�\§VªQ£L J·�§V¬���§6+�! 0 �(!/!�% * � 	 
�, *����|+�!�*�� ¾�' �Íµd�JªS§BÎ

z = x− ct
­ É5� ÈJ³°eÀ ¹.»1¬N *£y¤a�B�Ê�X�B��·�¬�¤aªy =�D£Y J¬Íµ�¢y�=¿N�

U(z)
·�¬_¼H¢y�B�1£b·�§\¦D¤~§X�1£f¬���§�ªS¤~¶Wµ��a§V¹\»D¬� =£y¤a�B�Ê·�¤ 3n¹i¢y§\�1£y¤a§\�a�a§��J¢L·�¤~�� J¤8¢y§BÎ

DU ′′ + c U ′ + F (U) = 0
­ É5� �B³

� ��§iÃ�¤aªQ£y§f¬���§2ªS�J�a¬�£y¤a�B�º·�§@£oÂ�µd§ ((

¼H¢y�J�1£
))

ªS¤��X§X£S£y§f¹.»1¬� =£y¤a�B�W B·�¶W§X£F¬���§@ªS�B�a¬�£y¤a�B�W�\�J�D¦9§\�� J¡��a§J²9§X�Wµ� =¢S£y¤a�\¬��a¤~§i¢
£y§\�a�a§_»1¬�§

U > 0 ¾0Å �=£y�B��ªs»1¬0À §\�a�a§Wµd§\¬�£�ÌX£S¢y§W¦D¬�§J²0§\� ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¹X£L =�1£ z �\�B¶W¶W§^¬���§r¦J =¢y¤~ J¡��~§r£y§\¶Wµd�J¢y§X�~�a§B²�\�B¶W¶W§¥�|À ¹.»1¬� =£y¤a�B� ·nÀ ¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J� ·nÀ ¬��
�BªS�\¤a�a�~ =£y§\¬�¢Í·�§Ê¶º JªSªS§
D
²l·�§Ê�\�1§XËr�\¤a§\�1£Í·�§Ê¼U¢y¤a�X£y¤a�B�

c
²l·� J��ªW¬��µd�J£y§\�1£y¤a§\� W £y§\�;»D¬�§ W ′ = F ¾ ¨l§X£S£y§�¹.»1¬N =£y¤a�J� ·�¤ 3n¹X¢y§X�1£y¤~§X�a�~§��=¢L·�¤a�N =¤a¢y§�·�À �J¢L·D¢y§ È ªS§�¢L J¶W¸X��§�ÄÇ¬��ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§V·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§�·�§�·�¤a¶W§\��ªS¤a�B�ÊÈDÎ

{
U ′ = V
V ′ = −(1/D) [cV + F (U)]

­ É��/� ³
·��J�1£f�B�¥µd§\¬�£@£S¢L J�\§i¢Y�~§�µd�J¢S£S¢L =¤a£Y·�§�µ�©N JªS§V·� J��ªf�a§�µ��~ J�

(U, V ) ¾ °0§Xªfµd�B¤a�1£yª@¿�Ã�§\ªf·�§r­ É5��� ³@ªS�B�1£2£y�B¬�ªf�a§\ªµd�B¤a�1£yª@·�§b�~ �¼H�J¢y¶W§
(u∗, 0)

�BÐ
F (u∗) = 0 ¾ °' �¶º *£S¢y¤~�X§;·�§YªQ£L J¡�¤a�a¤8£y¹V·�§b�\§bªQÂ�ªQ£y¸\¶W§b·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§Y J¬�Ã�¤a�a¤~ J¤8¢y§ � J�a�=¢yª@µd�J¬�¢l¦J =�a§\¬�¢yª5µ�¢y�Bµ�¢y§Xªl�a§Xª5¢L J�\¤a��§\ª@·�§f��À ¹.»1¬N *£y¤~�J�

Dλ2 +λc+F ′(u∗) = 0 ¾�7 �rµn�J¤a�1£5¿�Ã�§ u∗ ªQ£L =¡��a§µd�B¬�¢
du/dt = F (u)

¦J b�\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·�¢y§fÄb¬���µn�J¤a�1£±¿�Ã�§@·�§l£oÂ�µd§lªS§X�~�a§V­
λ+ > 0 > λ− ³'µd�B¬�¢f­ É��/� ³��J¬���µd�B¤a�1£¿�Ã�§

u∗ ¤a��ªQ£L J¡��a§bµd�B¬�¢ du/dt = F (u)
ªS§X¢L s J¬º�\�J�1£S¢L J¤8¢y§bªQ£L J¡��a§bªS¤

c > 0
­�� �V¬N·^ªQ£L J¡��a§;ªS¤

c2 > 4DF ′(u∗)
²¼k�.Â1§i¢;ªQ£L =¡��a§sªS¤

c2 < 4DF ′(u∗)
³ ¾ °eÀ ¤a�1£y¹X¢yÌX£;·�§V�\§X£S£y§s =µ�µ�¢y�D�L©�§�§\ªQ£;»D¬�À �B�Êªy J¤8£;�\ =¢L J�X£y¹i¢y¤aªS§X¢�¬���§VªS�J�~¬�£y¤a�B�·�§º£PÂ�µd§º¼H¢y�J�1£WªS¬�¢W�a§¥µd�J¢S£S¢L J¤8£W·�§¥µ�©N =ªS§BÎF§\�a�a§Í�\�J¢S¢y§XªSµn�J�N· Ä�¬���§¥ªS¹XµN *¢L =£S¢y¤a�\§Ê§X�1£S¢y§Í·�§\¬�ÃÇµd�B¤a�1£yª�¿�Ã�§\ª

(u0, 0)
§X£

(u1, 0)
µ�¬�¤aªy»1¬0À §\�a�a§�ªS§�·�¹\¦9§\�a�Jµ�µd§�ªS¬�¢Y¬���§

((

·�¬�¢y¹\§
))

¤a��¿���¤a§B²�§\�1£S¢y§��~§Xªb·�§X¬�Ã_µd�B¤a�1£yª2¿�Ã�§XªY»1¬0À §\�a�a§�0À  =£S£y§X¤~�1£�»1¬�À  =ªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§\¶r§\�1£.Î
U(s → +∞) = u0

²
U(s → −∞) = u1

²n .¦B§\�
u0 < u1 ¾ °' W�\�J�N·�¤8£y¤a�B�µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§

U ≥ 0
¦J ��X�B�N·�¬�¤8¢y§ÊÄ�¢y§P´Q§i£y§X¢W£y�B¬�ªr�a§\ªW�. JªW�JÐ
�\§X£S£y§ÍªS¹\µ� =¢L =£S¢y¤a�\§ÊµN =ªSªS§�·� J��ªr�~§Ê·�§X¶º¤8Ï µ��~ =�

U < 0 ¾ °0§\ªbµd�J¢S£S¢L =¤a£yª�·�§sµ�©N =ªS§�·�§\ª;·�§\¬�ÃÍ¶W�D·�¸\�a§\ª �M� É §X£ �M��È^§X£;�a§\ª;ªS�J�~¬�£y¤a�B��ª�·�§�£oÂ�µd§ ((

¼H¢y�B�1£
))

»1¬�¤
ª\À §\��·�¹.·�¬�¤~ªS§X�1£YªS�J�1£f¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£y¹\ªfªS¬�¢f�~§Xªf¿NÁJ¬�¢y§\ªY¯ ¾ �^§X£b¯ ¾ ��¾

� KFL )#I�'�A H�O � G�D�@�D L9;>@ H9A � CFL '�A H9A©)�� GM'��F;D)p)/LQ@�AEO�D�%EN	O�;���L )QAEK�@
• ®,�J¬�¢��a§�¶W��·�¸\�a§ � � É ²d�B��  u0 = 0

§i£
u1 = 1 ¾ °�§�µd�B¤a�1£ (1, 0)

§\ªQ£�¬���µd�B¤a�1£;¿�Ã�§�©DÂ�µd§X¢y¡d�J�~¤~»1¬�§º­��B¬
((

µd�B¤a�1£YªS§\�a�a§
))

³2 =�~�=¢yª;»1¬�§r­|Ñ�² Ñ9³2§\ªQ£Y¬��¥¼k�.Â1§i¢b�B¬Ê¬��Í� �V¬N·_ªQ£L J¡��a§ ¾ °' ^�\�J�N·�¤a£y¤a�J��»1¬�§��~ rªS¹\µ� =¢L =£S¢y¤a�\§V¢y§\ªQ£y§·� =��ª@�a§�·�§\¶W¤8Ïoµ��~ J�
U > 0

§iÃ��X�~¬�£@�~§;�\ Jª2�JÐ
(0, 0)

§XªQ£f¬��º¼H�.Â1§X¢.²��X§�»1¬�¤N¡d�J¢y��§b¤a��¼H¹X¢y¤a§\¬�¢y§X¶W§\�1£2�a§\ª@¦D¤a£y§XªSªS§\ª
 B·�¶W¤~ªSªS¤a¡��~§Xª\Î

c ≥ cmin = 2
√
DF ′(0) ¾ ®,�B¬�¢�£y�B¬�£y§�¦J J�a§\¬�¢ c ≥ cmin

²�¤a�±§XÃ�¤aªQ£y§^¬���§ % !U+*#&% *bªS�J�a¬�£y¤a�B��²0·�§£PÂ�µd§;¼U¢y�B�1£.²N·�§�µ��a¬�ªf·�¹\�X¢y�J¤aªSªy J�1£y§º­
U ′(z) < 0

³ ¾
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u

F(u)

0 1 x

u(x,t)

u

1

00 1

v=u’

� �U�n�0�*� � ��� 3 
2/=+D> A*)Q<^O=+BGeOJ&1GaKXGU+9E K2?1<�O1m=+*)S<�?NMa(9/VjPG~&�/.K -$& � �

• ®'�B¬�¢@�a§b¶W�D·�¸X�~§��M��ÈD² (u1, 0)
§X£

(u0, 0)
ªS�J�1£l£y�B¬�ªl�a§\ª2·�§\¬�Ãr·�§\ªlµd�J¤~�1£yª5¿�Ã�§\ªl·�§f£PÂ�µd§fªS§\�a�~§J²� J¬�£S¢y§\¶W§\�1£·�¤8£@·�§\ª5¹X£L *£yª@·nÀ ¹.»1¬�¤a�a¤~¡�¢y§Y¶W¹X£L =ªQ£L J¡��a§\ªl·�§Y��À �BªS�\¤a�a�U =£y§\¬�¢2¹.»1¬�¤a¦J J�a§\�1£b­���À  J�� J�a�BÁB¬�§�·�§Y�~ Vµd�BªS¤8£y¤a�B�º©N J¬�£y§b·nÀ ¬��

µd§\�N·�¬��a§*³ ¾ °FÀ  =�N =�aÂ�ªS§_·�§\ªs·�¤ 3n¹X¢y§X�1£yªsµd�J¢S£S¢L =¤8£yª^·�§Wµ�©� JªS§W�B¡�£y§X�D¬�ª�§\� ¼k J¤aªy J�1£^¦J *¢y¤~§i¢ c ¶º�J�1£S¢y§W»1¬0À ¤a�5�0À Â Ê»1¬0À ¬���§r¦J J�a§\¬�¢sµd�B¬�¢��U J»1¬�§\�a�a§º¤a�5§XÃ�¤aªQ£y§W¬���§rªS¹\µ� =¢L *£S¢y¤~�X§º¢y§\�a¤~ J�1£��a§Xª�·�§\¬�Ã�µd�B¤a�1£yª�¿�Ã�§\ª\²I+ 0 *�0�¬���§WªS§X¬��a§
¦J J�a§\¬�¢f·�¬

((

�\�1§XËr�\¤a§\�1£Y·�§Y¼H¢y¤a�X£y¤a�B�
)) c
·�§b�\§X£S£y§bµ�ªS§\¬�·��JÏo·DÂ��� J¶r¤~»1¬�§fµd�B¬�¢@�U J»1¬�§\�a�a§��~ �£S¢L .´Q§\�X£y�J¤8¢y§�»1¬�¤8£S£L J�1£��À ¬���§f·�§Xªeµd�JªS¤a£y¤a�J��ªl·nÀ ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§f¶W¹i£L JªQ£L J¡��a§\ªe¦J ;§XÃ� =�X£y§\¶W§\�1£Fª\À  =¢S¢yÌi£y§X¢@·� J��ªF��À  J¬�£S¢y§V­��|À  =£S£y§X¤a�N·�¢y§f *¦B§\�2¬���§

¦D¤a£y§XªSªS§
V = U ′ ��¬��a�a§*³ ¾ 7 ��§s¼H�B¤aªV¿�Ã�¹\§\ª��a§\ª��\�B��·�¤8£y¤a�B��ª� J¬�Ã��a¤a¶W¤8£y§\ª U(−∞) = u1

§X£
U(+∞) = u0

²n�a§
ªS¤aÁB��§Y·�§f�~ �¦D¤8£y§\ªSªS§Y·�§2µ�¢y�JµN =Á9 =£y¤a�J�ºªS§Y·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§@§\�r¤a�1£y¹\Á=¢L J�1£5��À ¹.»1¬N =£y¤a�J��­ É5� �B³F§X�D£S¢y§ −∞ §X£ +∞  =µ�¢y¸\ª��À  .¦B�B¤8¢b¶^¬��a£y¤aµ��~¤a¹\§�µ� =¢

U ′ Î

C

∫ +∞

−∞

[U ′(z)]2dz = −
∫ +∞

−∞

F (U)U ′(z)dz =

∫ u1

u0

F (u)du
­ É�� PJ³

* ¤ ∫ u1

u0
F (u)du > 0

². J�a�J¢yª
c > 0

�\�a§eµ�¢y�=¿N�9·�¬�¼U¢y�B�1£'§\ªQ£,·�¹\�X¢y�B¤aªSªy =�1£.².¢y§\�a¤~ J�1£
u1 = U(−∞)

Ä
u0 = U(+∞)

�
�B� �J¡�ªS§X¢y¦B§_ J�a�J¢yª^�~ Êµ�¢y�Bµ� JÁB =£y¤a�B� ·�§W�|À ¹i£L =£

u1
·� =��ªs��À ¹X£L =£

u0
², J¬�£S¢y§X¶W§\�1£�·�¤a£�¬��Ç¡N =ªS�\¬��a§\¶W§X�1£^·�§

u0¦9§X¢yª
u1
µ�¢y�BÁ=¢y§\ªSªy J�1£b·� =��ª2��À §\ªSµN =�\§�¦9§i¢yª2�~§Xª

x
µd�BªS¤8£y¤8¼kª ¾�* ¤� J¬¥�\�B�1£S¢L =¤a¢y§ ∫ u1

u0
F (u)du < 0

²� =�~�=¢yª
c < 0

²��~§
¼H¢y�J�1£Yµ�¢y�BÁ=¢y§\ªSªS§V¦9§X¢yª@�~§Xª

x
��¹\Á9 *£y¤a¼HªY§X£f·�¹\�i¢y¤a£2�~§�¡� JªS�\¬��a§\¶W§\�1£f·�§

u1
¦9§i¢yª

u0
Î��BÀ §\ªQ£f¶º J¤a�1£y§\�N =�1£

u0
��À ¹X£L =£

((

·��J¶W¤a�N J�1£
))

»1¬�¤n§\�D¦J J©�¤8£
u1 ¾

u 0 u 1

u 0

u 2

u 1

u 0 u 2
u 1u 2

F(u)

u x

u(x,t)

u

v=u’

� �U�n�0�*� � ��� 3 
2/=+D> A*)Q<^O=+BGeOJ&1GaKXGU+9E K2?1<�O1m=+*)S<�?NMa(9/VjPG~&�/.K�RBE )PKS+1R1> < 	 +*-=<\[
c > 0
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• �V =��ªV�a§W�. =ª�·�¬�¶W�D·�¸\�a§ �M� ��²0Ñ¥�0À §\ªQ£�µN JªV¬���¶W¤a��¤a¶^¬�¶�¤aªS�J�~¹_·�§ W ­�µ�¬�¤8£yª�Ä¥¼H�B��·�µ��~ =£i³iÎ�£y�J¬�ª��a§\ª
µd�B¤a�1£yª

(u, 0)
 .¦B§\�

0 ≤ u ≤ θ
ªS�B�1£2·�§Xª@¹X£L *£yª2·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§bµd�BªSªS¤a¡��a§\ª ¾�� �N�0À §XÃ�¤aªQ£y§� =�~�=¢yªf»1¬0À ¬���§YªS§\¬��a§;¦J =�~§X¬�¢·�¬¥�\�1§XËW�X¤~§X�D£b·�§;¼H¢y¤a�X£y¤a�B�Í£y§\�a�a§s»1¬�§;�~§V¶W�J¬�¦9§X¶W§\�1£@ª\À  =¢S¢yÌi£y§�§\�

(0, 0)
²�ªy J�L©� J�1£b»1¬0À ¤a�0§XªQ£YµN =¢S£y¤0·�§

(1, 0) ¾
7 ��§_¹X£y¬N·�§_¶º =£y©�¹\¶º =£y¤~»1¬�§_·�§\ª�£S¢y�B¤aªr¶W�D·�¸\�a§\ª^µd§X¢y¶W§X£^·�§_¶W�B�1£S¢y§i¢�¢y¤aÁB�B¬�¢y§\¬�ªS§\¶W§\�1£Ê­ � 
�,�����	�* 	"%+,z+��Q³
��À §iÃ�¤aªQ£y§\���\§;·�§YªS�J�~¬�£y¤a�B��ª@·�§f£oÂ�µd§

((

¼H¢y�B�1£
))

£y§X�~�a§\ª@»1¬�§
U(s→ +∞) = u0

§X£
U(s→ −∞) = u1

�1�a§\¬�¢@µ�¢y�J¿��§\ªQ£b·�¹X�X¢y�B¤aªSªy J�1£b§i£Y�a§�ªS¤aÁJ��§�·�§��~ r¦D¤8£y§\ªSªS§�·�§�µ�¢y�BµN =Á9 =£y¤a�J��§\ªQ£Y¹\ÁB J�'Ä^�\§\�a¬�¤'·�§ ∫ u1

u0
F (u)du

 ¯±¤8¼H§ É�� 9 � & ¾°0 ��\�J���\�a¬�ªS¤~�J�ÍÄV¢y§i£y§\��¤8¢@§\ªQ£2»1¬0À ¤a��ÂW s J¤a��ªS¤d¬���§b·�¤ 3n¹X¢y§\���X§Y¼k�J�N·� =¶W§\�1£L J�a§Y§\�1£S¢y§Y�U �µ�¢y�BµN =Á9 *£y¤~�J�Í·� J��ª
¬���¹i£L =£;¤~��ªQ£L J¡��a§¥­�¶W�D·�¸\�a§ � � É ³2§X£;�~ ºµ�¢y�JµN =Á9 =£y¤a�J��·� J��ªb¬���¹i£L =£;ªQ£L J¡��a§_­�¶W��·�¸\�a§ � ��ÈJ³f�J¬�¤a�N·�¤ 3n¹X¢y§\�1£­�¶W�D·�¸\�a§ �M� �9³ ¾ �V =��ªF�a§\ªF¶W�D·�¸\�a§\ª � ��Èf§X£ �M� ��²=�~ b¢y¹\ªS�B�a¬�£y¤a�J�º·�§�­ É�� �9³±·�¹X£y§i¢y¶W¤~��§l¬���§l¬���¤~»1¬�§l¦D¤8£y§\ªSªS§ c ¾�V J��ª,�a§l�\ Jª±·�¬�¶W��·�¸\�a§ �M� É ².�U Y·�¹X£y§X¢y¶W¤a�� =£y¤a�B�s·�§5�~ Y¦D¤a£y§XªSªS§@·�§5µ�¢S�BµN =Á9 =£y¤a�J�^��§l·�¹\�\�J¬��a§lµ� Jª,ªS¤a¶Wµ��a§\¶W§\�1£·�§5�U f¢y¹\ªS�J�~¬�£y¤a�B�r·�§b­ É5� �9³��J¬��s¶W¹\�. =��¤aªS¶W§5ªS¬�µ�µ��~¹X¶W§\�1£L J¤8¢y§l·�§4' 
�.1* 0 ,z+ �(! 	�
"!F-(�|+ #&%J*'¤~�1£y§i¢y¦�¤a§\�1£.²=»1¬�¤9�B¡��~¤aÁJ§ÄÍ�\�B��ªS¤~·�¹X¢y§X¢���À ¹.»1¬N *£y¤~�J� ªSµ� =£y¤a�JÏ|£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�~§W�\�J¶ºµ��a¸X£y§Wµd�J¬�¢sªS¬�¤a¦D¢y§W��À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B� ·�§W�~ Í�\�B��·�¤8£y¤a�B�Ç¤a��¤8£y¤~ J�a§
u0(x) ≡ u(x, t = 0)

§\�D¦D¤aªy JÁJ¹\§ ¾
� ��� ���5������6����H���'��� 6'�*���.�k�0�0��� � LÊ�V����3e�\���U���J�.�H�n� 6'���H� �0�H�\���.�\� 60���0�=� �'���N���.�H�n�

Å �=£S¢y§l *£S£y§\�1£y¤a�B��¦J Y·�¹\ªS�J¢y¶º =¤aª,µd�=¢S£y§X¢,ªS¬�¢,�a§5µ�¢y§\¶W¤a§X¢0¶W��·�¸\�a§ � � ÉB¾�� �9�\�J¢S¢y§XªSµd�B�N·� J¬�ªS�L©�¹\¶º f·�§F¢y¹. J�X£y¤a�J�0Î
A+B

K0−→ 2A
­ É�� �B³°' Y�\�J��ªS§X¢y¦J =£y¤a�J�r·�§l�~ Y�\�B���\§\�1£S¢L =£y¤a�J��£y�J£L =�~§

ρ
­�ªS¬�µ�µd�BªS¹\§l©��J¶W�BÁB¸\��§*³0µd§i¢y¶º§i£±·�§lªS§5¢L J¶W§\��§X¢±Äb��À ¹.»1¬N *£y¤~�J�

·�À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B� �M� É  .¦9§X� u ¹\Á9 =�~§VÄ��U s�X�B���X§\�1£S¢L =£y¤a�B�º¢y§\�~ =£y¤a¦9§^­�¡d�J¢y��¹\§;µ� =¢ É ³l·�§;��À §\ªSµd¸\�X§ A ¾ °0 s�X�B��ªQ£L =�1£y§
K
·�¬º¶W��·�¸\�a§ �M� É §\ªQ£@¢y§\�a¤a¹\§�Äs�~ ��\�B��ªQ£L J�1£y§;�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§ K0

·�§b�~ �¢y¹. =�X£y¤a�B�¥ªS¬�¤~¦J =�1£
K = K0ρ

­
K
 �µn�J¬�¢

·�¤a¶W§\��ªS¤a�B�Í��À ¤a�D¦9§X¢yªS§�·�À ¬��_£y§\¶Wµ�ªL³ ¾
�
K �FG	KF@�;>K9O�O�= H�A�'�GM)QOF@�; G�K�'

' �r¶W�B�1£S¢y§@¢y¤aÁB�B¬�¢y§\¬�ªS§X¶W§\�1£b­�¶W¹X£y©��D·�§f·�¬^£y¤8¢  ¯,¤8¼k§ É�� 9 � &H³5�J¬Wµ��a¬�ªe¤a�1£y¬�¤8£y¤a¦9§\¶W§X�D£f­�¶W¹X£y©��D·�§f·�¬rµn�=¢S£S¢L J¤8£·�§^µ�©N JªS§r·�¹X£L =¤a�~�a¹\§º =¬�µN =¢L =ÁJ¢L Jµ�©�§rµ�¢y¹\�\¹.·�§\�1£V§X£�¤a�a�a¬�ªQ£S¢y¹\§rªS¬�¢V�U _¿�ÁB¬�¢y§W¯ ¾ �B³V»1¬0À ¤a�F§XÃ�¤aªQ£y§r¬���§^ªS�J�~¬�£y¤a�B�·�§;£PÂ�µd§
((

¼U¢y�B�1£
))

µd�B¬�¢f£y�B¬�£y§V¦J J�a§\¬�¢
c ≥ cmin = 2

√
KD

·�§V�~ ^¦D¤a£y§XªSªS§s·�§Vµ�¢y�BµN =Á9 *£y¤~�J� U � U ¾ ��§Vµ��~¬�ª\²�§X�a�~§¦9¹X¢y¤8¿�§
0 ≤ u(x, t) ≤ 1

§X£Y§\�a�a§s§XªQ£bªQ£S¢y¤a�X£y§\¶W§X�D£Y·�¹X�X¢y�B¤aªSªy J�1£y§CU �RV ¾F' �Í�B¡�£y¤a§\�1£b J¤a��ªS¤0¬���§�¼k J¶W¤a�~�a§ Uc(z)
·�§

µ�¢y�=¿N�aªbµ� =¢L J¶W¹X£S¢y¹X§�µN *¢
c
 .¦9§\�

c ≥ cmin ¾�' �Êµd§\¬�£f¼� =�\¤a�~§X¶W§\�1£�·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§X¢Y��À ¹\µN =¤~ªSªS§X¬�¢ e ·�¬Í¼H¢y�J�1£;ªS¤'�B��L©��B¤aªS¤8£V·�§���À §\ªQ£y¤a¶W§X¢;�\�B¶W¶W§V��À ¤a�D¦9§X¢yªS§�·�§��~ Wµn§X�1£y§s J¬�µd�B¤a�1£�·�À ¤a� ��§XÃ�¤a�B�
e = 1/|U ′(z∗)| �BÐ U ′′(z∗) = 0­�¦9�J¤a¢s¿NÁB¬�¢y§_¯ ¾~É ³ ¾ ' �Ç£S¢y�J¬�¦9§_ =¤a��ªS¤ e(c) = 4c/K

�,§\� µ� =¢S£y¤a�\¬��~¤a§X¢.²
emin = 8

√
D/K

µd�B¬�¢^�a§º¼H¢y�J�1£^ªS§
µ�¢y�JµN JÁJ§. J�1£WÄ��~ �¦D¤8£y§\ªSªS§Í¶W¤a��¤~¶º =�~§

cmin ¾ ' �  �§iÃ�µ��a¤~�X¤a£y§X¶W§\�1£ 6c
∫∞

−∞
[u′(z)]2dz = K

Î±ªS¤f�J�
 �·�§\¬�Ã
µ�¢y�=¿N�aª�£y§\�aª�»D¬�§ |u′

2| < |u′
1|
§\��£y�J¬�£Vµd�B¤a�1£.²0 J�a�J¢yª

c2 > c1
���\§\�~ ¥¶W�B�1£S¢y§^»1¬�§).1*uD ���(! , .>* � . % '4�J*�! ,*%+*�'#,

-(% ' '}+ .1* �F. % ' .1*�!J, ¾
� %()QA � @�; G�K HJI�K�L9=?; N�O�A H�A�)/L$��;>@�A�'h'�ABH9A �ED G �5L 
9LQ@�; G	K

°' f»D¬�§\ªQ£y¤a�B�s»1¬�¤BªS§5µd�JªS§l J�a�J¢yª,§\ªQ£±·�§5·�¹X£y§i¢y¶W¤~��§X¢'�~ J»D¬�§\�a�a§@·�§e�\§\ª'ªS�B�a¬�£y¤a�J��ª
(Uc)c≥cmin

ªS§X¢L f§&3n§\�X£y¤a¦9§X¶W§\�1£�B¡�ªS§X¢y¦9¹\§J²� J¬�£S¢y§X¶W§\�1£�·�¤a£�»D¬�§\�a�a§\ª�¦D¤8£y§\ªSªS§\ª�ªS§X¢y�J�1£VªSµd�J�1£L J��¹X¶W§\�1£;ªS¹\�a§\�i£y¤a�B����¹\§\ªVµ� =¢��~ ¥·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§s .¦9§\�
�\�B¶W¶W§Y»1¬�§\ªQ£y¤a�B�ºªS¬�¡�ªS¤U·�¤~ J¤8¢y§��\§X�a�~§�·�§b��À ¬���¤~�X¤a£y¹ ¾ °0§bµ�¢y�J¡��a¸\¶W§Y§\ªQ£f·�À  =¤~�a�a§\¬�¢yªfµ��a¬�ªlÁB¹\��¹X¢L J��»1¬�§b�X§\�a¬�¤n·�§b�~ ªS¹\�a§\�X£y¤a�J��·�À ¬���§�¦D¤8£y§\ªSªS§�·�§�µ�¢y�BµN =Á9 *£y¤~�J� ­�§i£Y¤a�N·�¤8¢y§\�X£y§\¶W§X�D£f·�¬¥µ�¢y�J¿N�

Uc(z)
 JªSªS�1�\¤a¹*³iÎN¤a��¢y§\�X�B¬�¦1¢y§;£y�B¬�£y§Xª

�a§\ª5ªS¤8£y¬� =£y¤a�B��ª5�BÐr¤a��Â^  ' 
�.1* 0 ,z+ �(! 	 
(! -(�6+ #&%J*±µN *¢y¶W¤�·�¤ 3n¹X¢y§\�1£yªF¶W�J£y¤8¼kªeªSµ� =£y¤a�JÏ|£y§\¶Wµd�=¢y§\�aªF¼k�B¬�¢y��¤aªSªy J�1£e£y�B¬�ª·�§XªlªS�B�a¬�£y¤~�J��ª -(' 
(� � , ��,z+ #&%J*�'eµd�BªSªS¤a¡��a§\ª2·�§\ª5¹.»1¬N =£y¤a�B��ª@·nÀ ¹\¦9�B�a¬�£y¤a�B� ¾ °�§Y£y§i¢y¶W§Y·�§YªS¹\�a§\�i£y¤a�B� ((

·�Â��N =¶W¤U»1¬�§
))

Y ��Y!\�� g `j^,g�m,h!g�x_`2^&b$a4` 
�h!sf]�n�g�^ sfg�^,c�a4mRx_s x2n�k�^ �(m,^ ]2n �j^,x�k�a4g�])e~a(efs xjx_l,`2a6x_n�`2^/��h!� sfe�^,]jx)k�s x �(x2h!`jx)t�n�^ b�h!n�`
c < cmin ��ef^[]�
�`jh!g�x2]�^Rc�sf]jx_^,g/x�d�a4sf] ]_h!g/x�sfg�]2x_a4i�ef^,] \ � ^:`2l,]2n�e xPa6x�m[h!`j`j^[mRxE^,]2x�t�n>o sfe$g>o ^Rc�sf]jx_^:b$a4] k�^�]2h!efn�x2sfh!g�k�^Ex ��b�^
(( 
�`jh!g�x )) b�h!n�` c < cmin

\Y �!Z�\ � ^,]ua4` �!n�d3^,g�x2]ud�a6x2r�l,d�a6x_sft�n�^,]vi$a4]2l,]u]2n�`Tef^wb�`jsfg�m,sfb�^�k�n d�a6c�sfd;n�d	a4]_]_n�`2^,g/xWt�n�^�]2s u(x, t = 0) ∈ [0, 1]b�h!n�`ux_h!n�x x �8a4efh!`j]We a)]2h!efn�x_sfh!g(k�^3e}o l,t�n$a6x2sfh!g 	 �WY `j^,]2x2^�i�h!`jg�l,^�� 0 ≤ u(x, t) ≤ 1 b�h!n�`ux_h!n�x x ^RxWx2h!n�x t ≥ 0� � `jh4x2x2^,`:^Rx��&^[sfg�i�^,`��!^,` Y[����� �0\



��� � �	���M�¡�6� �&� �h� �S�!�z��� ����� � ���}���Q� �����

ªS�B¬��~¤aÁJ��§;»1¬�§f�X§Y��§fªS�B�1£lµN =ª5�~§Xªl�\�B��·�¤8£y¤a�B��ª@ J¬�Ãr¡d�=¢L·�ªl»1¬�¤�¦9�J�1£5ÌX£S¢y§b·�¹i£y§X¢y¶W¤a�N J�1£y§Xªe¶º J¤aª5�~ �·�Â��N =¶W¤U»1¬�§
§\�a�a§XÏ ¶WÌ\¶W§/�D�BÀ §XªQ£b JªSªS¬�¢y¹\¶W§\�1£2�a§��. Jª2¤a�\¤�²�µ�¬�¤aªy»1¬�§b�~§Xªf�\�J�N·�¤a£y¤a�J��ªY =¬�Ãº¡d�J¢L·�ª2ªS�B�1£f�a§\ª2¶WÌ\¶W§\ªlµd�J¬�¢@£y�B¬�£y§Xª
�a§\ªVªS�B�a¬�£y¤a�B��ª\Î

U(−∞) = 1
§X£
U(+∞) = 0 ¾ �B§r�\�B¶W¶W§X���\§i¢L J¤±µ� =¢�ªS�J¬��a¤aÁB��§X¢�»1¬�§��\§X£S£y§r»1¬�§\ªQ£y¤a�B��·�§^�~ ªS¹\�a§\�X£y¤a�J��·�§��~ r¦D¤8£y§\ªSªS§�·�§�µ�¢y�BµN =Á9 =£y¤a�J��§\ªQ£b·��B¬�¡��a§ ¾

�Q� � �F�~�a§¥µd§\¬�£^ª\À §\�D¦D¤aªy JÁJ§X¢º·nÀ ¬�� µd�B¤a�1£r·�§_¦D¬�§º¶º *£y©�¹\¶º *£y¤~»D¬�§W§i£^ÌX£S¢y§_¹X£y¬N·�¤a¹\§_�\�J¶W¶W§W¬���§ºµ�¢y�Bµ�¢y¤a¹i£y¹
¶º =£y©�¹\¶º =£y¤~»1¬�§�·�§V��À ¹.»1¬N *£y¤a�B�� J¬�ÃÍ·�¹X¢y¤a¦9¹\§XªYµ� =¢S£y¤a§\�a�a§\ª�� � É »D¬�¤�§X��ÁJ§\�N·D¢y§V�a§�¼H¢y�J�1£ ¾
�Q�k� � �e�a�a§�µd§X¬�£; =¬�ªSªS¤,ª\À §\�D¦D¤aªy JÁJ§X¢V·�À ¬��Êµd�B¤a�1£;·�§�¦D¬�§�µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§J²��\�J���X¢y§i£.²d§\��¹i£y¬N·�¤U =�1£b��À §�3n§X£�·�À ¬��Ê¡�¢y¬�¤8£
»1¬�¤l¦D¤a§\��·�¢L J¤8£^�\�J¶Wµ��a¹X£y§X¢��~§_¶W�D·�¸\�a§ ¾ °0§Xª^µ�©�¹\���B¶W¸\��§\ª�·�§ºªS¹\�a§\�X£y¤a�B�
»1¬�¤5µd§\¬�¦9§X�1£^ J�a�=¢yªrµ�¢y§\��·�¢y§ºµ��U =�\§ Jµ�µN =¢L =¤aªSªS§\�1£@�\�B¶W¶W§f·�§Xªlµ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ª@·nÀ ¬��WªQÂ�ªQ£y¸\¶W§fµ��~¬�ª5�\�J¶ºµ��a§XÃ�§Y»1¬�§f�\§\�a¬�¤d·�¹\�i¢y¤a£lµ� =¢l�a§b¶W�D·�¸\�a§��M� ÉB¾
�B§�·�¤aªS�X¬�£y§X¢L =¤0§\�Ê·�¹X£L J¤a���~§�µn�J¤a�1£s­�¤a¤U³2 J¬�Æb¯ ¾ � ²�§\�Íµ� =¢S£y¤a�\¬��~¤a§X¢Y§\�Ê·�¤~ªQ£y¤a��ÁB¬N =�1£Y�a§\ªf¡�¢y¬�¤8£yªf§iÃ�£y§i¢y��§B²��D¬�¶W¹XÏ¢y¤~»D¬�§Y�J¬º¤a�1£y§X¢y��§Y§X£l�a§\ªl¤a� ��¬�§X���\§\ª5·��B�1£5¤a�aªl¢y§X�N·�§\�1£5�\�B¶Wµ�£y§ ¾ �B§Y¦J J¤aª@·� J��ª5�U VªS¬�¤8£y§b·�§Y�\§YµN *¢L JÁ=¢L Jµ�©�§;¯ ¾ �¢y§\¦9§X��¤8¢YªS¬�¢Y�a§Vµd�B¤a�1£s­�¤U³@§X£fµ�¢y¹\ªS§X�1£y§X¢Y�a§\ªf¢y¹XªS¬��8£L =£yªb»1¬�§���À �B�Ê�\�B���N �1U£ ¾

:<A D � )QA H�A�)/L �FG	K�H�;1@�; G�K ;>K�;>@�;>L )QA
�V J��ªl�a§bµd�B¤a�1£2·�§b¦D¬�§�­�¤U³i²D�~ s»1¬�§\ªQ£y¤a�B�º§XªQ£f =¡d�J¢L·�¹\§b§\�º¹X£y¬N·�¤~ J�1£l�~§Y¢��J�a§�·�§Y�~ ��\�B��·�¤8£y¤a�B�_¤a��¤8£y¤~ J�a§BÎ��J�W¢y§\ªQ£y§
ªQ£S¢y¤a�X£y§\¶W§\�1£b·� J��ªY�a§s�\ B·D¢y§�·�¬Ê¶W�D·�¸\�a§ �M� É §i£;·�§VªS�B�� J�N =�8Â�ªS§�¶º =£y©�¹\¶º =£y¤~»1¬�§ ¾�� �0ª\À  JÁJ¤a£�·�§�·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§X¢»1¬�§\�a�a§�¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J�Ê JªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§b§\ªQ£Y JªSªS�1�\¤a¹\§�Ä�¬���§��\�J�N·�¤a£y¤a�J�Ê¤a��¤8£y¤~ J�a§s·��B����¹\§B²� J¬�£S¢y§X¶W§\�1£f·�¤8£Y·�À ¹X£y¬�·�¤a§X¢�a§_¡N JªSªS¤a� ·�À  *£S£S¢L J�X£y¤a�B� ­|·� J��ªs¬��Ç§\ªSµN =�\§_¼H�B���i£y¤~�J����§\�2 Jµ�µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹*³s·�À ¬���§ºªS�B�a¬�£y¤a�J�

(u, c)
·�§º£oÂ�µn§r¼H¢y�J�D£.²

¦D¤~ªQÏoÄ*Ïo¦D¤aªf·�§��U r·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§;ªSµ� =£y¤a�JÏ|£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�~§VÁJ�~�J¡N =�~§ U ���s§\��ÁB§X�N·�¢y¹X§VµN *¢��M� ÉB¾�f¢y�B��ªS�B��§i£ !Ç§X¤~�D¡d§i¢yÁB§X¢  É5� 9�X3&5�B�1£�¶W�J�1£S¢y¹�»1¬�§sªS¤ u0(x) ≡ u(x, t = 0)
µ�¢y¹XªS§\�1£L J¤8£V¬���µ�¢y�=¿N�,ªS¬�Ë^Ïªy J¶W¶W§\�1£� J¡�¢y¬�µ�£.²� J�a�J¢yª���À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B� �\�J�N·�¬�¤aªy J¤8£!-(' 
"� � , ��,z+*#&% *�� *&! ,5¦9§X¢yª���À ¬���¤~»1¬�§�µ�¢y�J¿��FªS§rµ�¢y�Bµ� JÁB§\ J�1£

ÄÍ�~ Í¦D¤a£y§XªSªS§W¶W¤~��¤a¶º J�a§
cmin ¾ ®F�a¬�ª�§XÃ� J�X£y§X¶W§\�1£.²�¤a�e¼� =¬�£�»1¬�§ u0(x)

£y§\��·�§r¦9§i¢yªsÑÍµ��a¬�ª�¦D¤8£y§W»D¬�§
e−x §\�

x → ∞ µd�J¬�¢��B¡�ªS§X¢y¦9§X¢
cmin ¾�* ¤ u0(x)

£y§X�N·�¦B§X¢yªsÑ¥�\�B¶W¶W§
e−αx  .¦9§X� α < 1

²' J�a�J¢yªs�~ Í¦�¤8£y§\ªSªS§WªS¹\�a§\�iÏ
£y¤a�B����¹\§¥§\ªQ£º·��B����¹\§¥µ� =¢

c(α) = (α + 1/α)
√
KD > cmin

 2Í¬�¢S¢L .Â ÈJÑBÑBÈ3& ¾ � �2 Jµ�µ� =¢L 21~£º =¤~��ªS¤Y·� J��ª^�a§�. Jª^·�¬Ç¶W��·�¸\�a§ �M� É »1¬�§W�~ �ªS¹\�a§\�X£y¤a�J�
·�§º�U Ê¦D¤a£y§XªSªS§¥·�§Wµ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤a�B�"ªS§º¼k J¤8£r·� J��ªs�U ÊµN =¢S£y¤a§ºªS¤a£y¬�¹\§º§\� .¦J J�1£W·�¬ ¼U¢y�B�1£.²F�BÐ �~ ��\�J���\§X�D£S¢L *£y¤a�B� ·�§
A
§XªQ£W§\���\�J¢y§¥£S¢y¸Xª^¼� =¤~¡��a§/�5���B¬�ªW =µ�µd§\�a�a§X¢y�B��ªW�\§i£S£y§¥¢y¹XÁB¤a�B�
�a§

((

µ�¢y¹X�\¬�¢yªS§X¬�¢
))

·�¬W¼U¢y�B�1£�­ .1*#- 	S+�! - * 	�-�*5§X�¥ =��ÁB�~ =¤~ªL³ ¾ 7 ��§Y§iÃ�µ��a¤~�\ =£y¤a�B�_¤a�1£y¬�¤8£y¤a¦9§Y§\ªQ£@¡N =ªS¹\§bªS¬�¢@�~ ��X¢y�J¤~ªSªy =���\§·�§b�U s¦D¤a£y§XªSªS§V·�§bµ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B�Ê .¦9§X�;�U s�~ =¢yÁB§X¬�¢Y·�¬º¼U¢y�B�1£ ¾ ¨l�B��ªS¤~·�¹X¢y�J��ªf¬��º¼H¢y�B�1£ ((

©1Â�¡�¢y¤~·�§
))

²�¤ ¾ § ¾ �X�B��ªQ£y¤8£y¬�¹·�¬�¢L J�\�\�=¢L· ·�§º·�§\¬�Ã�¼U¢y�B�1£yª�·�§Wµd§\�1£y§Xª�§X£�·�§W¦D¤8£y§\ªSªS§\ª�·�¤ 3n¹i¢y§\�1£y§\ª\Î'�~ ÍµN *¢S£y¤~§
((

µ��U *£y§
))

�~ Êµ��~¬�ªV¢L Jµ�¤~·�§W¦J 
((

¢L =£S£S¢L =µd§X¢
))

�~ _µN *¢S£y¤a§r J¡�¢y¬�µ�£y§��~ _µ��a¬�ª��a§\�1£y§B²�»1¬�¤,¦J º§X�~�a§^µd§X¢yªS¤aªQ£y§X¢ ¾ °' ºµ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B� ·nÀ ¬���£y§\�,¼H¢y�J�D£�§\ªQ£ J¤a��ªS¤e¬���§iÃ�§X¶Wµ��a§^·�§^µ�©�¹\���J¶W¸\��§^ =¬�£y�=Ïo�=¢yÁ9 =��¤aªS¹B², J¬�ªS§\��ªV�BÐ�¤a�eª\À  JÁB¤8£�·�À ¬���§^¶º J��¤a¼H§\ªQ£L =£y¤a�J� �\�B�a�a§\�X£y¤a¦9§B²
ÁB�a�B¡� J�a§B²1¶º J�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§B²B¹\¶W§X¢yÁJ§. J�1£5·�§f�~ ��\�J�J´Q�J���X£y¤a�J�_·�§f¶W¹\�\ J��¤~ªS¶W§XªF¶W¤~�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ªY­k¢y¹\ J�X£y¤a�B�W�a�1�. J�a§§X£V�\�B¬�µ��~ JÁJ§º·�¤ 3n¬�ªS¤a¼y³ ¾ ' ��ªS§^¢L Jµ�µ�¢y�1�L©�§r J�a�J¢yªs·�¬�µd�B¤a�1£�·�§^¦D¬�§Í­�¤a¤U³iÎ0·�§\ªVµd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a�B��ª��B¬�¤a��©��B¶W�BÁJ¹XÏ��¹X¤a£y¹Xª@ªS¬�¢y¤a¶Wµd�BªS¹\§Xª2Äs¬��W¼H¢y�J�D£@ªS§;µ�¢y�BµN =ÁB§. =�1£fÄs�~ s¦D¤8£y§\ªSªS§

c
¦9�J�1£@�X¢y¹X§X¢2�a§;ÁB§\��¢y§�·�§

((

¢L J�X�\�J¢L·
))

»1¬�§b���B¬�ª
¦9§\���B��ª�·�§^·�¹\�X¢y¤8¢y§�§X£V·�¤a¶W¤~�D¬�§X¢;·�§sµ�¢y�1�L©�§s§\��µ�¢y�1�L©�§��~ º¦D¤8£y§\ªSªS§^·�¬Ê¼H¢y�B�1£^²9´Q¬�ªy»D¬�À Äº�\§^»1¬0À §\�a�a§^ =£S£y§\¤aÁJ��§�~ ¥¦J J�a§\¬�¢

((

¡�¬�£y�B¤8¢
)) cmin ¾	' ��¢y§P´P�B¤a�1£�¤~�X¤e�~ _���J£y¤a�J� ·�§^ªQ£L =¡�¤a�a¤a£y¹r¶º =¢yÁJ¤a�N J�a§CU � �9²�§\�a�a§W J¬�ªSªS¤F¼U¢y¹.»1¬�§\¶W¶W§X�1£

Y ��
�\�� ^,]�]_h!efn�x2sfh!g�] (Uc)c≥cmin
a4b�b$a4`2a4sf]_]2^,g�x m,h!d3d3^ k�^,] �
��� � � ����� !#�� $ � � � $ &
'(�
)�� + ! ���
� � �"�
� � �[^,x�ef^ d3h�k�q,ef^ 	 �;Y

a4k�d3^Rx�k�h!g�mvn�g�^ 	��
)*� � � �*���
' ��� ' ! ��$�� �
��� � � ����� !#�� \ �Eh!n�]�g�^Tk�l,�/^,efh!b�b�^,`2h!g�]:m,^,b�^[g�k$a4g�x:b$a4]�m,^Tb-h!sfg/x�k�^���n�^vm[a4`�sfe^,]2x�k�l,efsfm a6x�^Rx�^,g�m,h!`2^T^[g�k�lR�/^[efh!b�b-^,d3^,g/x \ � ep^Rc�s �!^T^,g�b�a4`jx2sfm,n�efsf^,`�k�^�b�`jl,m,sf]_^,`�e}o ^,]_b$a4m,^ 
�h!g�mRx_sfh!g�g�^[epk$a4g�]�ef^,t�n�^[e-h!gm,h!g�]_sfk�q,`j^:e}o lR�/h/efn�x_sfh!g�^RxCk�^Eef^�d;n�g�sf` k>o n�g�^�x_h!b�h!efh��!sf^:a4k�l,t�n$a6x2^/��`2^��$lRx_a!g/x�e~aT]2x2`jn�mRx_n�`2^:^,xCef^,] b�`jh/b�`2sflRx2l[]�]2b$a6x2s~a4e~^,]k�^,]3]_h!efn�x2sfh!g�] ��m,h!g/x_sfg�n�s x2l/� k�l[`js �!a4i�sfefs x2l!�Ci�h!`2g�^[]P� \�� e:g�^|][o a �!s x3k�h!g�m|b$a4]3]_sfd3b�ef^,d�^,g/x�k>o lRx2^,g�k�`j^�e~^,]�g�h4x_sfh!g�]�^Rx`2l,]2n�e xPa6x2]�h!i�x2^,g�n�]�b�h!n�` k�^,]�] ��]2x2q,d3^[] k ��g$a4d3sft�n�^,] k�^�k�sfd3^,g�]2sfh!g � g�sf^Ta4n�m[a4]�k�^�] ��]jx_q,d3^,] k�^�k�sfd3^[g�]_sfh!g�sfg � g�sf^ \Y ��
�\ � ^,] `2l,]2n�e x_a4x2]�]2n�` e~av]_l,ef^,mRx_sfh!g�k�^�e~aT��s x2^,]_]2^�k�^:b�`jh/b�a �/a6x_sfh!g>��
�h!`jd�a4efsf]Pa4g�xCef^E`_a4sf]2h!g�g�^,d3^,g�x�t�n$a4efs xPa6x2s 
�t�n�^ �2^��sf^,g�]�k�^Tb�`jl[]2^,g�x2^[`[�$h!g/xElRx2lvl,g�h!g�m,l,]:]2h!n�]�e~a 
�h!`2d3^�kpo n�g�m,`2s x2q,`2^ (( ^,d3b�sf`jsft�n�^ )) ����������]_a!g�]�`2l,^,efef^Tb�`j^[n��/^ud�a6x2r�l,d�a�
x_sft�n�^ ��a4b�b�^,eflvef^ ����� ��������$ �* "��� � � � � ���%) �
���
��'(�
� �u� �!a4g ��a!a4`jefh�h!] Y[�!��� �0\ � c�b�efsfm,s x2^[d3^,g/x ��ef^Tm[`js x2q[`j^W][o l,g�h!g�m,^uk$a4g�]Ee~^m[a4k�`2^vk�^Te}o a4g$a4e ��]2^Tk�^v]jxPa4i�sfefs x2lTefsfg�l[a4sf`j^vk�a4g�]Eef^�`2l�
�l,`2^,g/x_sf^[e�^,g)d3h!n��/^,d3^,g�x[��a4n�x_h!n�`Ek�^ve}o lRx_a6xEk>o l,t�n�sfefsfi�`j^ a0 ≡ 0
\

� g)mPr�^,`2m_r�^;ef^Tm,h!d3b�h!`jx2^,d3^[g/x:k�^,]Ed3h�k�^,] e−kz+ωt ��m,^vt�n�s�m,h!g�k�n�s x �;n�g�^v`2^,e~a6x2sfh!g k�^vk�sf]2b�^[`j]_sfh!g ω(k) ^Rx��wn�g�^��s x2^,]_]2^Wk�^Wb�`jh!b$a �/a6x_sfh!g c(k) = Re[ω(k)]/Re(k)
\ � ^,]�]2h!efn�x_sfh!g�]�]2x_a4i�ef^,]Tk�h!s �/^[g/x��/l,`2s � ^[` Im[ω(k)] = 0

\ � ^Wb�h!sfg/xk�^W]jxPa4i�sfefs x2lud�a4`��!sfg$a4ef^ (k∗, c∗) ^,]2x�k�h!g�g�l[^;b�a4`�ef^,]:k�^,n�c l,t�n$a6x2sfh!g�] Im[dω(k)/dk](k∗) = 0 ^Rx c∗ = dω/dk(k∗)
\

� o sfk�l,^�t�n>o ^,efef^[]�l,g�h!g�m[^,g/x:^,]2x�t�n�^Te~av��s x2^,]_]2^Tk�^�b�`jh/b�a �/a6x_sfh!g cobs k�n 
�`jh!g�x�^��-^[mRx2s �/^,d3^[g/xEh!i�]2^[`@�/lv^,]2x�x2^,efef^Tt�n�^Tef^
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7 �_ J¬�£S¢y§;�i¢y¤8£y¸X¢y§�·�§bªS¹\�a§\�X£y¤a�J�Ê s¹X£y¹bµ�¢y�Jµd�BªS¹;ªS¬�¢@¬��_ =¢yÁJ¬�¶W§\�1£@·�§bªQ£L =¡�¤a�a¤a£y¹;ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§\�a�a§CU ���� ¨l©�§\� *�,<-/.10
É������ &|Îd¬���§VªS�J�a¬�£y¤a�B��²dµd�B¬�¢bÌi£S¢y§�§&3n§\�X£y¤a¦9§X¶W§\�1£Y�J¡�ªS§i¢y¦9¹\§B²d·��B¤8£bµd§X¢yªS¤aªQ£y§X¢;ªS¤'�J��¶W�D·�¤a¿�§V�~ r�a�B¤,·�À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�µN *¢Ê¬���§�¼� =¤a¡��a§ µd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a�B��²2¤a�\¤�·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§ U � � ¾ °0 �´Q¬�ªQ£y¤8¿N�. *£y¤~�J� ·�§��\§��X¢y¤8£y¸X¢y§�§\ªQ£�»1¬�§��a§�£y§X¢y¶W§·�§�¢y¹. J�i£y¤~�J�

F (u)
�0À §\ªQ£s»1¬0À ¬���¶W�D·�¸\�a§r§X£s»1¬�§r·� =��ªV�~ ¥¢y¹\ J�a¤8£y¹B²,·�§^¶^¬��a£y¤aµ��~§XªV¤a�E�N¬�§X���\§XªVµd§\¬�¦B§\�1£V¦B§\��¤8¢

¶W�D·�¤8¿N§i¢e�\§@£y§X¢y¶W§@µN =¢e¬���§2�\�J�1£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B�
δF
¤a�N·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¹\§B²Jµd�B¬�¦B =�1£e¦J *¢y¤~§i¢l·�À ¬���§2�J¡�ªS§X¢y¦J =£y¤a�J�ºÄ���À  J¬�£S¢y§ ¾°' �ªQ£L =¡�¤a�a¤a£y¹VªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§X�a�~§�§\ªQ£Y·��J���;¤~��·�¤aªSµd§\��ªy J¡��a§�µd�B¬�¢f»1¬�§;�a§�µ�©�¹\���J¶W¸\��§bªS�J¤a£2¢y§\µ�¢y�D·�¬��X£y¤a¡��a§ ¾ °0§�µd�B¤a�1£·�¹X�~¤a�. *£l§\ªQ£l J�a�J¢yªl·�§2µ�¢y¹X�\¤aªS§X¢l�\§Y»1¬�À �J�r§\�1£y§\��·^µ� =¢

((

¼k J¤a¡��a§Yµd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a�J�
))

ÎB�\§X�U �¦J ���¹\�\§\ªSªS¤8£y§X¢@·�§fªS§fµ��U =�\§X¢
·� =��ª2¬��_§\ªSµN =�\§�¼k�J���X£y¤a�B����§X�0���=¢y¶W¹B²�µ� =¢f§XÃ�§\¶Wµ��a§b�|À §\ªSµ� J�\§ C0 ·�§\ª@¼k�J���X£y¤a�J��ªf�\�B�1£y¤a�D¬�§\ªV­����J¢y¶W§;ªS¬�µd³5�B¬��À §XªSµN J�X§ C1 ·�§\ª2¼H�B���i£y¤~�J��ªY�X�B�1£y¤a�k-�¶W§\�1£2·�¹i¢y¤~¦J =¡��a§\ª ¾ °�§V�L©��B¤8ÃÍ·�§��\§X£Y§XªSµN J�X§�¦J �¡d§\ J¬��X�B¬�µ¥¤~�E�N¬�§X¢fªS¬�¢f�~ ¢y¹\µd�B��ªS§BÎn�B��µd�B¬�¢S¢L º .¦9�B¤8¢VªQ£L =¡�¤a�a¤8£y¹rªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§\�a�~§�¦D¤aªQÏPÄ*Ïo¦D¤aª�·nÀ ¬���£oÂ�µd§�·�§sµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B��ª;§X£�µd§X¢L·�¢y§s�\§X£S£y§ªQ£L J¡�¤~�a¤8£y¹fªS¤��B�^¹X�U *¢yÁB¤8£5�~ ;�\�~ JªSªS§Y·�§XªFµd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a�J��ª±�\�B��ªS¤U·�¹X¢y¹\§Xª ¾ ¨l©�§X�B*�, -/.10J¶W�J�1£S¢y§\�1£.²*µN =¢F¬���§2 Jµ�µ�¢y�1�L©�§·�§V¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B��²�»D¬�À �B�� WªQ£L J¡�¤~�a¤8£y¹^·� =��ª C1 ·�§�£y�J¬�£y§Xª;�a§\ª;ªS�J�~¬�£y¤a�B��ª�·�§�¦D¤a£y§XªSªS§ c ≥ cmin

 ®, B»1¬�§X£S£y§
*�,<-/.10 É5�/��� & ¾ °0§bªS§\¬��N¼U¢y�B�1£2ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§X�a�~§X¶W§\�1£@ªQ£L =¡��a§�·� J��ª C0 §\ªQ£2�X§\�a¬�¤dªS§;µ�¢y�BµN =ÁB§. =�1£fÄ cmin ¾�� �1£S¢y�D·�¬�¤8¢y§¬���§Íµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B� C0 Ï µd§X£y¤8£y§Ê¦J �ªS¤a¶Wµ��a§\¶W§\�1£r¶W�D·�¤a¿�§X¢W�X�B�1£y¤a�D¬�§\¶W§\�1£r�~ �¦D¤a£y§XªSªS§�·�§Êµ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤~�J� ¾ ®± =¢�\�B�1£S¢L =ªQ£y§B²0µd�B¬�¢�£y�B¬�ª��a§\ªs =¬�£S¢y§\ª;¼H¢y�B�1£yªW­| .¦9§\�

c > cmin
³i²�¤a�e§iÃ�¤aªQ£y§r·�§\ª�µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B��ª C0 Ï µd§X£y¤8£y§\ªV·�§ F»1¬�¤n�~§Xªf¼H�B�1£ 	S+�' �E-(� -�� ,*�#*i²NµN *¢Y§XÃ�§\¶Wµ��a§;¬���§�µd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a�B�Ê·�§

F
£S¢L =��ªQ¼k�=¢y¶º J�1£ � � É §\� � �VÈs�B¬ � � � ¾�;§2�\§2µd�B¤a�1£5·�§@¦�¬�§B²J¤a��§\ªQ£5¤a�1£y¹X¢y§XªSªy J�1£l·�§@�\�B¶Wµ� =¢y§X¢e�a§Xª5¶W�D·�¸\�a§\ª�� � É §i£ �M� � ¾ °�§2¶W�D·�¸\�a§ �M� �bµd§\¬�£ÌX£S¢y§5¢y§\��·�¬s J¬�ªSªS¤Dµ�¢y�1�L©�§@»1¬�§l·�¹XªS¤a¢y¹@·�§ �M� É ·� =��ª C0 §\�sµ�¢y§\�� J�1£ θ ªS¬�ËWªy =¶W¶W§\�1£'µ�¢y�1�L©�§l·�§lÑY¶º J¤aª\²= J¬�ªSªS¤µd§X£y¤8£y§s»1¬�§VªS�B¤8£;�~ W¦J J�a§\¬�¢;·�§��X§sªS§X¬�¤a�

θ
²N�a§�¶W��·�¸\�a§ �M� �^��§Vµd�BªSªS¸.·�§�»1¬0À ¬���§VªS�B�a¬�£y¤~�J��·�§�£PÂ�µd§�¼H¢y�J�1£.²d·�§¦D¤a£y§XªSªS§

c(θ)
¡�¤a§\�_·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¹\§��1�\§X£S£y§b¦D¤8£y§\ªSªS§;¦J *¢y¤a§;�\�J�1£y¤a�D¬�§\¶W§\�1£l .¦9§X�

θ
§X£@�a§b¼U¢y�B�1£@§\ªQ£2ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§X�a�~§X¶W§\�1£

ªQ£L J¡��~§ ­|·� =��ª C0 ³ ¾ ®± =¢¥�X�B�1£S¢y§B²l�\§Ê¢y¹XªS¬��8£L =£¥¶W�J�1£S¢y§Ê¬���§Ê¤~��ªQ£L J¡�¤a�~¤8£y¹�ªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§\�a�a§�·�¬ ¶W�D·�¸\�a§ � � É Î5�a§
((

�\¬�£y�(3
))

·�¬W£y§X¢y¶W§b·�§Y¢y¹\ J�X£y¤a�B�_µd�B¬�¢
u ≤ θ

¶W�D·�¤8¿�§b»1¬N =�~¤8£L =£y¤a¦B§\¶W§\�1£l�a§b¶W�D·�¸\�a§B²1�\§X�~¬�¤8Ïo�X¤n·�§\¦B§\�N =�1£@ J�a�J¢yª
·�¬�£oÂ�µd§ � � � ¾ 	0�B¬�ª��a§\ªV¼U¢y�B�1£yªs·�§r¦D¤8£y§\ªSªS§ c > cmin

¦9�B�1£� =�~�=¢yª�·�¤~ªSµ� =¢L 21~£S¢y§ ¾ °0§^¼H¢y�J�1£�·�§r¦D¤8£y§\ªSªS§ cminµd§X¢yªS¤aªQ£y§^¶º J¤aª� .¦9§\��¬���§�¦D¤8£y§\ªSªS§
c(θ)

¬���µd§\¬�¶W�D·�¤8¿N¹\§B²dªS§s¢L J�\�X�J¢L·� =�1£V�\�B�1£y¤a�D¬�§X¶W§\�1£�Ä
cmin

§\�
θ = 0 ¾

7 �Ç£y©�¹\�=¢y¸\¶W§¥·�§¥�X�B¶WµN *¢L J¤aªS�B�
·�§\ª^ªS�B�a¬�£y¤a�B�
 JªSªS¬�¢y§B² - ����+*�(��+H²e»1¬�§_�~ �¦D¤8£y§\ªSªS§
c(θ)

¦J �ÌX£S¢y§©+�!4D�
��}+ *�% �#*
Ä
cmin ¾ ¨bÀ §\ªQ£s�X§W»1¬�§�¢y§i£S¢y�B¬�¦B§\�1£.�5¢y¬���§X£V§X£ ��§X¢S¢y¤~·�   É��/� X�&@Ä¥��À  J¤~·�§W·�À ¬���§^ªS¤a¶^¬��U *£y¤a�B���D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§CU ��� ¾2Ê J¤aª@¤a�aªl�B¡�£y¤a§\����§X�D£l·�§fµ��a¬�ª5�a§b�X�B¶Wµd�J¢S£y§\¶W§X�1£5»D¬� J�1£y¤8£L =£y¤8¼0·�§

c(θ
³iÎ9�~ ��\�=¢S¢y§\�X£y¤a�B�

c(θ)− cmin
­ !�
 -Q-�,�+�,�*S³

·�§^�~ Í¦D¤8£y§\ªSªS§W·�§rµ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤a�B� ·�¬�¼H¢y�J�1£s�J¡�ªS§X¢y¦B¹r�X¢y�"1~£�£S¢y¸Xª��a§\�1£y§\¶W§X�1£.²�§X�
1/(log θ)2

²'»1¬� J�N·��a§rªS§\¬�¤a�
θ J¬�ÁB¶W§\�1£y§�Ä^µN *¢S£y¤a¢b·�§VÑ ¾°0 ¥»D¬�§\ªQ£y¤a�B��»1¬�§����J¬�ªV =�~�a�B��ª�§X��¦D¤aªy JÁJ§X¢s J¬�µN =¢L =ÁJ¢L Jµ�©�§^ªS¬�¤a¦J J�1£V§XªQ£s·�§^�N *£y¬�¢y§��\�B¶Wµ��~¸i£y§\¶W§\�1£�·�¤8¼UÏ¼k¹X¢y§X�1£y§B²2µ�¬�¤aªy»1¬0À ¤a�;ª\À  JÁJ¤a£�·nÀ ¹X¦J J�a¬�§X¢¥��À ¤a�E�N¬�§X���\§�·�§��~  ªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤a�\¤8£y¹�¶W¤~�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§�+�! ,*��+�!�'86 #&%J*_ªS¬�¢¥�~ 

ªS¹\�a§\�X£y¤a�J��·�§��~ r¦D¤8£y§\ªSªS§�·�§�µ�¢y�BµN =Á9 =£y¤a�J��·�¬_¼H¢y�J�1£ ¾
m,h!d3b�`2h!d3sf]p^,g/x_`j^ e~a�k�s �-n�]2sfh!gvk�^,]8k�s �-l,`j^,g�x2^[] ^,]_b�q,m,^,] ^Rx8ef^,]>`2l[a4mRx2sfh/g�] mPr�sfd3sft�n�^,]>t�n�s�ef^,]>m[`jl,^,g�x h!nuef^,]�m,h!g�]2h!d3d3^,g�xd�a4sfg�x2sf^,g�g�^Tm,^ 
�`jh/g/x:k$a4g�]:n�g)lRxPa6x:k�^ (( ]2x_a4i�sfefs x2lvd�a4`��!sfg$a4ef^ )) � ������� cobs = c∗ ��h!g)x2`2h!n��/^usfm[s c∗ = cmin

\Y ����\�� o lRx2n�k�^�k�^ ]2x_a4i�sfefs x_l ]jx_`jn�mRx_n�`2^[efef^ g�^�k�h!s x�b$a4] �Rx2`2^ m,h!g�
�h!g�k�n�^&a[�/^,m�e}o l,x2n�k�^ k�^�]jxPa4i�sfefs x_l k�^ e~a  ��
� !#�����
'b$a4`v`_a4b�b�h!`@x�a4n�c ��������!�� ���
�����
'  
$ � ���������
 �� � !#�����
' \ � o lRx2n�k�^3k�^�]2x_a4i�sfefs x_lw]2x2`jn�mRx_n�`2^,efef^3]_^ 
}a4s xv^,g(m,h!g�]2sfk�l,`_a4g/x;ef^,]b�`jh!b�`2sflRx2l[] �!efh!i�a4ef^[]8k�^Ce~a�k ��g$a4d3sft�n�^ ^[g��!^[g�k�`2l,^�b$a4`�n�gvx_^,`jd3^Ck�^C`jl[a4mRx_sfh!g F +δF
\ � o lRx2n�k�^Ck�^Ce~a�]jxPa4i�sfefs x_l efsfg�l[a4sf`2^]_^ 
}a4s x ^,g3m,h!g�]2sfk�l,`_a4g/x�e}o lR�/h!efn�x2sfh!g�k>o n�g�^Eb�^,`@x_n�`ji$a4x_sfh!g�]_b�a6x_sfh�
}x2^,d3b�h!`2^,efef^ ξ(z, t) �/sfg�s x_s~a4ef^,d3^,g�x k�^E]_n�b�b-h!`@x�i�h!`jg�l!�k�^ve~a;]_h!efn�x_sfh!g)^[g/��sf]Pa �!l,^�� ∂tξ = D∂zzξ + c∂zξ + F ′[U(z)]ξ

\Y ����\�� r�^,g � ���
� �Cm,h!g�]2sfk�q,`2^,g/x)k�^,]3b-^,`@x_n�`2i$a6x_sfh!g�] δF k�l,x2^,`jd3sfg�sf]2x2^,] \ � h!d3d3^�g�h!n�]3ef^)k�sf]2m[n�x_h!g�]�a4n �
� \ 
 � e~ak�s �-l,`2^,g�m,^�a,�/^[mCe~a�t�n�^[]jx_sfh!gWk�^Cg�h!n�] a,�/h!g�] lRx2n�k�sfl,^�������g>o ^,]2x8b$a4]�x_a4g�x ef^ m[a4`2a4m,x2q[`2^�]2x2h�mPr$a4]2x2sft�n�^�k�^Ce~a�b�^,`@x_n�`2i$a6x_sfh!gt�n�^ug�h!n�]:^,g/��sf]_a �!^[h!g�]�t�n�^u]2h!g|h!`js �!sfg�^��$mPr�^�� � r�^,g � � �
� �f� δF ^,]jx:n�g�^ub�^,`@x_n�`ji$a4x_sfh!g � � '(������+�!#��k�l,m,`2s �!a4g/x:x_h!n�x2^,]ef^,]�k�sf]2x2h!`j]_sfh!g�]�t�n�^�e0o�� ' 	�� � �
' '(� ) ��' ��b�^,n�x 
}a4sf`j^�]_n�i�sf`��We~auefh!s-k>o lR�/h!efn�x2sfh!g F ��k$a4g�]�g�h4x_`j^vlRx2n�k�^!��e~aub-^,`@x_n�`2i$a6x_sfh!g^,]2x
� ' ����� '  ��+�! �[�pk�l[m,`js �!a4g/x;ef^,]vk�sf]2x2h!`j]_sfh!g�]ut�n�^�ef^,]vm,h!d3b�h!]Pa4g/x_^,]ud3sfm[`jh!]_m,h!b�sft�n�^,]uk�^�e~a�k ��g�a!d3sft�n�^wk�n ] ��]2x2q[d3^


�h!g/xE]_n�i�sf` �we~a;efh!s>kpo l,�/h!efn�x_sfh!g|d�a4m,`2h!]2m,h!b�sft�n�^ F
\Y ����\�� ^ (( m,n�x_h � )) ^[]jxvsfg/x_`jh�k�n�s xuk$a4g�]ve}o a4`jx2sfm,ef^;k�^ � `jn�g�^Rxu^Rx � ^,`j`2sfk�a)b�h!n�`vd3h�k�l,efsf]_^,`:ef^;m[a4`_a4mRx2q[`2^3k�s~]2m,`2^Rxvk�^we~ak ��g$a4d3sft�n�^ud3sfm,`2h!]2m[h!b�sft�n�^ \ � e8d3h�k�s � ^vt�n$a4efs xPa6x2s �/^,d3^[g/x�ef^ud3h�k�q,ef^�	 �WY ��e~awk ��g$a4d3sft�n�^ud�a4m,`2h!]2m,h!b�sft�n�^;k�^,��sf^,g�xk�^Tx ��b-^ 	 � 
 ��e0o h!i�x_^,g/x_sfh!g|k>o n�g�^T��s x2^[]2]_^ c < cmin ^,]jx:kpo a4s~efef^,n�`j]�sfg�m,h!d3b$a6x_sfi�ef^va,�/^[mvef^vd3h�k�q,ef^ 	 �;Y!\



��� � �	���M�¡�6� �&� �h� �S�!�z��� ����� � ���}���Q� �����

� ��� �21\� �e�0��� �B� 6±� �0�B�0�H�
Å �J¬�ª� .¦9�J��ª@´Q¬�ªy»D¬�À Ä¥µ�¢y¹\ªS§\�1£��X�B��ªS¤~·�¹X¢y¹W�a§\ª�µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹Xªs·�¬�¶W�D·�¸X�~§r·�§�¢y¹. J�X£y¤a�J��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤~�J� ·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§B²¹.» ¾ ­ É ��9D²D§X�W¼H�B���X£y¤a�B�_·�§f�U �¼k�=¢y¶W§b·�¬r£y§X¢y¶W§f·�§2¢y¹. J�X£y¤a�J�0²1¶º J¤aª5ªy J��ª5¢y§\¶W§i£S£S¢y§f§\�º»1¬�§\ªQ£y¤a�B�W�~ Vµd§X¢S£y¤a��§\���\§·�À ¬�� £y§\�@¶W�D·�¸\�a§ ¾ �F� »D¬�§\�~»1¬�§ºªS�J¢S£y§J²F���B¬�ªr .¦B�B��ª�¹X£y¬N·�¤a¹¥��À ¹.»1¬N *£y¤a�B� ­ É ��9B³�·�À % !�� �S+�! , 	�* ,�% * � -�,�� 
&)
� -�,z+*#&% *i²F§\�  J�N =�8Â�ªy =�1£r£y�B¬�£y§\ª^ªS§\ªr�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ªW¶º =¤~ª^ªy =��ªr���B¬�ª^ªS�J¬��\¤a§X¢º·�§_ªS�B� �J¢y¤aÁB¤a��§Í��¤2·�§¥ªy 
ªS¤aÁB��¤8¿��. =£y¤a�B� ¾ �^À % ! ����+�!J, 	�* ,�%J* ��� 
('a+ #&%J*i²n¬���§s»1¬�§\ªQ£y¤a�B��µ�¢y¹X�~¤a¶W¤a�N =¤8¢y§�§XªQ£V·�§f´Q¬�ªQ£y¤8¿N§X¢;�a§s¢y§X�\�B¬�¢yª�ÄW¬��£y§\��¶W�D·�¸\�a§�§X£b·�§V·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§X¢Y»1¬�§X�~�a§;¢y¹. J�a¤8£y¹�¤a��¢y§\�\�J¬�¦1¢y§B²�§X£YªS�B¬�ªY»D¬�§\�a�a§\ªf�\�B��·�¤8£y¤a�B��ªY·�§�¦J J�a¤~·�¤8£y¹ ¾

7 ��§ºµN *¢S£y¤~§¥·�§_�X§X£S£y§¥¤a�1£y§X¢S¢y�JÁ9 *£y¤~�J�
¦J ��X�B���X§X¢y��§\��¢^�U �ªS§\��ªS¤a¡�¤a�a¤8£y¹Ê J¬"¡�¢y¬�¤8£r·nÀ ¬��Ç£y§\�@¶W�D·�¸X�~§��±���B¬�ª·�¤aªQ£y¤a��ÁJ¬�§X¢y�J��ª;�X¤8ÏP·�§\ªSªS�B¬�ª;�a§s¡�¢y¬�¤8£b§XÃD£y¹X¢y¤a§\¬�¢;§X£;�a§s¡�¢y¬�¤8£;¤a�1£y§X¢y��§B²N§\�����J¬�ªY¼H�D�\ J�a¤aªL J�1£�µN =¢;�~ WªS¬�¤8£y§sªS¬�¢;�a§
�&��%k+ ,�+ !J, *�� !�*iÎN¤a�0§\ªQ£Y¤a�N·�¤aªSªS�D�X¤U =¡��a§�·�¬¥µ�©�¹\���J¶W¸\��§;§X��¦D¤aªy JÁJ¹�§X£Y¤a�0§XªQ£;·��B����§\ªSªS§\�1£y¤a§\�'»1¬�§��a§\ªYµ�¢y¹.·�¤a�X£y¤a�J��ª·�¬¥¶W�D·�¸\�a§�ªS�B¤a§\�1£f¢y�B¡�¬�ªQ£y§\ªf¦D¤aªQÏPÄ*Ï ¦�¤aªf·�§��\§V¡�¢y¬�¤8£f¤~�1£S¢y¤a��ªS¸.»1¬�§�µd�B¬�¢b»1¬�§��a§V¶W��·�¸\�a§V J¤8£Y¬��ÍªS§X��ª ¾

�
K�A ; K �
)QO�A K��FA H9; � �
%EDFA KF@�A©'�O9Dr)QA�' H9; � �
%EDFAEK�@�' =MG�H���)QA�'
��§\ª^ =¢yÁJ¬�¶W§\�1£yª�»1¬N =�~¤8£L *£y¤a¼HªrªS¬�ËWªS§\�1£rÄ�·��J����§i¢^¬���§º¤U·�¹\§_µ�¢y¹\�a¤a¶W¤a�N =¤a¢y§¥·�§_��À ¤a�E�N¬�§\���\§¥·�§\ª��N¬��X£y¬N *£y¤~�J��ª
�a�D�\ J�a§\ªY·�§;�\�J���\§X�1£S¢L =£y¤a�B��­|»D¬�§\�a�a§�»D¬�À §\�_ªS�B¤8£f��À �J¢y¤aÁB¤a��§B²�§iÃ�£y¹i¢y¤~§X¬�¢y§;�B¬_¤~�1£y§i¢y��§*³5ªS¬�¢2�~§Xª@¼H¢y�B�1£yªf·�¹\�X¢y¤8£yªf =¬�Ã
µN *¢L JÁJ¢L =µ�©�§\ªYµ�¢y¹X�\¹.·�§X�1£yª ¾
• �V =��ªr�~§Ê�. =ª �M� É ²F�U �µ�¢y�BµN =Á9 *£y¤~�J� ·�¬"¼H¢y�J�1£_ªS§Í¼k J¤8£¥·� =��ªW¬��
¹i£L =£�+�!/'#, - �5.1*

u0 = 0
Îe�BÀ §\ªQ£º�\§�»1¬�¤

§XÃ�µ��a¤~»1¬�§�»1¬�§s�~ ºªS¹\�a§\�i£y¤~�J� ·�§s�U º¦D¤8£y§\ªSªS§
c
§&3n§\�X£y¤a¦9§X¶W§\�1£;�J¡�ªS§i¢y¦9¹\§^·�¹Xµd§\�N·�§�·�§s�\§^»1¬�¤'ªS§^µ� JªSªS§^·� J��ª;�a§µ�¢y¹X�\¬�¢yªS§\¬�¢Y·�¬º¼H¢y�B�1£.²��~Ä��BÐ

u
§\ªQ£f§\���\�J¢y§;£S¢y¸\ª@¼� J¤a¡��~§W­k¿�ÁB¬�¢y§�¯ ¾aÉ ³ ¾ ' ¢Y·� =��ª2�\§X£S£y§;¢y¹XÁB¤a�B��²��a§Vµd�J¤U·�ª � *�. -�,z+ D

·�§Xª ��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ª5§\ªQ£l£S¢y¸\ª5ÁJ¢L =�N·n²1§X£l¤~�N§\ªQ£l¶WÌ\¶W§f =¶Wµ��a¤8¿N¹fµN =¢l��À ¤a��ªQ£L J¡�¤a�~¤8£y¹�·�§Y�|À ¹X£L *£
u0 = 0 ¾ ' �Wª\À  *£S£y§\�N··��J���VÄ^�\§�»1¬�À §X�~�a§\ªfµ�¬�¤~ªSªS§X�1£b .¦9�J¤a¢Y¬���§�¤a� ��¬�§\���\§�¤a¶Wµd�J¢S£L J�1£y§;ªS¬�¢Y�~ ^¦D¤8£y§\ªSªS§

c ¾
• �V J��ª;�a§��. =ª �M��ÈD²N�B��ª\À  =£S£y§\��·� =¬��X�B�1£S¢L J¤8¢y§^Äº¬���§�¢y�J¡�¬�ªQ£y§\ªSªS§r·�¬��X�B¶Wµd�J¢S£y§X¶º§X�1£b�J¡�ªS§X¢y¦B¹�¦D¤aªQÏPÄ*Ï ¦�¤aª
·�§XªYµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B��ªs­�¦J =¢y¤~ *£y¤~�J���\�B�1£y¤a�D¬�§�·�§V�|À ¬���¤~»1¬�§V¦D¤8£y§\ªSªS§�µd�BªSªS¤a¡��a§B²Nªy J��ªb¶W�D·�¤a¿��. =£y¤a�J��»D¬� J�a¤8£L =£y¤a¦9§�·�¬µ�©�¹\���J¶W¸\��§2�J¡�ªS§X¢y¦B¹*³i²1ªy =¬�¼'·� J��ª5�~§XªlªS¤a£y¬� =£y¤a�B��ªl�~¤a¶W¤8£y§\ª5�BÐ

u2
ªS§f¢L Jµ�µ�¢y�1�i©�§b·�§

u0
�B¬º·�§

u1 ¾:7 �r¢y¹\ªS¬��8£L =£ÁB¹\��¹X¢L J�2§\ªQ£W§X� §&3n§X£r�~ �ªS§\��ªS¤a¡�¤a�a¤8£y¹� J¬ ¡�¢y¬�¤8£W·�§\ªrµd�J¤a�1£yªW·�§_¡�¤8¼k¬�¢y�. =£y¤a�B� ¾ °' �·�¹\ÁB¹\��¹X¢y§\ªS�\§X���\§ u2 = u0�B¬
u2 = u1

·�§W�~ �·�Â��� J¶W¤~»D¬�§^¡�¤~ªQ£L =¡��a§ºµd§\¬�£�ÌX£S¢y§º¦D¬�§r�\�B¶W¶W§^��À §iÃ� =�X£^ J�N =�a�BÁB¬�§¥·�À ¬�� µd�B¤a�1£s�X¢y¤8£y¤~»D¬�§B²
�BÐ�¬���§�£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B�Ç·�§^µ�©� JªS§W·�¬�ªS§\�\�J�N·��=¢L·�¢y§^¢y§\¶Wµ��~ J�\§^§\�

T = Tc
¬���§�£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J� ·�¬�µ�¢y§X¶W¤~§i¢V�J¢L·�¢y§

§\�
T < Tc

�n�B��£S¢y�B¬�¦9§s¤~�X¤F¬���µ�¢y�B�a�B��ÁB§\¶W§X�D£�·�§���À  J�� J�a�BÁB¤a§W§\�1£S¢y§��a§\ª�¡�¤8¼k¬�¢y�. *£y¤~�J��ªV§i£V�a§\ª;£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J��ªV·�§µ�©� JªS§�µ�¢y¹\ªS§\�1£y¹\§V =¬�Æ;È ¾ È ¾ P ¾ ®F�a¬�ªfµ�¢y¹\�\¤aªS¹\¶W§X�D£.²D�B�Íµd§\¬�£2¤~�X¤�¶º§i£S£S¢y§;§\�¥µN *¢L J�a�a¸\�a§��~ r·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§b¡�¤~ªQ£L =¡��a§§X£2�a§;Á9 ���·�§wNe J�¥·�§\ª !Ç J J�aª\²�·�¬º¼k J¤8£Y·�§b�~ �ªS¤a¶W¤a�a¤a£y¬�·�§;·�§\ª@¹.»1¬� =£y¤a�B��ª2�X¬�¡�¤~»1¬�§Xª ¾ °' �·�¤~ªSµ� =¢y¤8£y¤a�B�Ê·�¬_µd�B¤a�1£¿�Ã�§r¤a��ªQ£L =¡��a§
u2
µ� =¢�¼k¬�ªS¤a�B�  .¦9§\�W��À ¬��Ç·�§\ª�µd�B¤a�1£yªV¿�Ã�§\ªVªQ£L J¡��~§Xª

u0
�J¬

u1
�\�J¢S¢y§XªSµd�B�N·ÇÄÍ�~ Ê·�¤aªSµ� =¢y¤8£y¤a�B�

·�§Xª;§iÃ�£S¢y§X¶º rªS¬�¢;�a§\ª;¤aªS�J£y©�§X¢y¶W§\ª;·�§�N5 J��·�§X¢ !Ç J J�aª\²� J¬�£S¢y§\¶W§\�1£b·�¤8£� =¬�µd�B¤a�1£;�i¢y¤a£y¤~»1¬�§s·�§��U r£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J�
�a¤U»1¬�¤U·�§XÏ Á9 ��; =ªSªS�1�\¤a¹\§ ¾ °eÀ  J�� J�a�BÁJ¤~§;ªS§Yµd�B¬�¢yªS¬�¤8£l§\�º�X§;»1¬�¤��\�J���\§i¢y��§Y��À ¤a¶Wµd�J¢S£L =���\§b·�§\ª �N¬��X£y¬N *£y¤~�J��ª5§i£@�a§X¬�¢yª�\�B��ªS¹.»1¬�§X���\§\ªYÄs£y�B¬�£y§Xªf�~§XªY¹\�L©�§X�~�a§\ª  °0§X¶º =¢y�L©N =�N·¥§i£WN;¤~·� J� É�� X�X�& ¾
• �V =��ª±�~§@�. Jª�� � ��²=�|À §XÃ�¤aªQ£y§\���\§Y·nÀ ¬���ªS§\¬�¤a�

θ
¢y§\�N·s�a§@¼H¢y�B�1£F¤~��ªS§\��ªS¤a¡��~§f =¬�Ã �N¬��X£y¬N *£y¤a�B��ª±µ�¢y¹\ªS§\�1£y§\ªe·� J��ªF�a§µ�¢y¹X�\¬�¢yªS§\¬�¢b­��a§.»1¬�§\��§\ªQ£e£S¢y¸Xªe§\��Ïo·�§XªSªS�B¬�ªe·�¬^ªS§\¬�¤~�U³ ¾ ��§2µ��a¬�ª\²B�\�B¶W¶W§@·� =��ª �M��È1²B��À ¬���¤~�X¤a£y¹Y·�¬�¼U¢y�B�1£5�a§2¢y§\�N·ªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§\�a�a§\¶W§\�1£FªQ£L J¡��a§ ¾ � ��Â� � J¤a��ªS¤�¬���§f·�¤ 3n¹X¢y§\���\§f»D¬� J�a¤8£L =£y¤a¦9§2§X�D£S¢y§ � � É §i£ � � �;·� J��ªe�a§\¬�¢eªS§\��ªS¤a¡�¤a�a¤8£y¹ J¬Í¡�¢y¬�¤8£.²�Ä^¶W§X£S£S¢y§;§\�¥¢y§\ÁB =¢L·Ê·�§��~ r·�¤ 3n¹X¢y§\���\§V§XÃ�¤aªQ£L J�1£f§\�1£S¢y§��~§X¬�¢yªfµ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ªf¶º =£y©�¹\¶º =£y¤~»1¬�§\ª ¾

� D O�;>@ A���@�A DFK�A�� � D O�;>@ K�O�=E% DF;>N	O�A�� � D O�;>@ ; KF@�A DFK�A�� H�A�' A � ��AE@�' H9; � �
%EDFA KF@�'
' �rµd§\¬�£F¢y§\µ�¢y§X�N·�¢y§2µd�J¬�¢l·�§\ªeµd§X¢S£y¬�¢y¡N =£y¤a�J��ªeªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤U»1¬�§\ª�U ���b��À ¹X£y¬�·�§Y·�§fªQ£L =¡�¤a�a¤a£y¹YªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§\�a�~§Y·�¹\¦9§\�a�Bµ�Ïµd¹\§� J¬�Æ�¯ ¾ � ¾�7 ��¡�¢y¬�¤8£;ªS¬�¢y¤a¶Wµn�JªS¹� J¬�¶W��·�¸\�a§ �M� É ¦J º =¤~��ªS¤%, 
 �s+ #&%J*�� *�! ,F J¶W§\��§X¢;�~ W¦�¤8£y§\ªSªS§�·�¬Ê¼H¢y�J�1£
ÄW�~ º¦J J�a§\¬�¢

cmin ¾ ��À  J¤±¤a�1£S¢y�D·�¬�¤8£;¬���§�¢y¹XªS§X¢y¦9§� .¦9§\�s��À  B·�¦9§X¢y¡d§ ((

£oÂ�µ�¤~»D¬�§\¶W§X�1£
))

ÎNµd�B¬�¢;¬��
((

�&� %k+ , *���, *���!F*
))

Y �!��\�� ^;m[a4`_a4mRx_q,`2^3k�lRx2^[`jd3sfg�sf]jx_^wh!n ]jx_h�mPr$a4]jx_sft�n�^3kpo n�g�^wb�^,`@x_n�`ji$a4x_sfh!g(gpo ^[]jxvk>o a4sfefef^,n�`j]Tb$a4]vsfg/x_`jsfg�]2q[t�n�^�d�a4sf]�a4nm,h!g�x2`_a4sf`j^;x_h!n�x � 
�a!s x:]2n�i �j^,mRx_s 
 ��m!o ^[]jx�'(� � � � 
�a��,h!g�k�^We~a�k�l,m,`jsf`2^;t�n�s8^,]2x�k�lRx2^,`2d3sfg�sf]jx_^Wh!n ]2x2h�m_r$a4]2x2sft�n�^ \ � e8^,]2x�sfm,st�n�^,]2x2sfh/g{k�^3m[h!g/x_`jsfi�n�x2sfh!g�] �|e~a|k ��g$a4d3sft�n�^3t�n�s a!b�b$a4`_a4sf]2]_^,g/x�]jx_h�mPr$a4]jx_sft�n�^,]we �|h!�{e~a)m,h!g�x2`2sfi�n�x_sfh!gKk�h!d3sfg$a4g�x2^b�^,n�x �,x2`j^Wk�l,m,`js x_^ub$a4`En�g)d3h�k�q[ef^�k�^v`2l[a4mRx2s~h!g 
0k�s �-n�]_sfh!g|k�lRx_^,`jd3sfg�sf]2x2^ \
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»1¬�§\�a�\�J�N»1¬�§�­�¡�¢y¬�¤8£r¡��~ =���B²FµN *¢W§XÃ�§\¶Wµ��~§.³V£y§\�2�\§\�a¬�¤f»1¬0À ¤a¶Wµd�BªS§_�|À §\�D¦D¤8¢y�B����§\¶W§X�1£r§iÃ�£y¹i¢y¤a§\¬�¢.²F�B¬ µd�J¬�¢r�a§
((

¡�¢y¬�¤8£��D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§
))

»1¬�¤e¤~�1£y§i¢y¦�¤a§\�1£�·� =��ª��U Í¢y¹\ªS�J�a¬�£y¤a�B� ��¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§r·�§ � � É ²'�J� �J¡�ªS§X¢y¦B§º§&3n§\�X£y¤a¦B§\¶W§\�1£¬���§_ªQ£L J¡�¤a�a¤aªy =£y¤a�B� ·�§¥�~ �¦D¤8£y§\ªSªS§Ê·�§¥µ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤a�B�
ªS¬�¢r�~ �¦J =�~§X¬�¢
c = cmin ¾ ®, =¢W�X�B�1£S¢y§B²FªS¤@�~§¥¡�¢y¬�¤8£^§\ªQ£ªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y¹Y·nÀ ¬���§@¼� �(X�B�ºµN *¢S£y¤a�\¬��a¤a¸X¢y§B²D B·� Jµ�£y¹\§YÄV�~ �·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§B²J¤a��µn§X¬�£5ªS§fµ�¢y�D·�¬�¤8¢y§Y·�§\ªe§&3n§X£yªe�\�1�Bµd¹X¢L *£y¤a¼Hª

§\�1£S¢y§¥�\§X£S£y§Ê·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§_§X£r�~§Í¡�¢y¬�¤8£.²F§X£W�X§\ªW§�3n§X£yªrªS�B�1£WªS¬�ªS�X§\µ�£y¤a¡��a§\ªW·�§¥¶W��·�¤8¿N§X¢r�a§\ªr�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ª¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§\ªb·�¬Í¼U¢y�B�1£.²�§\�Êµ� =¢S£y¤a�\¬��a¤a§X¢bªy r¦D¤a£y§XªSªS§s·�§Vµ�¢y�JµN =Á9 =£y¤a�J� ¾NÅ �B¬�ªY J�a�a�B��ªb¦B�B¤8¢;»1¬�§��BÀ §\ªQ£b�a§��. Jª .¦9§\�Y�a§
((

�&��%k+ ,l+�!J, *�� !�*
))

¢y§X�N·� J�1£l�\�J¶Wµ�£y§Y·�§Y�~ ��\�B¶Wµd�Jªy J�1£y§Y¶W¤a�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§b·�À ¬���§b·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§2�\�B¶Wµ��~§iÃ�§·��J�1£_�|À ¹.»1¬� =£y¤a�B�  =¬�Ã ·�¹i¢y¤~¦B¹\§\ª_µ� =¢S£y¤a§\�a�a§\ª �M� É ·�¹\�i¢y¤a£_�U Ç�X�B¶Wµd�Bªy =�1£y§�¶º =�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§ ¾ ¨bÀ §\ªQ£¥§\� §&3n§X££y�B¬�£y§Í¬���§Í·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§º�J¢yÁ9 =��¤aªS¹\§�·�§\µ�¬�¤aª^�~§XªW¹\�L©�§\�a�~§Xªº¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§\ª;´P¬�ªy»1¬0À Ä���À ¹\�L©�§X�a�~§�·�À �J¡�ªS§X¢y¦J *£y¤~�J�
»1¬�¤n§\ªQ£bÄ���À �V¬�¦1¢y§V·� J��ªf¬��¥¼U¢y�B�1£b·�§;¢y¹. J�X£y¤a�J��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�J�Í¢y¹\§\��²�§X£f�~ r»D¬�§\ªQ£y¤a�B�Ê»1¬�§;���J¬�ª2µd�BªS�B��ªY§XªQ£b·�À ¹X£y¬�Ï·�¤a§X¢;�~ º·�¤~ªQ£y�=¢yªS¤a�B��·�§��U W¦D¤8£y§\ªSªS§�·�§�µ�¢y�BµN =Á9 *£y¤~�J���a�J¢yªy»1¬�À �J�� J¶Wµ�¬�£y§V�~ º·�Â��� J¶W¤~»1¬�§V·�§sªS§Xª;�\�J¶Wµd�Bªy J�1£y§Xª
¶W¤a�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ª�­��X§�»1¬�§���À �B�Í¼k J¤8£b§\�ÍªS§V�a¤a¶W¤a£L =�1£bÄ�¬���§V·�§\ªS�i¢y¤~µ�£y¤a�B�Ê¶º J�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§�·�§;£PÂ�µd§ �M��³ ¾

: � A � ��A @+H9O � L9D L�� @�� DFA H�;/'��FDFAE@ H9A�' ��L9D�@�;��FO�)QA('
7 �� J¬�£S¢y§@§�3n§X£Fµd§\¬�£,¢y§\¶W§X£S£S¢y§5§\�^»1¬�§XªQ£y¤~�J���~ b¦B =�a¤U·�¤8£y¹2·�¬s¶W��·�¸\�a§l�\�J�1£y¤~�D¬_­ É �:9J³,µd�B¬�¢e·�¹\�X¢y¤8¢y§@¬���ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§·�§W¢y¹. =�X£y¤a�B��ÏP·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� ¢y¹X§\��ÎF�a§_�\ =¢L J�i£y¸X¢y§Í·�¤aªS�X¢y§i£W·�§\ª�µ� =¢S£y¤a�\¬��~§Xª ¾ °�§\ª��\�J���\§\�1£S¢L *£y¤a�B��ª��a�D�\ J�a§\ªW·� =��ªs¬���§µd§X£y¤8£y§f¢y¹XÁB¤a�B�_·�§f��À §XªSµN =�\§b¦J =¢y¤a§\�1£l§X�r¼� J¤8£@µ� =¢lµ� Jªl·�§

1/N
ªS¤
N
§\ªQ£l�a§Y���J¶^¡�¢y§2¶W�*Â9§\�W·�§fµN =¢S£y¤a�X¬��a§\ª@·� J��ª�\§X£S£y§�¢y¹\ÁJ¤~�J� ¾ ¨l§i£�§&3n§X£�·�§s·�¤aªS�X¢y¹X£y¤aªy =£y¤a�B��µd§\¬�£bÌX£S¢y§s¤~¶Wµd�=¢S£L J�1£bµd�B¬�¢;�~§Xª;ªQÂ�ªQ£y¸X¶º§Xªb�BÐ��U W�\�B���\§\�1£S¢L *£y¤~�J��a�D�\ J�a§_¼k J¤8£^§&3n§X�X£y¤a¦9§\¶W§\�1£�¤a�1£y§X¢y¦9§X��¤8¢s¬�� µn§i£y¤a£s���J¶^¡�¢y§W·�À ¤a�N·�¤a¦D¤~·�¬�ª ¾ ¨bÀ §\ªQ£^µ� =¢�§XÃ�§\¶Wµ��a§W�a§º�. =ª��a�J¢yªy»1¬�§·�§�£y§\�aª�¶W�D·�¸\�a§XªVªS�B�1£�¤a�1£S¢y��·�¬�¤8£yªVµd�B¬�¢s·�¹X�X¢y¤8¢y§W��À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B� ªSµN =£y¤a�=Ï £y§X¶Wµn�=¢y§\�a�a§º·�§r�\�J�a�B��¤a§\ª�·�§r¡� J�X£y¹i¢y¤~§Xª

 $V§\ªSªS�a§X¢ *�,�-�.>0 É5�/� X3& ¾ °FÀ §&3n§X£WªS§X¶^¡��~§_§\� ÁJ¹\��¹i¢L J�f¶W¤a��§\¬�¢r·� =��ª^�a§Í�\�J�1£y§XÃD£y§Í·�§\ª�¢y¹. =�X£y¤a�B��ªr�i©�¤a¶W¤U»1¬�§\ª\²�BÐ ¤a�@�0À  Jµ�µN *¢L 21~£W»1¬�§ºµd�B¬�¢r·�§Xª�¦J J�a§\¬�¢yª^·�§_�~ ��\�B���\§\�1£S¢L *£y¤~�J�"�a�D�\ J�a§Í¡d§. =¬��\�J¬�µ µ��~¬�ªs¼� =¤a¡��a§\ªW»1¬�§º�\§\�a�a§\ª¢y§\���\�B�1£S¢y¹\§Xªf·� J��ª@�a§\ª@§XÃ�µd¹X¢y¤a§\���\§\ª  «;�B� �\§ *�,<-/.10�ÈJÑJÑ9È3&�ªy J¬�¼P²�µN *¢2§iÃ�§X¶Wµ��a§B²1µd�J¬�¢@�a§\ªl¢y¹. J�X£y¤a�J��ªf \ÂD =�1£@�~¤a§X¬
Äº��À ¤a�1£y¹X¢y¤a§\¬�¢V·�À ¬���§s�\§X�~�a¬��~§! N;¤a�~ =¢!*�,M-/.10nÈJÑBÑBÈ3& ¾ ��¬�µd�B¤a�1£V·�§s¦�¬�§�£y©�¹\�J¢y¤~»1¬�§J²d�~ _»D¬�§\ªQ£y¤a�B�� W¹X£y¹^ =¡d�J¢L·�¹X§µN *¢+�5¢y¬���§X£V§X£ ��§X¢S¢y¤~·�   É���� 93& ¾ °�§\¬�¢�¢y¹\ªS¬��8£L =£8U ���9²0�X�B��¿�¢y¶W¹�µ��a¬�ª�¢y¹\�X§\¶W¶W§\�1£;µN =¢  ®,§\�L©�§\��¤ "�§X£s°�§\¦D¤~��§
É����/� &|²N¶W�B�1£S¢y§�»1¬�§���À §&3n§X£b·�§��U ^·�¤aªS�X¢y¹X£y¤aªy *£y¤~�J��§\ªQ£b =�N J�a�JÁB¬�§�Ä^�X§\�a¬�¤0·�À ¬��¥�\¬�£y�(3 θ(C̄)

²�·�¹\µd§X�N·� =�1£f·�§��~ 
·�§X��ªS¤8£y¹^�a�1�. J�a§

C̄
­�¤a�±£y§\��·�¦9§i¢yªVÑ¥»1¬N =�N·��~ ¥·�§X��ªS¤8£y¹

C̄
£y§X�N·�¦B§X¢yª���À ¤a��¿���¤U³ ¾ �Y¬�£S¢y§\¶W§X�1£�·�¤8£.²���À §&3n§X£�·�§��~ ·�¤aªS�X¢y¹i£y¤~ªy *£y¤a�B�_µd§\¬�£5Ìi£S¢y§Yµ�¢y¤aª5§\�W�X�B¶Wµ�£y§f J¬W��¤~¦B§. J¬º·�§f�~ s·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤~�J�º¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§b·� J��ª5¬��r�\¬�£y�(3Í·�¬

£y§X¢y¶W§�·�§s¢y¹. =�X£y¤a�B�0²n�\�B��·�¬�¤~ªy =�1£VÄº¬���¶W�D·�¸\�a§^·�§s£oÂ�µd§ �M� � ¾ ¨l§�¢y¹\ªS¬��a£L *£V¶W§X£b§\��¹X¦�¤~·�§\���X§���Ào+�!/'#, - �^+ . + , 

'#,*��% 0 ,*% ��*�. .1*Y·�¬Í¶W�D·�¸\�a§�¯ $�®e®,²Nµ�¬�¤aªy»1¬�§��U rµ�¢y¤~ªS§�§X�Ê�\�B¶Wµ�£y§�·�§��~ ^¢y¹. =�~¤8£y¹s¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§��\�J�N·�¬�¤8£;Ä^¬��
¶W�D·�¸\�a§�·�§b£PÂ�µd§ �M� ��²Dµd�B¬�¢f�a§.»1¬�§\�n¤a����À Â_ �»D¬�À % !F*l¦D¤8£y§\ªSªS§V·�§�µ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤a�B�

c(θ)
µd�BªSªS¤a¡��a§ ¾ ¨l§X£S£y§�¦D¤8£y§\ªSªS§·�§sµ�¢y�BµN =Á9 =£y¤a�J� ·�¹\µd§\�N·Ê�X�B�1£y¤a�D¬�§\¶W§\�1£b·�¬��\¬�£y�"3±²d§X£V·�§�¼� �(X�B��¶W�B���=£y�B��§�·�¹X�X¢y�B¤aªSªy J�1£y§Í­�§X�~�a§��X¢y�"1~£�¦9§X¢yª

cmin
ªS¤
θ
·�¹\�X¢y�21U£.²� J¬�£S¢y§\¶W§\�1£l·�¤8£@ªS¤

C̄
�X¢y�21U£@�. =¢f =�a�J¢yª\²��a§;µd�B¤~·�ªl¢y§\�~ *£y¤a¼,·�§Y�~ �·�¤~ªS�i¢y¹X£y¤aªy =£y¤a�B�_£y§\�N·W¦B§X¢yª@Ñ9³iÎ

c(θ) < c(θ = 0) = cmin et cmin − c(θ) ∼ 1

(log C̄)2
­ É�� 9B³

®,�B¬�¢f·�§Xª@µN *¢S£y¤~�X¬��a§\ªf·�¤aªS�X¢y¸X£y§\ª\²���À §XÃ�¤aªQ£y§\���\§�·�À ¬��_�\�J�1£y¤a�D¬�¬�¶½·�§Y¼H¢y�J�1£yª2§XªQ£f·��J���b¬�� -(��, *}D5- 0 , 	�* . - � ��	 
&)
. +�'�-�,z+ �(! � - 0 ���(' 0 ���s+ #&%J*i²n·�§VªS�=¢S£y§�»1¬�À §X�Í¢y¹\ J�a¤8£y¹B²d¤a�0�0À ÂÍ  �E-(' 	�* ����� �5. 6�� * 	�*.' 
�.1* 0 ,z+*�(!¥·�§V�~ r¦�¤8£y§\ªSªS§�·�§µ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B��Î��\§�µ�¢y�B¡��a¸\¶W§s§XªQ£V¬���§�»1¬�§XªQ£y¤~�J��¶º *£y©�¹\¶W =£y¤~»D¬�§�¢y§\�~ =£y¤a¦9§^ J¬�¶W�D·�¸\�a§ �M� É ²d¶º J¤aª�»1¬�¤'��§sªS§µd�BªS§VµN =ªY·� J��ªf�~ ^ªS¤8£y¬N =£y¤a�J�Ê¢y¹X§\�a�~§�»D¬�§ �M� É §\ªQ£Y�\§X��ªS¹�¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£y§X¢ ¾

� D O�;>@ ;>KF@�A DFK�A A @ D�%EL )Q;1@�% =M;��FDJG�'��FG �E; N�O9A
��À §\�D¦D¤aªy JÁB§i¢L J¤F·�¹\ªS�J¢y¶º J¤aªY�~ º»1¬�§\ªQ£y¤a�B��·�¬Í¡�¢y¬�¤8£Y¤a�1£y§X¢y��§�·� =��ªY�a§�¶W��·�¸\�a§�·�§�¢y¹. J�i£y¤~�J��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤~�J��¶_ =�X¢y�1�\�=Ï
µ�¤~»1¬�§ �M� É §X£FµN =¢eªS¬�¤8£y§2�\§\�a�a§Y·�§2�~ ;¦J J�a¤~·�¤8£y¹f·�§@�\§2ÁB§\��¢y§f·�§2·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤~�J�r¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§B²9·�§@£oÂ�µd§ ((

�L©N =¶ºµ¶W�.Â1§\�
))

²N·� J��ªY·�§\ªfªS¤a£y¬� =£y¤a�B��ªb�BÐÊ��À �B��ª\À  =£S£y§\��·�Ä^�\§s»1¬�§��a§\ªM��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ªY¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§\ªYµ�¬�¤aªSªS§\�1£bÌX£S¢y§
 J¶Wµ��~¤8¿�¹\§\ª;´P¬�ªy»1¬0À Ä� .¦B�B¤8¢_·�§\ªr�\�J��ªS¹.»1¬�§X���\§Xªº·�¤8¢y§\�X£y§\¶W§X�D£^�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��~§Xª ¾ � �f��§Íª\À  =ÁB¤8£_µ� JªW·�§¥¶W§X£S£S¢y§_§\�¹\¦D¤~·�§\���\§;¬���§bµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹;¤a��¹\·�¤8£y§�·�§ � � É ¶º =¤~ª@·�§;¶W�J�1£S¢y§X¢@��À §&3n§X£.²� J¬�ÃW¹\�L©�§\�a�a§��\§X��ªS¹\§\ª2Ìi£S¢y§�·�¹\�X¢y¤8£y§\ª@µN =¢
Y �!��\�� ^ 
�a4s x�t�n�^vef^,]:a4n�x_^,n�`j]�m,h!g�]_sfk�q,`j^,g�x�sfg�s x2s~a4e~^,d3^,g/x�n�g�x_^,`jd3^vk�^v`jl a4mRx2sfh!g F (a) = a − a3 a4n)efsf^[n�k�^ F (a) =

a − a2 ^,]2xw]_a4g�];m,h!g�]_l,t�n�^,g�m[^ \ � ^,];k�^,n�c{d3h�k�q,ef^[];a4b�b�a!`@x2sf^[g�g�^[g�x�^[g�^��-^Rx � e~a d �,d3^wm[e~a4]2]_^!�8m[a4`_a4mRx_l,`2sf]_l,^)b$a4`
F (0) = F (1) = 0 � F > 0 ]_n�` ]0, 1[ � F ′(0) > 0 > F ′(1)

\



��� � �	���M�¡�6� �&� �h� �S�!�z��� ����� � ���}���Q� ���J�

� � É ²�·�§;�\�=¢S¢y§\�X£y¤a�B��ªf¶W¤a�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ª@ªQ£y�1�i©� JªQ£y¤~»1¬�§\ª\²�+ 0 *�0�·�§b£y§X¢y¶W§\ª@���B�_µ�¢y¤aª2§\�_�\�B¶Wµ�£y§;·� J��ª � � É ªS¬�¢�~ �¼k�J¤f·nÀ ¬��" =¢yÁJ¬�¶W§\�1£^·�§_ªS¹\µ� =¢L =£y¤a�B�
·�§\ª�¹\�L©�§\�a�a§\ª ¾ ®,�J¬�¢rÌi£S¢y§_¬�£y¤a�a§B²±�U Ê¢y¹\µd�B��ªS§Í·�§\¦1¢L �µ�¢y¹\�\¤aªS§X¢W»1¬N =��Ï£y¤8£L =£y¤a¦9§\¶W§X�D£^·� J��ªr»1¬�§\�a�a§\ªr�X�B�N·�¤8£y¤~�J��ªr�J� µd§\¬�£^ªS§Í�X�B�1£y§\�1£y§X¢W·�§ �M� É µd�B¬�¢W·�¹\�X¢y¤8¢y§Í�X�J¢S¢y§\�X£y§X¶W§\�1£r�a§\ªµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª � - 0 ���(' 0 � �s+ #&%J*�'V·�¬�¼U¢y�B�1£s»1¬�§�ªS�B�1£�ªS�J� ¹\µ� J¤aªSªS§\¬�¢ e §X£Vªy ¥¦D¤a£y§XªSªS§º·�§^µ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B� c ­�¤a�F§\ªQ£¡�¤a§\�W¹\¦D¤~·�§X�1£l»D¬�À ¤~��¼k J¬�£@¬��W¶W�D·�¸\�a§f¶º¤a�i¢y�BªS�\�Bµ�¤~»D¬�§fµn�J¬�¢e¢y§\µ�¢y�D·�¬�¤8¢y§Y�~ VªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§f¶W¤a�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§*³ ¾9Å �J£S¢y§ Jµ�µ�¢y�1�L©�§V¦J ^·��B���V·�§\¦9�B¤8¢fª\À  =���X¢y§i¢;·�¤8¢y§\�X£y§\¶W§X�1£Y·� J��ª2�U �¢y¹. =�a¤a£y¹�¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§ ¾
� � �EDJG��FC�A H�%���A()/G � �(%EA �EG	O�D�% @�O9H9; AEDr)�� ; K �
)QO�AEK��FA H9O � D O�;>@ ;>KF@�A DFK�A

�V J��ª��a§\ª�ªS¤~¶�¬��~ =£y¤a�J��ª^·�¤8¢y§\�i£y§\ªÍ­|·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§W¶W�J�a¹\�\¬��U =¤a¢y§J²e =¬�£y�J¶º =£y§\ªs�\§\�a�a¬��~ J¤8¢y§\ªL³i²F¬�� ¡�¢y¬�¤8£�µ�¬�¢y§\¶W§\�1£
�D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§B²e =¢S£y§i¼� J�i£y¬�§\��²@�a¤a¹�Ä �~  µ�¢y¹\�\¤aªS¤a�B� ¿���¤a§�·�§Ê�~  ¶º =�L©�¤a��§B²eª\À  *´P�B¬�£y§� J¬�Ã+��¬��i£y¬N =£y¤a�J��ª

((

¢y¹\§\�a�a§\ª
))¦9§\�� J�1£�·�¬��\ =¢L J�i£y¸X¢y§_·�¤aªS�X¢y§X£s§X£�ªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤U»1¬�§º·�¬�¶W�D·�¸\�a§r¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§ ¾ ®,�B¬�¢s¹i£y¬N·�¤a§X¢���À ¤a� ��¬�§\���\§W·�¬ªS§\¬��±¡�¢y¬�¤8£;¤~�1£y§i¢y��§sªS¬�¢��~ º¦D¤8£y§\ªSªS§^·�¬Ê¼H¢y�B�1£.²dªy J��ª�»1¬0À ¤a�,ªS�B¤8£

((

µd�J�a�~¬�¹
))

·� =��ª;�~ W¢y¹\ÁJ¤~�J� ·�¬�µ�¢y¹\�\¬�¢yªS§\¬�¢;µN *¢
¬��W¡�¢y¬�¤8£@�D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§B²B�\§Xª@ªS¤a¶�¬��~ =£y¤a�B��ªl��§YªS�B�1£2·��B���bµ� Jªl¬���§Y¡d�B����§Y¶W¹i£y©��D·�§  °0§X¶º =¢y�L©N =�N·ºÈJÑBÑJÑ�& ¾ �e�a�a§\ªªS�B�1£VµN *¢��X�B�1£S¢y§^¦J J�~ J¡��a§\ªVµn�J¬�¢V¹i£y¬N·�¤~§i¢V�U º¢y¹\ÁB¤a�J�Ç·�¬�¼U¢y�B�1£.²�§\��µN =¢S£S¤~�X¬��a¤a§X¢�µn�J¬�¢�·�¹\�X¢y¤8¢y§^�~§XªVµ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ª
¼H¢L =�X£L J�a§\ª;·�§V��À ¤a�1£y§X¢S¼� =�\§�¢y¹. =�X£y¤a¦9§W­k¿NÁJ¬�¢y§ É 91² u ��x ³ ¾®'�B¬�¢b¢y¹\µd�B�N·D¢y§�Äº�~ _»1¬�§\ªQ£y¤a�B��·�§��~ ºªS¹X�~§X�X£y¤a�B� ·�§s�~ º¦D¤a£y§XªSªS§B²n��À  Jµ�µ�¢y�1�i©�§�¬�£y¤a�a¤aªS¹\§^§XªQ£V·�§s�\�J¶W¶W§\���\§i¢µN *¢;¤a�1£y¹\Á=¢y§X¢;�a§s¡�¢y¬�¤8£b¤a�1£y§X¢y��§s·� J��ªb·�§\ªY¹.»1¬N =£y¤a�J��ªY¶W¹\ªS�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ªb·�§�£PÂ�µd§�°' =��ÁB§X¦�¤a��²Nµ�¬�¤aª;·�§V¢y¹\ªS�J¬N·D¢y§
�D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§\¶r§\�1£l�a§\ª2¹\»D¬� =£y¤a�B��ª2�J¡�£y§\�D¬�§\ª ¾ °�§�µd�J¤a�1£Y·�§�·�¹\µN *¢S£2§\ªQ£f¬���§b¹.»1¬N *£y¤~�J�¥¶º 21~£S¢y§\ªSªS§CU ���V·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£��À ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J��Ä���À ¹X�i©�§\�a�a§�·�§\ªf¶W�B�a¹\�X¬��a§\ª�­�µ�¢y�1�\§XªSªS¬�ªb·�§��N J¤aªSªy =���\§�§i£b·�§�¶W�J¢S£f·�¹\�i¢y¤~¦J =�1£Y�~ r·�¤ 3n¬�ªS¤~�J�0²��\�B¶rÏµ��a¹X£y¹Yµ� =¢l�a§f£y§X¢y¶W§f·�§2¢y¹. J�X£y¤a�J�0²1¤~�X¤dÄ�·�§\¬�Ã^�\�=¢yµ�ªL³ ¾ ®,�J¬�¢l�\§\�~ D²D�B�WªS¬�¡n·�¤~¦D¤aªS§Y��À §\ªSµ� J�\§b§\�W�\§\�a�a¬��a§Xª2·�§2£L J¤a�a�a§¿�Ã�¹\§ ¾ °0 �£L J¤a�a�~§ a ·�§\ª5¡d�"1~£y§\ªl§XªQ£@§\�r¼� J¤8£@µ�¢y§XªS�X¢y¤8£y§bµN *¢@��À ¹\�L©�§X�~�a§�·�§f£y§\¶Wµ�ª τ ­k£L J¤a�a�~§ a ∼

√
2Dτ
³��9§\�a�~§bµd§\¬�£ J¬�ªSªS¤dÌX£S¢y§;·�¹X¿���¤a§Y�\�B¶W¶W§2¬���§Y�a�B��ÁJ¬�§X¬�¢2·�§Y�X�J¢S¢y¹\�~ =£y¤a�J� ¾ 7 ��§f¼k�J¤aª2�X§X£S£y§Y£L =¤~�a�a§ a ¿�Ã�¹\§B²9�B�ºµd§\¬�£5¢L J¤aªS�B����§X¢·�§�¼� �(\�B��¹.»1¬�¤a¦J =�~§X�D£y§V§X�Í¼k�B���X£y¤a�B��·�§��~ r�\�J���\§\�1£S¢L *£y¤a�B��¶W�.Â1§\����§

C̄
­�ÁJ¢L =�N·�§\¬�¢b J¡�ªS�B�a¬�§B²N¶W§\ªS¬�¢L J¡��~§.³@�B¬§\�¥¼k�J���X£y¤a�J��·�¬Í���B¶^¡�¢y§�·�§�µN *¢S£y¤~�X¬��a§\ª

N ∼ adC̄
­�Á=¢L J�N·�§\¬�¢2¢y§\�~ =£y¤a¦9§J²d·�¹\µd§\��·� =�D£f·�¬¥¶W�D·�¸\�a§V B·��Bµ�£y¹*³ ¾°FÀ ¹.»1¬N =£y¤a�J�^¶º 21~£S¢y§\ªSªS§2·�¹\�X¢y¤8£e J�a�=¢yªe��À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�r·�§l�~ ;·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�J�r·�§@µ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹

P ([NA(.), NB(.)], t)�BÐ
[NA(.), NB(.)]

§\ªQ£Y�~ r�X�B��¿NÁB¬�¢L =£y¤a�B��·�§\ªf���B¶^¡�¢y§\ªf·nÀ �1�\�\¬�µ� =£y¤a�B��·�§\ªY·�¤ 3n¹i¢y§\�1£y§\ªf�\§\�a�a¬��~§Xªbµ� *¦J =�1£f��À §XªQÏµN =�\§  °0§X¶º =¢y�L©N =�N·^§X£:N;¤~·� =� É�� X�X�& ¾DÅ �B¬�ª5 .¦9�J��ªe§\��ªS¬�¤8£y§b J·��Bµ�£y¹f¬���§f Jµ�µ�¢y�1�L©�§fµd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a¦9§2¤a��ªSµ�¤a¢y¹X§b·�¬
((

·�¹X¦9§\�a�Bµ�µd§\¶W§\�1£±§\�
1/Ω))

·�§vN5 J�
$� J¶Wµd§\�¥­oÆ5� ¾aÉ ³ ¾ ¨l§X£S£y§Y·�¹\¶º =¢y�L©�§@§XªQ£5¶º J¤a�1£y§\�� J�1£F¬��^�B¬�£y¤a���X�U =ªSªS¤~»D¬�§µd�B¬�¢s¢y§\�a¤a§X¢^¬���§º·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�J�
((

¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§
))

£y�=£L J�a§\¶W§\�1£sªQ£y�1�i©� JªQ£y¤~»1¬�§_ÄÊ¬���§_·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�J�"¶º =�X¢y�BªS�X�JÏµ�¤~»1¬�§b·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§B²1§\�º¼k J¤aªy J�1£f¹X¶W§X¢yÁB§X¢@�a§\ª@�\�=¢S¢y§\�X£y¤a�B��ª2ªQ£y�1�i©� JªQ£y¤~»1¬�§Xªf»1¬0À ¤a�N¼k J¬�£f *´P�B¬�£y§i¢f§X�º£L J¤a�a�a§;¿N��¤a§B²
�B¬ µ��a¬�ªWÁB¹X��¹X¢L =�~§X¶W§\�1£º�a�J¢yªy»1¬�§Ê�a§�µN *¢L J¶W¸X£S¢y§

Ω
·�§ÊªS¹\µ� =¢L =£y¤a�J� ·�§\ªW¹\�L©�§\�a�a§\ªº§\ªQ£_Á=¢L J�N· ¶º J¤aªr¿N��¤ ¾ °0§¢y¹\ªS¬��a£L *£b§XªQ£Y¬���§�¹\»D¬� =£y¤a�B�Ê·�§V°' J��ÁB§\¦D¤a�Í§X£Y�\�J��ªQ£y¤8£y¬�§V¬���§�¹i£L Jµd§V¤a�1£y§X¢y¶W¹.·�¤~ J¤8¢y§V§i£Y�\�B��ªQ£S¢y¬��i£y¤~¦B§V§\�1£S¢y§��~ 

·�§XªS�X¢y¤aµ�£y¤a�B�"¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§_ªQ£y�1�L©N =ªQ£y¤U»1¬�§¥§i£^�~ �·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤~�J�"¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§¥·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§ ¾ °' �¦J *¢y¤U =¡��a§»1¬�¤e¦B �´P�B¬�§i¢^�a§W¢��B�a§¥·�§
Ω
§\ªQ£�¤a�\¤l�a§_���B¶�¡�¢y§r¶W�.Â1§\�
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a = NA(i)/N
²
b = NB(i)/N
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Y ����\�� g�]2sf]2x2h!g�]w]2n�`;ef^ 
�a4s x;t�n�^�e~a|k�l,d�a4`jmPr�^�g�^�] o a4b�b�efsft�n�^�t�npo � n�g�^�k ��g�a4d3sft�n�^3d3s~m,`jh!]_m,h!b�sft�n�^�g�h!g�m,`2s x2sft�n�^/�s \ ^ \ k�^3x2^,d3b�]Wk�^�m,h!`j`2l,e~a6x_sfh!g � g�s}�8b�n�sf]_t�n�^�ef^3d3h�k�q,ef^3]jx_h�mPr$a4]jx_sft�n�^�^[g/��s~]_a �!l�m,h!d3d3^wb�h!sfg�x;k�^3k�l,b$a4`@x�^,]2x;n�g�^l,t�n�a4x2sfh!gKd�a��fx_`j^,]_]_^ ��b�`jh�m[^,]_]2n�]�k�^ ��a4` �!h ��� \ � ^Rx2x2^|a4b�b�`2h�mPr�^|sfd3b�efsft�n�^3l��/a4ef^,d3^,g�xwn�g�^�r ��b�h4x2r�q,]_^|kpo l[t�n�sfefsfi�`j^efh�m[a4e���sfe 
�a4n�xT]_sfg�h!g�`2^R�/^,g�sf` ��e~a�x2r�l,h!`2sf^wm[sfg�l,x2sft�n�^w^,x �3n�g�^;k�^,]_m,`2sfb�x_sfh!g&b�efn�]�d3sfm[`jh!]_m,h!b�sft�n�^;b$a4`Tn�g�^;l,t�n$a6x2sfh!gk�^ � h!e x��,d�a4g�g�� � ^[d�a4`jmPr$a4g�k Z������6� � \ �Eh4x_h!g�]Tt�n�^;m,^Rx2x2^wr ��b�h4x_r�q,]2^�k>o l,t�n�sfefsfi�`j^ux_r�^,`jd3sft�n�^���^,g�k>o a4n�x_`j^,]Tx2^[`jd3^,] �k�^�x2r�^,`2d�a4efsf]_a6x_sfh!gKk�^,]w��s x_^,]_]2^,]R�;gpo ^[]jx�g�s�lR��sfk�^,g�x2^ g�sEa4n�x2h/d�a6x2sft�n�^ \ � s x_h!g�]3b�a4`�^Rc�^[d3b�ef^)ef^�m[a4]�ef^,]�`jl[a4m,x2sfh!g�]mPr�sfd3sft�n�^,]wa4mRx2s ��l,^,][� b$a4`;^Rc�^,d3b�ef^�ef^,]w`jl[a4mRx_sfh!g�]�k�^�m,h!dwi�n�]jx_sfh!g �8e~a `2l[a4mRx2sfh!g
�4a�]_l,ef^,mRx2sfh/g�g�^,`�ef^[];b$a4`@x_sfm,n�ef^,]�k�^��s x2^,]_]2^,]�l,ef^,�/l,^,]E^Rx�k�h!g�mTk�l�
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�`2a4g�mPr�sf` e~a�i�a4`2`jsfq,`2^k>o a4mRx_s �4a6x_sfh!g|^,xEk�^v`jl a �!sf`Et�n�^uef^,]�b$a4`jx2sfm,n�ef^,]�ef^,g/x_^,]W� � ^,d�a4`jmPr$a4g�k)^,x �:h ��a �!h �E] ��s Y[�!�!�6�0\
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{
∂ta = Ka(c− a) +D∂2

xxa+ Fa

∂tc = D∂2
xxb+ Fc

­ É�� X9³

°0§\ªÍ¼H�J¢y�\§\ª�·�§ °' =��ÁJ§\¦D¤~��²b·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£Ê¬�� ¡�¢y¬�¤a£ÊÁB J¬�ªSªS¤a§\�WU �6U=²YªS�J�1£�§\�1£y¤a¸X¢y§\¶W§\�1£Ê·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¹\§\ªÍµ� =¢��a§\¬�¢
¶W�.Â1§\����§b§X£f�a§\¬�¢2¼k�B���X£y¤a�B��·�§��\�J¢S¢y¹X�U *£y¤a�B�;U �,V ¾ �e�¥���J£L =�1£ a0 = a0(x, t)

�~ ^ªS�B�a¬�£y¤a�J��·�§���À ¹.»1¬N *£y¤~�J��·�¹X£y§X¢SÏ¶W¤a��¤aªQ£y§
∂ta0 = Ka0(1 − a0) +D∂2

xxa0
²�¤a�0¦D¤a§\�1£.Î

〈Fa(x, t)〉 = 〈Fc(x, t)〉 = 0
­ É5�Q� ³

〈Fa(x, t)Fa(x′, t′)〉 =
δ(t− t′)

C̄

{
Ka0[1 − a0]δ(x− x′) + 2D

∂2[a0(x, t)δ(x− x′)]

∂x∂x′

} ­ É PJÑ9³

〈Fc(x, t)Fc(x
′, t′)〉 =

δ(t− t′)

C̄

∂2[δ(x− x′)]

∂x∂x′
­ É P É ³

〈Fa(x, t)Fc(x
′, t′)〉 = − 2D

C̄
δ(t− t′)

∂2[a0(x, t)δ(x− x′)]

∂x∂x′
­ É PBÈB³
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°0§�µN =¢L =¶W¸X£S¢y§s·�¹X£y§i¢y¶W¤~�� J�1£b Jµ�µN *¢L 21~£�Ìi£S¢y§s�~ º�X�B���X§\�1£S¢L =£y¤a�B���a�1�. =�~§^·�§�µN *¢S£y¤~�X¬��a§\ª

C̄ ¾ °' ^¢y¹\ªS�B�a¬�£y¤a�J���D¬�Ï¶W¹X¢y¤~»1¬�§Y·�§Xªl¹.»1¬N *£y¤~�J��ª@·�§;°0 J��ÁB§\¦D¤a�º¶W�B�1£S¢y§Y»D¬�§Y��À §&3n§X£2·�§\ª �N¬��i£y¬N =£y¤a�J��ªl·�§b·�§\��ªS¤8£y¹�­|»1¬0À §\�a�a§\ª@·�¹\�X¢y¤a¦B§\�1£�\�J¢S¢y§X�X£y§\¶W§\�1£i³l§\ªQ£Y¬���§ -"%:-(� *�!J, -�,z+*�(!¥·�§V�~ ^¦D¤8£y§\ªSªS§�·�§�µ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B��Î
c− cmin ∼ C̄−1/3 > 0

­ É P��9³
¨l§V¢y¹\ªS¬��8£L =£b§XªQ£b��¹. J��¶W�B¤a��ª2µN *¢S£y¤~§X�|²��\§�»1¬�¤�µd§i¢y¶W§X£Y·�À §XÃ�µ��~¤~»1¬�§i¢b»1¬�À ¤a��ªS�B¤8£b§\�Í�\�B�1£S¢L J·�¤a�X£y¤a�B�� .¦9§\�V�a§\ªf¢y¹XÏªS¬��8£L =£yªe·�§ �5¢y¬���§X£F§X£ �;§X¢S¢y¤~·� �ÎJ��À §&3n§X£5·�§Xª �N¬��X£y¬N *£y¤a�B��ªF·�§2·�§\��ªS¤8£y¹2»1¬�§l���B¬�ªe·�¹\�X¢y¤a¦9�J��ªF§XªQ£e¬���§@�\�=¢S¢y§\�X£y¤a�B�
µd�BªS¤8£y¤a¦9§^Äº�~ º¦�¤8£y§\ªSªS§

cd
�B¡�£y§\�D¬�§s§\����§sµ�¢y§\�� J�1£;§\���\�J¶Wµ�£y§�»1¬�§s��À §&3n§X£�·�§s�U _·�¤~ªS�i¢y¹X£y¤aªy =£y¤a�B� ¾ �F��¡�¤a�~ J�0²��À §�3n§X£5¢y¹\ªS¬��8£L J�1£l§XªQ£l¬���§Y·�¤a¶W¤a�D¬�£y¤a�B��Î

c < cmin
¶º J¤aª

c > cd ¾ ��¹X£L =¤a�~�a�B��ª@·� .¦J J�1£L =ÁB§Y�\§fµd�B¤a�1£ ¾ � ��Âr �·�§\¬�Ã�. J¬�ªS§\ªb·�À ¹X�. =¢S£;Ä^�~ r·�§XªS�X¢y¤aµ�£y¤a�B�Ê¶º J�i¢y�BªS�\�Bµ�¤~»D¬�§ ¾�� �nÂÍ r·nÀ ¬���§�µ� =¢S£Y��À §&3n§X£b·�§V�~ r·�¤aªS�X¢y¹X£y¤aªy *£y¤~�J�"­  �5¢y¬���§X£§X£ ��§i¢S¢y¤U·�  É5�/� 9�&k³i²�·nÀ  =¬�£S¢y§sµ� =¢S£b�|À §&3n§i£V·�§\ªM�N¬��X£y¬N *£y¤a�B��ªYªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»D¬�§\ª\²n»1¬�¤0§\ªQ£;�~§sµd�J¤~�1£;»D¬�§����J¬�ªb *¦B�B��ª£S¢L J¤8£y¹ u ��x ¾ °0§\ª5£S¢L .¦J J¬�Ãr�\¤8£y¹\ªl§\�D¦D¤~ªy =ÁB§. =�1£@¢y§\ªSµd§X�X£y¤a¦9§\¶W§\�1£5¬���§Y�\�J¢S¢y§X�X£y¤a�B�¥·� J��ªl�a§b�. J·�¢y§b¶º =�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§­��\¬�£y�(3Ê·�¬r£y§X¢y¶W§Y·�§f¢y¹\ J�X£y¤a�B�N³5�J¬º¬���§f�\�J¢S¢y§X�X£y¤a�B�¥Ä�¬���§Y¹\�L©�§\�a�~§b¶W¹\ªS�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§s­�¹.»1¬N =£y¤a�J�_·�§b°' =��ÁJ§\¦D¤~�N³ ¾
� �Fª\À  JÁB¤8£^ J¤a��ªS¤5·�§^£S¢L .¦J J¬�Ã��\�J¶Wµ��a¹\¶W§\�1£L =¤8¢y§\ª ¾ °0§\ªs·�§\¬�Ã�§&3n§i£yª�¤a�1£y§X¢y¦D¤~§X����§\�1£V�\�B�=´Q�B¤a�1£y§\¶W§X�D£.²�ªS§WªS¬�µd§X¢SÏµd�Bªy J�1£Y·�§b¼� �(X�B�Ê·�À  J¤a�a�a§\¬�¢yªf�\�B¶Wµ��a¤U»1¬�¹\§^­����B�Í J·�·�¤a£y¤a¦9§.³ ¾ �b����¤a§�°0§X¶º =¢y�L©N =�N·_ s¢y¹\�X§\¶W¶W§\�1£5¢y¹. J�a¤aªS¹s·�§\¬�Ã¹X£y¬�·�§\ªb�D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§Xª.�6+ 0 � �(' 0 � �s+ #&%J*�'y²�µ�¢y§\�� J�1£�·��B���sªS¤a¶^¬��8£L J��¹X¶W§\�1£b§X���\�B¶Wµ�£y§s��À §&3n§X£V·�§s�~ _·�¤aªS�X¢y¹i£y¤~ªy *Ï£y¤a�B�_§X£2�X§\�a¬�¤n·�§\ª �N¬��i£y¬N *£y¤~�J��ªlªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ª\Î��~ sµ�¢y§X¶W¤~¸i¢y§b§\�_ªS¤a¶�¬��~ J�1£2·�¤8¢y§\�X£y§\¶W§\�1£l��À ¹.»1¬N =£y¤a�J�¥¶º 21~£S¢y§\ªSªS§B²
�~ WªS§\�\�B��·�§sµ� =¢b�U W¶W¹i£y©��D·�§�·�§�ªS¤~¶�¬��~ =£y¤a�J��·�§+�l¤8¢L· ­

((

�;¤a¢y§X�X£ * ¤a¶�¬��~ =£y¤a�J� 2Í�B�1£y§�¨@ =¢y�a�_¶W§X£y©��D· )) ³ ¾ �F�a�a§ � J¤a��ªS¤2¢y¹X�\�B���\¤a�~¤a¹Í�~§XªW·�¤ 3n¹X¢y§X�1£yª�¢y¹\ªS¬��8£L *£yª ¾ °FÀ §�3n§X£W·�§_�U �·�¤~ªS�i¢y¹X£y¤aªy =£y¤a�B�$­��\¬�£y�"3l³s·��B¶W¤a��§¥ J¬�Ã Á=¢L J�N·�§\ª¦J J�a§\¬�¢yªs·�§
N
§i£s�~ Í�\�=¢S¢y§\�X£y¤a�B�Ç§\ªQ£� =�~�=¢yªs�\§\�a�a§ºµ�¢y¹.·�¤8£y§rµN *¢ �e¢y¬���§i£s§i£���§i¢S¢y¤U·� �Î

cmin − c ∼ (logN)−2­k¢y¹\ÁB¤a¶W§;·�§
((

¡�¢y¬�¤8£l¼� J¤a¡��a§
))

³ �b¬�ÃWµd§i£y¤a£y§Xª2¦J =�~§X¬�¢yª2·�§
N
²D�|À §&3n§i£Y·�§\ª<��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ª@ªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»1¬�§Xª2��§bµd§\¬�£@µN *¢�\�B�1£S¢y§ºµ� Jª�Ìi£S¢y§º��¹\ÁJ�~¤aÁJ¹ ¾ °�§W¢y¹\ªS¬��8£L *£�¿N�� J�5§\ªQ£r =¤~��ªS¤@¬���§º·�¤a¶W¤a�D¬�£y¤a�B�Ç·�§º�~ �¦D¤8£y§\ªSªS§¥·�§ºµ�¢y�JµN =µN JÁB =£y¤a�B�¶W�B¤a��ªl¤a¶ºµd�=¢S£L J�1£y§;»1¬�§b�\§\�a�a§�µ�¢y¹.·�¤8£y§;µN *¢4�5¢y¬���§i£2§X£4��§X¢S¢y¤~·� D²�·�¬º¼� =¤8£b·�§;�~ ��\�=¢S¢y§\�X£y¤a�B�Íµd�BªS¤8£y¤a¦9§�·�¬�§� =¬�Ã

�N¬��X£y¬N *£y¤a�B��ªf·�§V·�§X��ªS¤8£y¹BÎ��J�¥£S¢y�B¬�¦B§
cmin − c ∼ N−1/3 ­k¢y¹XÁB¤a¶W§�·�§

((

¡�¢y¬�¤a£2¼H�J¢S£
))

³  °0§\¶º *¢y�i©� J�N·ÍÈJÑJÑBÑ�& ¾

Y ��Y!\�� ^�m a4`2a4mRx_q[`2^ �/a4n�]_]_sf^,g�k�l,m,h/n�ef^vk�n�k�lR�/^[efh!b�b-^,d3^,g/x ��sfe-g>o ��aWb$a4]�i�^,]_h!sfg�k�^Te}o a �jh!n�x2^[`�b$a4`jd3s-ef^[]�r	��b�h4x2r�q,]_^,] \Y �!Z�\ �!^�k�h!g�g�^�sfm[s�ef^,]�^Rc�b�`2^,]2]_sfh!g�]�b�h!n�`�n�g�d3sfefsf^,n�n�g�sfk�sfd3^,g�]2sfh!g�g�^,e}��g�h4x_`j^ua4`@x_sfm,ef^ �����8b�`2l,]2^[g/x2^ul��/a4ef^,d3^,g�x�ef^:m[a4]k>o n�g)d3sfefs ^[n�i�sfk�sfd3^,g�]2sfh!g�g�^,e \
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 A K9G�= � DFA O�� =MG�H���)QA�' =?; �FD GM'��FG�� ;>N	O�A�' �EGM'	'�;��s)QA�'
7 ��·�§X¢y��¤a§X¢;µd�B¤a�1£�»1¬�§@´Q§�ªS�J¬��a¤aÁB��§X¢L J¤�²��X�B���X§X¢y�N =�1£;�|À ¹X£y¬�·�§�·�§\ªM�N¬��X£y¬� =£y¤a�B��ªb¤a�1£y§X¢y��§\ªb§i£�·�§��~§X¬�¢yªb�\�B��ªS¹XÏ»1¬�§\���\§\ª\²=§\ªQ£e»1¬�§@·�§@���B¶�¡�¢y§\¬�ÃV¶W¹\�. =��¤aªS¶W§\ª,¶W�J�~¹X�\¬��~ J¤8¢y§\ªF�\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·�§\�1£.²JÄb�|À ¹\�L©�§\�a�~§2¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§B²J J¬£y§X¢y¶W§Y·�§f¢y¹\ J�X£y¤a�B�º�a�BÁB¤aªQ£y¤~»1¬�§b¤a�1£y§X¢y¦9§X�N J�1£l·� J��ª5��À ¹\»D¬� =£y¤a�B�_·�§f¢y¹. =�X£y¤a�B��ÏP·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�_·�§Y¯ $�®e® ¾�7 �Wµ�¢y§X¶W¤~§i¢¶W�D·�¸\�a§rµd�JªSªS¤a¡��a§º§XªQ£

A ⇀↽ A + A
�0�a§^£y§X¢y¶W§^���J� �a¤a��¹. =¤8¢y§_·� =��ªV��À ¹.»1¬N =£y¤a�B� �\¤a��¹i£y¤~»D¬�§r¦D¤~§X�1£s J�a�=¢yª�·�§r�~ 

¢y¹. J�i£y¤~�J��·�§��\�B JÁJ¬��~ =£y¤a�B�0Î
dã/dt = kã− k′ã2 ¾ �F�����J¢y¶º J�a¤aªy J�1£ ã µ� =¢b�~ r¦J J�a§\¬�¢;·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§ ãeq = k/k′

²¤a�5¦D¤~§X�D£
da/dt = ka(1 − a) ¾ 2Ê =¤~ªs�a§ºªS�L©�¹X¶º Í·�§^¢y¹. J�X£y¤a�J� A + B → A + A

²0£S¢S¸\ª�·�¤ 3n¹X¢y§\�1£_­|·�§\¬�Ã�§\ªQÏ
µd¸\�\§\ª\²�¤a¢S¢y¹X¦9§X¢yªS¤a¡��a§*³2�\�B��·�¬�¤a£bÄ^�U r¶WÌ\¶W§;¹.»1¬N *£y¤a�B�Ê�\¤a��¹i£y¤U»1¬�§s·� J��ªY��À  Jµ�µ�¢y�.Ã�¤~¶º *£y¤~�J��·�§V�i©� J¶Wµ¥¶W�*Â9§\�ÊÄ�~ B»1¬�§\�a�a§2�\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·��|À ¬�£y¤~�a¤aªy =£y¤a�B�W·�§@�\§l£oÂ�µn§l·�À ¹.»1¬N *£y¤~�J�0Î

dã/dt = kãb̃ = −db̃/dt ¾ °' b���B��Ï �a¤a��¹\ =¢y¤8£y¹2¦D¤a§\�1£ J�a�J¢yª�·�§s�~ W�\�B��ªS§X¢y¦J =£y¤a�B��·�¬����B¶^¡�¢y§V£y�=£L J�±·�§�¶W�B�a¹\�\¬��a§\ª\²�»1¬�¤'µ�¢y�*¦B��»1¬�§�¬���¶W¹\�\ J��¤aªS¶W§s·�§sªy *£y¬�¢L =£y¤a�J�0Î
ã+ b̃ ≡ ã0 = cte ¾ �e�Í���J¢y¶º J�a¤aªy J�1£ a = ã/ã0

²�¤a�0¦D¤a§\�1£
da/dt = Ka(1 − a)

 *¦B§\�
K = kã0 ¾

� ��� �����*���'���N���\�k�n�76'� �o�*�n�N�.�W���
�,�U�d�H�N�d�H�

� O�A()/N	O�A(' A��9A = ��)QA�'
°0§\ªY¼U¢y�B�1£yª�·�§�¢y¹\ J�X£y¤a�B��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�B��ªS�J�1£;�B¶W��¤~µ�¢y¹\ªS§\�1£yªY§\��¡�¤a�J�~�JÁB¤a§ ¾ ¨l¤a£y�J��ª�»1¬�§X�U»1¬�§\ªY§XÃ�§\¶Wµ��~§XªYµN *¢y¶W¤'�a§\ªµ��a¬�ª2¢y§\µ�¢y¹XªS§\�1£L =£y¤8¼kª  2Í¬�¢S¢L \ÂÊÈJÑJÑ9È3&|Î
� �a§\ªYµ�©�¹X���B¶W¸X��§\ª2·�À ¤a�D¦J JªS¤a�B��·nÀ ¬��¥¹\�\�BªQÂ�ªQ£y¸\¶W§�µN *¢Y¬���§�§\ªSµd¸\�\§V¹X£S¢L =��ÁJ¸X¢y§
� �~ ^µ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B��·�À ¬���§�¹\µ�¤~·�¹\¶W¤a§/�
� �a§\ªY�J�N·�§\ªf�. =�~�X¤U»1¬�§\ªs­�¤a�B��ªY�\ J�a�\¤a¬�¶�¨@  ++ ³l¤~¶Wµ��a¤U»1¬�¹\§\ªf·� =��ªf�~ ^ªS¤aÁB�� J�a¤aªy =£y¤~�B���\§\�a�a¬��~ =¤a¢y§��
� �~ ^µ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B��·�§

((

��À ¤~�E�N¬�Ã¥��§X¢y¦9§\¬�Ã
))

­�µn�=£y§\�1£y¤a§\�aªb·nÀ  J�X£y¤a�B�N³f·� J��ªf�a§\ªb *Ã��B��§Xª ¾��§\ª5¶W�D·�¸\�a§\ª5µ��a¬�ªl�\�J¶Wµ��a§X£yª5�BÐ_·nÀ  J¬�£S¢y§Xªl¶W¹\�. =��¤aªS¶W§\ªb­��L©�¤~¶W¤a�=£L J�X£y¤aªS¶W§B²9�\�B�D¦9§X�X£y¤a�B��²�·�¤a¦�¤aªS¤a�B�º�\§\�a�a¬��~ J¤8¢y§*³¦D¤~§X����§\�1£;ªS§sªS¬�µd§X¢yµd�JªS§X¢r­�§X£;ªS§��\�J¬�µ��~§i¢i³b J¬�ÃÊ¶W¹\�. =��¤aªS¶W§\ª;·�§�¢y¹. =�X£y¤a�B��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�B��µd§X¢y¶W§i£S£y§\�1£;·�§�¢y§\�N·D¢y§
�\�B¶Wµ�£y§V·�§�¼k �(\�J�Ê¢y¹. =�a¤~ªQ£y§s·�§Xªfµ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ªf§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§\ª;·�§�µ�©�¹\���J¶W¸\��§\ª@¡�¤a�J�~�JÁB¤~»1¬�§\ªYµd�B¬�¢S£L J�1£f�\�B¶Wµ��a§XÃ�§\ª
�\�B¶W¶W§f�\§i¢S£L J¤a��§Xª2¹i£L Jµd§\ª2·�§b��À §\¶^¡�¢SÂ1�JÁB§\��¸\ªS§b�~ s�\¤a�. *£S¢y¤aªy =£y¤a�B�Ê·�À ¬���§Y¡��a§\ªSªS¬�¢y§�·�¬_·�§X¢y¶W§f�B¬º�U ��X¢y�B¤aªSªy =���\§·�§s£y¬�¶W§\¬�¢yªb�. =���X¹X¢y§\¬�ªS§Xª8U ��� ¾ ®, =¢y¶W¤±�a§\ª ((

¢L J¤aªS�B��ª
))

µd�B¬�¢V�a§\ªy»1¬�§\�a�~§Xª�·�§s£y§\�aª�¶W¹\�. J��¤aªS¶W§\ª;ªS§^ªS�J�1£V¶W¤aª;§\�
µ��~ J�X§^ =¬��X�B¬�¢yª;·�§���À � ¦B�B�a¬�£y¤a�B��²n���B¬�ªYªS�B¬��a¤aÁB��§X¢y�B��ª��a§�¼� =¤a£V»1¬�À ¬��Í¼H¢y�J�1£V·�§V¢y¹. J�X£y¤a�J��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�J�� =ªSªS¬�¢y§s¬��£S¢L J��ªSµd�J¢S£fªy =��ªf·�¹i¼k�J¢y¶º *£y¤a�B�Í·�¬_µ�¢y�=¿N��²�µ��a¬�ª@©��B¶W�BÁJ¸\��§;§i£fªS¬�¢S£y�B¬�£ �F. % ' � -��U+�	�*@»1¬�§b�\§\�a¬�¤�»1¬�§Y¢y¹. J�a¤aªS§V¬��
ªS¤a¶Wµ��a§�µ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ªb·�§V·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� ¾
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((

¡�¢y¬�¤8£±¤a�1£y§X¢y��§
))

��À §X��§XªQ£e»1¬�§5µ��a¬�ª'¤~¶Wµd�=¢S£L J�1£y§ ¾
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 J¶W¹\�a¤a�J¢y§i¢b�~ ^¦J J�a¤U·�¤8£y¹�·�¬¥¶º�D·�¸\�a§V·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¤aªQ£y§
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• °0�=¢yªy»D¬�§b�a§\ªl�B¡D´Q§X£yªl¹\�a¹\¶W§\�1£L =¤a¢y§Xª@ªS�J�1£2·�§Xªl�\§\�a�a¬��a§\ª@§X£l���J�_·�§Xªl¶W�B�a¹\�\¬��a§\ª\²D¬���§b·�¤aªQ£y�J¢yªS¤a�B�_¤~¶Wµd�=¢S£L J�1£y§B² J�a¤a¶W§\�1£L J�1£Y�a§�¡�¢y¬�¤8£Y¤~�1£y§i¢y��§B²�§\ªQ£b�a§�µ� JªSªy JÁJ§�·�À ¬��ÍªQÂ�ªQ£y¸\¶W§�·�¤aªS�X¢y§X£;Är¬��Ê¶W�D·�¸X�~§V�X�B�1£y¤a�D¬  $V§\ªSªS�a§X¢ *�,?-/.10
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• °0 V¦J =¢y¤~ J¡�¤~�a¤8£y¹;·�§Xª5¹\�a¹\¶W§\�1£yª\²9�a§\ªl¤a��©��B¶W�JÁB¹\��¹\¤8£y¹\ªl·�¬W¶W¤a�a¤a§\¬W§X£lªy V���J��Ï ªQ£L =£y¤a�J���N *¢y¤8£y¹;·��B¤a¦9§X�1£lÌX£S¢y§fµ�¢y¤aª§\���X�B¶Wµ�£y§��d��À §&3n§i£�·�§s�\§\ª;¹\�\ =¢S£yªV =¬�¶W�D·�¸\�a§�·�§s¡N JªS§s��§sµd§\¬�£;ÌX£S¢y§�·�§\¦D¤a��¹!- ���}+ �(�}+k²d��¤'¢y¹\ªS�J�~¬�·�§�¼� �(\�B�
ÁB¹\��¹X¢L J�a§ ¾ ¨bÀ §XªQ£;·� J��ªf�L©N J»1¬�§�ªS¤8£y¬N *£y¤~�J��»D¬�§��~ r»1¬�§\ªQ£y¤a�B�Ê·�§\¦1¢L �ÌX£S¢y§V§\�D¦D¤aªy JÁJ¹\§ ¾

�?A D�'��EA�� @�; ��A('
�V J��ª;¶W§\ªY¢y§X�i©�§X¢y�L©�§\ª� J�i£y¬�§\�a�a§\ª��B¬�§\��µ�¢y�*´Q§X£.²n�a§\ªb¼H¢y�B�1£yª�·�§�¢y¹. =�X£y¤a�B��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�B��µ�¢y¹XªS§\�1£y¹\ª� J¬ ÆsÈ ¾ � ¾aÉ §X£·� =��ªf��À  J����§XÃ�§�¯ÇÁ9 =¢L·�§\�1£Y¬���§�µ��~ =�\§�·� J��ªf�a§V�\�B�1£y§iÃ�£y§V·�§V�~ r·�Â��� J¶W¤~»1¬�§b�\¹X¢y¹X¡�¢L =�~§J²d»1¬0À ¤a��ª\À  =ÁB¤aªSªS§BÎ
• ·�§¥·�¤aªS�X¬�£y§X¢^�a§_¢��B�a§Í·�§\ª^�X§\�a�~¬��a§\ªrÁB�a¤~ J�a§\ª;´Q�B¬�Ã�£L =�1£^�a§\ª^��§X¬�¢y�B��§\ª�§X£^µ��a¬�ª�ÁJ¹\��¹X¢L =�a§\¶W§\�1£r·�§_�~ Ê£S¢L J��ªQÏ
¶W¤aªSªS¤~�J��§X��¦B�B�a¬�¶W§�ªS¬�¢��~ ºµ�¢y�Bµ� JÁB =£y¤a�B��·�§\ª;µd�=£y§\�1£y¤a§\�aªV·nÀ  J�X£y¤a�B� ­k¼H�J¢y¶W§�·�§�¼H¢y�J�D£V·�§�¢y¹. J�X£y¤a�J��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤~�J��B¡�ªS§X¢y¦9¹\§s·� J��ªY�a§\ªb¶W¤a�a¤a§\¬�Ã¥§XÃ��\¤8£L J¡��a§\ª� 2Í¬�¢S¢L \Â�È=ÑBÑBÈ3&H³ ¾ °�§\ªbµd�=£y§\�1£y¤a§\�aª;·�À  J�X£y¤a�J���\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·�§\�1£b§\�Ê§&3n§X£ÄÊ�~ Êµ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B� �~§º�a�J��Á�·�§\ªs =Ã��B��§\ª�·�À ¬���§W¶W�D·�¤8¿N�\ =£y¤a�B� ·�¬Çµd�J£y§X�D£y¤a§X�@·�§º¶W§\¶�¡�¢L J��§^�\�J¬�µ��~¹X§¥ÄÍ¬���§¶W�D·�¤8¿N�\ =£y¤a�B�Ê·�§\ªf�X�B¬�¢L =�1£yªf¤a�B��¤U»1¬�§\ª2£S¢L J��ªS¶W§\¶^¡�¢L J�� J¤8¢y§\ª ¾ 7 ��§�¤a�1£y§X¢L =�X£y¤a�B��·�§��\§\ªf�\�J¬�¢L J�1£yªY .¦B§\�V�a§V¶W¤8Ï�a¤~§X¬Ç§X��¦D¤8¢y�B���N =�1£º­�µ�¤a¹\ÁB§. =ÁB§B²'�\�B��ªS�B¶W¶º *£y¤~�J���B¬ ¹X¦B =�\¬N *£y¤a�B�Ç·�§\ªV¤a�B��ªL³;µd§\¬�£� "3n§\�i£y§X¢s�a§Wµ�©�¹\���B¶W¸\��§^·�§µ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B��·�§���À ¤a�E�N¬�Ã¥��§X¢y¦9§\¬�Ã ¾
• ·nÀ ¹\�~ J¡d�J¢y§X¢5·�§\ª±¶W�D·�¸\�a§\ª±·�§l�L©N J¶Wµ�ª,�\�=¢S£y¤~�\ J¬�Ã�²B·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£±��À  J�X£y¤a¦D¤8£y¹2�\¹X¢y¹\¡�¢L J�a§2§X£Fªy ;·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§5ªSµ� =£y¤a�JÏ£y§\¶Wµd�J¢y§X�~�a§fÄ���À ¹\�L©�§\�a�a§b·�§2ÁJ¢y�B¬�µd§\ª5·�§2��§X¬�¢y�B��§\ª? ®F¤a�1£y��§i£l�±¢y¶W§\�1£S¢y�B¬�£lÈ=ÑBÑ É & ¾ °�§fµ�¢y�B¡��a¸\¶W§2·�§2�~ �¦J J�a¤~·�¤8£y¹·�À ¬���§f·�§\ªS�i¢y¤~µ�£y¤a�B�W¶W�.Â1§\����§@§X£5�\�J�1£y¤a�D¬�§Y·� J��ªe�|À §\ªSµ� J�\§J²D§i£l·�§f��À ¤a� ��¬�§\���\§Y·�§2�~ �·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§2·�§\ªe��§\¬�¢y�J��§\ª¤a�N·�¤~¦D¤~·�¬�§\�aª�ªS¬�¢^�a§_�X�B¶Wµd�J¢S£y§\¶W§X�1£sÁJ�~�J¡N =�@¢y§P´P�B¤a�1£r�~ �µ�¢y�B¡��a¹\¶º *£y¤~»D¬�§º·�¹\¦B§\�a�Bµ�µd¹X§_·� J��ª��a§_�\�J�1£y§XÃD£y§_·�§\ª
¼H¢y�J�1£yªb·�§�¢y¹. =�X£y¤a�B��ÏP·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�ÊÁJ¹\��¹X¢y¤~»1¬�§XªY�a§XªYµ��a¬�ªfªS¤a¶Wµ��a§\ª ¾
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�\�J¶Wµ�£y§¥�~ �N *£y¬�¢y§r·�§\ªV¡� =¢S¢y¤a¸X¢y§Xª\²'�a§\ªV¹\¦B§\�1£y¬�§\�aª

((

ªS�J¬�ªQÏ µ�¬�¤8£yª
))

§i£��\§r»1¬�¤±ªS§^µN JªSªS§r·� J��ªV�a§\ª�¢y¹\ÁJ¤a�B��ªVµd§\¬�¦D¤aªS¤8£y¹\§\ª�·�¬
µ�¬�¤8£yª ¾ °eÀ §\ªQ£y¤a¶º =£y¤a�B�Í·�§;�\§;£y§\¶Wµ�ª2·�§b¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B�Íµd§X¢y¶W§X£2 J�a�=¢yªb·�§�·�¤aªS�\¬�£y§X¢f�\§X£S£y§� Jµ�µ�¢y�.Ã�¤~¶º *£y¤a�B�¥¬�£y¤a�~¤aªS¹X§���J��ªS§\¬��a§\¶W§\�1£�·� J��ª;�~ º£y©�¹\�=¢y¤a§r·�§�$�¢L J¶W§X¢yª;¶º =¤aªV =¬�ªSªS¤�²�µ��~¬�ª;ÁB¹\��¹X¢L J�a§\¶W§\�1£V·� J��ª;�~ _���J£y¤a�B��¶WÌ\¶W§�·�§
µN \Â�ªy JÁJ§�¹X��§X¢yÁJ¹X£y¤~»D¬�§ ¾
Y ����\ � efn�]:^Rc�b�efsfm[s x2^,d3^,g�x[��h!g l,m,`2s x P (a) = e−βF (a).[

∫
V ois(A)

e−βF (a′)da′]−1 �$k>o a4b�`jq,]Te}o a4b�b�`2h[c�sfd�a6x2sfh!g|t�n$a4]2s 

]2x_a6x_sfh!g�g$a4sf`2^!�!b�n�sf] h!gWm a4efm,n�ef^ ∫

V ois(C)
βγJeβF (a′)da′ ^,g �v`2^,b�h!`@xPa!g/xCe}o ^Rc�b�`j^[]2]_sfh!g�� Y ��
 ��k�^ J ^Rx ^,gWn�x_sfefsf]_a4g�x8t�n�^

P (aC) = 0 ��k>o a4b�`2q,]�e}o a4b�b�`jh c�sfd�a4x2sfh!g|t�n$a4]2s 
0]2x_a6x2sft�n�^W]2n�s �!a4g/x�e~a4t�n�^[efef^ue~awb-h!b�n�e~a6x_sfh!g�gpo a�b$a4]�^,g�m,h!`j^wm,h!d3d3^,g�m,l
�w]_^v`2l,b$a4g�k�`2^;^,g|k�^,r�h!`2]�k�n|b�n�s x_]:sfg�s x_s~a4e \ � n 
�a4s xEk�^ue~awk�l,b�^,g�k$a4g�m,^;^Rc�b�h!g�^,g/x_sf^,efef^W^,g βF k�^ue}o sfg�x2l��!`_a4g�k ^,x:k�^e~a3r$a4n�x_^,n�` ∆F À 1/β k�^We~a3i$a4`j`2sfq,`j^�^,g C ��ef^,]�efsfd3s x2^,]:b�`jl[m,sf]2^[]Tk�^,]��/h!sf]2sfg$a �!^[]�k�^ A ^Rx C sfd3b�efs t�n�l,]:k$a4g�]Tef^,]sfg�x2l��!`_a6x2sfh!g�]�g>o sfg/x_^,`@��sf^,g�g�^[g/xTb�a4]��;e}o h!`2k�`2^vk�h!d3sfg$a4g�x[��m,h!`j`2^,]2b-h!g�k$a4g�xTa4n�c)^Rc�b�`j^[]2]_sfh!g�]W� Y ��� ��^Rx � Y ��� � \Y ����\�� n|]_^,g�]�b�`2^,d3sf^,`:k�^ue~a�`2^,g�h/`jd�a4efsf]Pa6x2sfh!g ��k�lRx2^,`2d3sfg$a6x2sfh!g�k�^Wb$a4`2a4d3qRx_`j^,]T^,x��!`2a4g�k�^,n�`2]v^��-^,mRx_s 
�]�b�`2^,g$a4g/xv^,gm,h!d3b�x_^!�-^,g i�efh�m/�-k>o n�g�^wd;n�e x_s x2n�k�^���lR�/^[g/x_n�^,efef^,d3^[g/xvsfg � g�sf^ �:k�^wk�l,x_a4sfef] � g�] �3x2h!n�x_^,]uef^,]�l[m_r�^,efe~^,]Tsfg�
�l,`jsf^,n�`2^,][�>sfe�!a3sfm,s8] o a �!sf`:k>o sfg/x2l �!`j^,`Te}o sfg	�$n�^,g�m,^Wk�^Wx2h!n�]Tef^,]�d3sfg�sfd�awefh�m[a4n�cp�-`2a �3g$a4g/xvef^W`j^,efsf^�
 k�h!d3sfg$a4g�x 
�h!`jd3lub$a4`�ef^Wb�n�s x_]^,g A ^RxEe~awi�a4`2`jsfq,`2^W^,g C

\



��� � � ��� ��
����

°0 rªS¤aÁB��¤a¿��. =£y¤a�J��·�§V�\§X£S£y§s·��B¬�¡��a§s =µ�µ�¢y�*Ã�¤a¶º =£y¤a�J�0²N»1¬N =ªS¤8ÏoªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§s§i£;»D¬� JªS¤8Ï ªQ£L =£y¤~»1¬�§B²�µd§\¬�£b J¬�ªSªS¤
ªS§W�\�J¶Wµ�¢y§\��·�¢y§�§\��¢y§\ÁB =¢L·Ç·�§r��À  J�N =�8Â�ªS§W©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤U»1¬�§º·�§\ªV¶W��·�§\ªV�a§X�D£yª�·�À ¬���§r¹\»D¬� =£y¤a�B��¶º 21~£S¢y§\ªSªS§Wµ�¢y¹XÏ
ªS§\�1£y¹\§� J¬ÊÆ;È ¾aÉB¾ �^§X£f·� =��ª@��À  J����§XÃ�§V¨bÎ��U s�\�1�J¢L·��B����¹\§;¢y¹\ J�X£y¤a�B����§\�a�a§ a �X�J¢S¢y§\ªSµd�B��·¥Ä�¬��_¶W�D·�§b�a§\�1£f·��J�1£��À ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J�º��§f·�¹\¡�¬�£y§f»1¬�§@£S¢y¸Xª5�a�B��ÁJ£y§\¶Wµ�ª5 Jµ�¢y¸\ªl»1¬�§@£y�J¬�ªe�a§\ªl J¬�£S¢y§\ªl·�§\ÁJ¢y¹Xªl·�§f�a¤a¡d§X¢S£y¹b =¤a§\�1£5¢y§\�~ *Ã�¹f¦9§X¢yª
�a§\¬�¢l¹X£L =£@ JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§ ¾ °' �£y©�¹\�=¢y¤~§b·�§M$�¢L =¶W§X¢yª5ªS§bµ��U =�\§;ÄV¬��W¤a��ªQ£L =�1£@¤a�1£y§X¢y¶W¹.·�¤~ J¤8¢y§B²1§\�1£S¢y§Y�~ V¿��º·�§Y�~ ¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�J�Í·�§Xªl¶W�D·�§\ªe¢L Jµ�¤~·�§\ªl§X£@�a§;·�¹X¡�¬�£l·�§Y�~ �¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B�¥·�§\ªl¶W�D·�§\ª5�~§X�1£yª ¾ °0§\ªl©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§\ªe¼� J¤8£y§\ª@�B�1£§\�1£S¢y§r =¬�£S¢y§\ª�µd�B¬�¢V§�3n§X£�·�À  JªSªS¬�¢y§X¢s»1¬�§��\§X£V¤a��ªQ£L J�1£V§XÃ�¤aªQ£y§ ¾ °�§\ª� Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B��ª��\�B��ªS¤aªQ£y§\�1£�§\��»D¬�§\�~»1¬�§ªS�J¢S£y§;Äs·�¹\�\�J¬�µ��~§i¢@�\§;»1¬�¤NªS§YµN JªSªS§; .¦J J�1£l§X£@ Jµ�¢y¸\ª\ÎD�\§X£l¤a��ªQ£L J�1£lªS§X¢L s·�¹\�i¢y¤a£l�\�B¶W¶W§2�|À ¹i£L =£@¿��N J�N·�¬r¢y¹\ÁB¤a¶W§
¢L Jµ�¤U·�§�­��~ �¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B� ¦B§X¢yª���À ¹\»D¬�¤a�a¤~¡�¢y§¥�a�1�. J�U³�§i£^�U ��\�J�N·�¤8£y¤a�B�"¤a��¤a£y¤~ =�~§Í·�¬ ¢y¹\ÁB¤a¶W§_�a§\�1£Í­��a§\ª�£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ª
 J¬�ÏP·�§\ªSªS¬�ªY·�§��~ ^¡N =¢S¢y¤a¸X¢y§

C
²�·��B�1£f�J�Ê�L©�§i¢y�i©�§V�a§�£L J¬�Ã

J ≈ k
³ ¾

7 �Ç J¬�£S¢y§Wµd�B¤a�1£�»1¬�§;´Q§W¦9�B¬�·�¢L =¤~ª�ªS�B¬��a¤~ÁJ��§X¢.²,µ� =¢y�\§º»1¬0À ¤a�e¢y§XªQ£y§º�a§ºµ��a¬�ª�ªS�B¬�¦9§\�1£�¤~¶Wµ��a¤~�X¤8£y§B²'§\ªQ£s�|À ¤a¶rÏµd�J¢S£L J���\§r·� J��ª��~ ¥·�¹X¶_ *¢y�L©�§^·�§
$�¢L =¶W§X¢yª�·�À ¬���§^©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§^·nÀ ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§B²��a§�£y§X¢y¶W§^·nÀ ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§^¹X£L J�1£V¤a�\¤�Bµ�µd�BªS¹VÄ
((

¹X£L *£YªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§VµN *¢y�\�B¬�¢y¬Ê·�§ �N¬�Ã
))

Î��~ s£y©�¹X�J¢y¤a§�·�§ $�¢L =¶W§X¢yª@§XÃ�¤aÁB§V»1¬�§;��À ¹X£L =£Y JªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§
·�¬ÍªQÂ�ªQ£y¸\¶W§�ªS�B¤8£;��À ¹X£L =£;·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§�£y©�§i¢y¶º�D·DÂ��N =¶W¤~»1¬�§�·�¹\�i¢y¤a£YµN =¢Y�~ W·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J��·�§.�l�J�a£#�X¶º J��� ¾�Å �J¬�ª .¦9�B��ªe§\�r§�3n§X£5¶W�J�1£S¢y¹B²B·� =��ªe�a§2¼H�J¢y¶º J�a¤aªS¶W§Y·�§f��À ¹.»1¬� =£y¤a�B�W¶º �1U£S¢y§XªSªS§fµ�¢y¹\ªS§X�D£y¹f =¬¥Æ@È ¾aÉB¾ ��»1¬0À ¤a��¼� J�a�~ J¤8£2»1¬�§��À ¹i£L =£lªQ£L =£y¤a�J���N =¤8¢y§bªS�J¤a£5¬��r¹i£L =£l·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§B²(+ 0 *�0B»D¬�§2�~ �·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§2·�§2£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J�º¦B¹X¢y¤8¿N§2�~ V�\�J�N·�¤a£y¤a�B�W·�§
¡�¤a�~ J�_·�¹X£L J¤a�a�a¹CU � �9²1µd�B¬�¢@»1¬�§f�~ �µ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹;»1¬N =ªS¤aÏ ªQ£L =£y¤a�J���� J¤8¢y§b�B¡�ªS§i¢y¦9¹\§b J¬�Ã^£y§\¶Wµ�ªe¤a�1£y§X¢y¶W¹.·�¤~ =¤a¢y§Xª@·� J��ª�a§fµ�¬�¤8£yªF¤a��¤8£y¤~ J��ªS�B¤8£l§�3n§\�X£y¤a¦9§\¶W§X�D£F�~ V·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�W·�§ �l�J�a£#�X¶º J���^¢y§XªQ£S¢y§\¤a�1£y§YÄ��\§fµ�¬�¤8£yªf­oÆ2¨ ¾ ÈB³ ¾ °0§2�. J�a�\¬��·�§Xªb�\�J��ªQ£L =�D£y§Xªb�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§\ªYªS§�¢L =¶W¸\��§� J�a�=¢yª�ÄW�X§\�a¬�¤,·�§��~ W¶º *£S¢y¤a�\§s·�§�£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B���B¡�£y§X�D¬�§s =µ�¢y¸\ªY�\�9 =¢yªS§iÏ
ÁJ¢L =¤~��¤a��Á�ªS¬�¢s£y�J¬�ªs�a§\ªs¶W�D·�§\ªV¢L =µ�¤~·�§Xª�§i£���§W�X�B��ªS§i¢y¦J J�1£^»1¬�§r�~ Ê¦B *¢y¤~ J¡��a§

a
²'�\§º»D¬�¤n´Q¬�ªQ£y¤8¿�§º�a§ºµ�¢y¤a���X¤~µd§¶WÌ\¶W§;·�¬¥�. J�a�\¬��'·�§ $�¢L J¶W§X¢yª ¾�J§Í£y§X¢y¶W¤a��§i¢L J¤2§\� ¶º§X�1£y¤~�J���� J�1£r·�§\¬�Ã µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ªº·�§\ªr�\�B��ªQ£L J�1£y§\ªW�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§\ªW J¤a��ªS¤Y�. =�a�\¬��a¹\§\ª5�5§\�a�a§\ª·�¹X�\�B¬��~§X�1£b¤a�\¤,·�§\ªY©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§\ª2¼� =¤a£y§Xª�·� J��ªY�a§V£y©�¹X�J¢y¤a§s·�§ $�¢L J¶W§i¢yªf¶º J¤aªY§\�a�a§\ªb�J�1£; J¬Ê�X�B�1£S¢L J¤8¢y§��~§�ªQ£L *£y¬�£

·�§@¢y¹\ªS¬��8£L =£yªl·� J��ª5�a§f¶W�D·�¸\�a§f·�À ¹.»1¬N *£y¤~�J�W¶º 21~£S¢y§\ªSªS§f©�¤a¹X¢L *¢y�L©�¤~»1¬�§fµ�¢y¹\ªS§\�1£y¹Y J¬_Æ2È ¾ � ¾aÉB¾ °' �µ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§2§\ªQ£5�a§¼� =¤a£2»1¬�§f�~ ��X�B��ªQ£L =�1£y§Y�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§
k
µ�¢y§\��·r�~ V¶WÌ\¶W§@¦B =�a§\¬�¢@ =ªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§\¶r§\�9£.²BÄV��À ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§B²D§i£@ J¬º·�¹\¡�¬�£

·�§;�~ �¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B�ÊÄ�µN *¢S£y¤a¢Y·nÀ ¬��_¹X£L =£Y·�¹XªS¹.»1¬�¤a�a¤~¡�¢y¹r­k£y�B¬�£y§��~ �µd�Bµ�¬��~ =£y¤a�J�Í¹X£L J�1£2¤a��¤8£y¤~ J�a§\¶W§\�1£Y =¬Í¦B�B¤aªS¤a�N JÁJ§
·�§

A
³ ¾ °' �ªS§\�X�B�N·�§¥§XªQ£r�a§_¼k J¤8£W»D¬�§º�~§Xª^�\�B��ªQ£L J�1£y§\ª^�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§\ª k ­|·�§ A ¦9§X¢yª B ³�§X£ k′ ­|·�§ B ¦9§X¢yª A ³¦9¹X¢y¤8¿�§\�1£Y�U r�\�J�N·�¤8£y¤a�B��·�§�¡�¤~�~ =��·�¹X£L =¤~�a�a¹_­�µN *¢Y¢L Jµ�µd�=¢S£;Är�U W·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��·�§+�l�J�8£#�\¶º J����·�§\ªY¶º J�X¢y�1¹X£L *£yª

A
§X£
B
²8+ 0 *�0,·�§º�~ �·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B� ¤a�1£y¹\Á=¢y¹\§_ªS¬�¢^�a§\ª�µ�¬�¤8£yª

A
§X£
B
³i²'§\�  J�\�\�=¢L·" .¦9§\�º�a§W¼� J¤8£.²±ªS�J¬��a¤aÁB��¹¥ J¬Æ�È ¾~ÉJ¾ ��²d»D¬�§��a§V�\�9 *¢yªS§XÏ ÁJ¢L J¤a��¤~��Áº�\�J��ªS§X¢y¦B§V�a§�¡�¤a�U =��·�¹X£L J¤a�a�a¹ ¾

����� � 0��n� �'���=���k�\�n�
���N���Í�H�����0�D�N�=�H� 6'���94a�D�\��� 6'���\�*�d�'�.�H�\�k�n�
°' 2£y©�¹\�J¢y¤a§l·�§ $�¢L =¶W§X¢yª0§X£,�~ f£y©�¹\�J¢y¤a§l·�§5��À ¹X£L *£F·�§e£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��²J·�¹\¦9§\�a�Jµ�µd¹\§l =�1£y¹X¢y¤a§\¬�¢y§X¶W§\�1£.².�X�J¢S¢y§\ªSµd�B��·�§X�D£
Ä¥�U ¥¶WÌ\¶W§�ªS¤8£y¬� =£y¤a�B� µ�©1Â�ªS¤~�X�JÏ �L©�¤a¶W¤~»D¬�§B²n¶º =¤aªV§\�a�~§XªsªS¤8£y¬�§\�1£��a§r�. J�a�\¬��l·�§\ªV�\�B��ªQ£L J�1£y§\ª��X¤~��¹X£y¤~»1¬�§\ª�ÄÍ·�§\ª
¶W�B¶W§\�1£yª,·�¤ 3n¹i¢y§\�1£yª% 
 �J��ÁBÁB¤	*�, -/.10 É��/� Ñ�& ¾ ¨l�B¶W¶W§l���B¬�ªF¦B§\���J��ªF·�§@�~§2·�¹i£L J¤a�a�~§i¢l J¬ºÆl« ¾ ��²B�B��µN =¢S£e·� J��ª±�~ £y©�¹X�J¢y¤a§�·�§ $�¢L =¶W§X¢yª@·nÀ ¬��º¹X£L =£@�BÐ_�a§\ª@µN *¢S£y¤a�\¬��a§\ª@ªS�B�1£@�a�1�. J�a¤aªy¹\§\ªf§X�

A
²�·nÀ ¬��ºªS§\¬��d���J£y¹�·�§b�~ s¡N *¢S¢y¤~¸i¢y§ ¾ °0§�. J�a�\¬���ªS§b¼� J¤8£YÄ���À ¤a��ªQ£L =�D£

t+ 0
²�·� J��ª2�a§��\ B·D¢y§V·�À ¬���§� =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�J�Í»1¬� JªS¤8Ï ªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§�µd�B¬�¢2�U �·�§\��ªS¤8£y¹·�§�µN *¢S£y¤a�\¬��a§\ªf§\�

A
§X£Yµd�J¬�¢f�~§V�X�B¬�¢L =�1£

J
 J¬�ÏP·�§\ªSªS¬�ªY·�§��~ ^¡N =¢S¢y¤a¸X¢y§ ¾°0 2£y©�¹\�=¢y¤a§@·�§5��À ¹X£L =£F·�§e£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J��ªS§5µ��~ =�\§@ =¬s�\�J�1£S¢L J¤8¢y§@Äf¬��V¤~��ªQ£L J�1£,¬��8£y¹X¢y¤a§X¬�¢.²*�BÐ��a§\ª'¢y¹\ÁJ¤~�J��ª± J¬�£y�B¬�¢·�§

A
§X£
B
�J�1£� =£S£y§\¤a�1£�¬���¹X£L =£�·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§�£y©�§i¢y¶º�D·DÂ��N J¶r¤~»1¬�§+-/. � �#-/.'­�¹\»1¬�¤a�a¤~¡�¢y§s�\�B��¼k�J¢y¶º *£y¤~�J����§\�U³ ¾ °�§�N¬�Ã¥��§X£b·�§Vµ� =¢S£y¤a�\¬��~§Xªb§\�
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∑

i
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i /2mie−βU(x)

Ztot(β)
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�B¬ÍµN *¢Y�~ r·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�J��·�§.�5�B�8£#�\¶º J���0Î
P (x) =

e−βU(x)

Z(β)

­ É P�X9³ªS¤e�a§\ªV�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��~§Xª���§�¼H�B�1£�µN =ªV§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£�¤~�1£y§i¢y¦9§\��¤a¢V�a§\ªV¦�¤8£y§\ªSªS§Xª�¶W�B�a¹\�X¬��~ J¤8¢y§\ª ¾ ¨l§X£S£y§W·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�ªS¬�µ�µd�BªS§�»1¬�§b�a§�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§b§\ªQ£YÄs��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§ ¾ ' �_µd§\¬�£2¹i£y§\�N·D¢y§;�\§X£S£y§�·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�B�Í J¬_�. Jª2�BÐ¥�a§;ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§b§\ªQ£ J�a¤a¶W§\�1£y¹5§\�s�\�B�1£y¤a�D¬0²*¶º =¤~ª'�BÐs�|À ¤a�J´P§\�X£y¤a�B�r·�§5¶º =£y¤a¸X¢y§5�B¬�·�À ¹\��§X¢yÁB¤a§@ªS§5¼k J¤8£FªS¬�ËWªy =¶W¶W§\�1£'�a§\�1£y§\¶W§X�D£l­m+ 0 *�0*Ä
·�§Xªe¹X�i©�§\�a�a§\ªl·�§@£y§X¶Wµ�ª±¶º =�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§Xª\²J£S¢y¸\ªFÁJ¢L J��·�§Xª5·�§X¦J J�1£F�a§@£y§\¶Wµ�ªF·�§@¢y§X�U *Ã� =£y¤a�B�r¦9§X¢yªF��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§*³±·�§ªS�J¢S£y§2»1¬�À Äf�i©� B»1¬�§5¤a��ªQ£L =�1£F�a§@ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§5ªS�J¤a£e·�¹\�X¢y¤8£Fµ� =¢±¬���§@·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�^·�§42Ê =Ã �l§\�a�aÏ �l�J�a£#�X¶º J����²B =ªSªS�D�X¤~¹X§
 J¬�Ã�¦J J�a§\¬�¢yª�¤a��ªQ£L =�1£L J��¹X§\ªV·�§s�U W£y§\¶Wµd¹X¢L *£y¬�¢y§s§i£�·�§\ª;µN *¢L J¶W¸X£S¢y§\ª�·�§

U ¾nÅ ¹\ J��¶º�J¤a��ª\²d�\§i£S£y§r·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�J�§\ªQ£s Jµ�µ�¢y�1�i©�¹\§B²0§X£�¤a�F¼� =¬N·D¢L Í¹\¦J =�~¬�§X¢s·� J��ª�»1¬�§\�a�a§r¶W§\ªS¬�¢y§^¬��  =¢yÁJ¬�¶W§\�1£�·�§rªS¹\µN *¢L =£y¤a�B� ·�§\ªV¹\�L©�§\�a�a§\ªs·�§£y§\¶Wµ�ª@µd§X¢y¶W§X£f·�À ¤a�D¦9�D»1¬�§i¢f¬���§;£y§\�a�~§� Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B�Í·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§V�a�1�. =� ¾
� ¬�§^��À ¹X£L =£s·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§r JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤~»D¬�§�ªS�J¤8£s�J¬����B�� =£S£y§\¤a�1£�·� J��ªV�a§rªS¤8£y¬� =£y¤a�B� §iÃ�µd¹i¢y¤~¶W§X�D£L =�a§^�\�J��ªS¤8Ï·�¹i¢y¹\§B²��J��£S¢L .¦J =¤~�a�a§^¢L =¢y§X¶W§\�1£V·� =��ª���À §\ªSµ� J�\§W·�§�µ�©N JªS§¥­

x, p
³b�\�J¶Wµ��a§X£.²n¶º =¤~ª;µ��a¬�£��=£�·� J��ª�¬���§\ªSµN =�\§r·�§

�\�1�J¢L·��B����¹\§\ªr¢y¹. J�X£y¤a�J����§\�a�~§Xª�­��B¬0²e§X�
�U =��ÁB JÁB§�µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§B²F·�§ÍµN *¢L J¶W¸X£S¢y§Xªº·�À �=¢L·�¢y§*³i²5·�§Ê·�¤~¶W§X��ªS¤a�B� µ��a¬�ª
¼� =¤~¡��a§B²�¦9�B¤8¢y§�¬���¤~·�¤a¶W§\��ªS¤~�J����§\�±·� J��ª;�a§^�. =ªV·�§s�U W£y©�¹X�J¢y¤a§r·�§�$�¢L =¶W§X¢yª ¾ °eÀ ¹X£y¬�·�§�»D¬� J�1£y¤8£L =£y¤a¦9§sµ�¢y¹\ªS§\�1£y¹\§ J¬�Æ;È ¾aÉJ¾ �^§X£Y·� J��ª2��À  =����§XÃ�§�¨ ¶W�B�1£S¢y§;»D¬�§;�a§��i©��B¤8Ã_µd§X¢S£y¤a��§X�1£fµd�J¬�¢2�~§Xªf�\�1�J¢L·��B����¹\§Xª2¢y¹. J�X£y¤a�J����§\�a�~§XªY§\ªQ£·�§�µ�¢y§X�N·�¢y§V�~§Xª;¶W�D·�§\ªY�a§\ªbµ��a¬�ªb�a§\�1£yª;·�¬�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§ ¾ ®± *¢�§XÃ�§\¶Wµ��~§J²N·� J��ªb�a§s�. Jª;·�À ¬���§�¶º J�X¢y�J¶W�B�a¹\�\¬��~§J²d�X§ªS§X¢y�B�1£Y£PÂ�µ�¤~»1¬�§\¶r§\�1£f�a§Xª;¶W�D·�§XªY�\�B�a�a§\�X£y¤8¼kª��X�J¢S¢y§\ªSµd�B��·� =�1£�Äº·�§\ªb¶W�J¬�¦9§X¶W§\�9£yªY·�§�ÁJ¢L =�N·�§s J¶Wµ��~§X¬�¢b·�§��~ 
¶º J�X¢y�J¶W�B�a¹\�\¬��a§ ¾ ¨l§V�L©��B¤8Ã¥��À  =¬�¢L �¢y¹\§X�~�a§\¶W§X�D£Y·�À ¤a�1£y¹X¢yÌX£Y§i£b·�§Vµ�¬�¤aªSªy J���\§V�Bµd¹X¢L *£y�B¤8¢y§�»1¬�§�ªS¤0�B�Ê ^ªS¹\µN *¢L =Ï£y¤a�B� ·�§\ªV¹X�i©�§\�a�a§\ªs·�§�£y§\¶Wµ�ª\²l+ 0 *�0nªS¤e�a§\ª� J¬�£S¢y§\ªV¶W�D·�§\ª;¢y§X�U *Ã�§\�1£�¡d§. =¬��\�J¬�µ�µ��a¬�ªV¦D¤8£y§r¦B§X¢yªV��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§ ¾�� �§\ªQ£b J�a�=¢yªY¼U¢y¬��X£y¬�§\¬�Ã¥·�§��\�B��ªQ£S¢y¬�¤8¢y§V�~§Vµ� \Â�ªy =ÁB§�·�À ¹\��§X¢yÁB¤a§V�~¤a¡�¢y§

F (a) ¾
* ¤��a§fªQÂ�ªQ£y¸\¶W§@§XªQ£5¶º =¤~�1£y§X�D¬��a�B¤a�º·�§2��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§�­m+�0 *�0J·� J��ªF¬���¹X£L =£eªQ£L =£y¤a�J���N =¤8¢y§Y���B��£S¢y¤a¦�¤~ =�|²BµN *¢y�\�B¬�¢y¬·�§M��¬�Ã�³Fµ� =¢@�~§Xª2�X�B�N·�¤8£y¤a�B��ª2 =¬�ÃW¡d�J¢L·�ª�­

((

 JªQÂ�¶W¶W§X£S¢y¤a�Y§iÃ��X�~¬�ªS¤a�B�_µ�¢y�1�\§\ªSª
))

²Dµ� =¢@§XÃ�§\¶Wµ��a§  ��§X¢S¢y¤~·�  É���� X3&k³�B¬_µN *¢2¬���§;·�Â��� J¶W¤~»1¬�§f¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§;µ� =¢S£y¤a�\¬��a¤a¸X¢y§^­k¢y¹. J�X£y¤a�J��ªf·�§b�\�J¶^¡�¬�ªQ£y¤a�B��²Dµ� =¢@§XÃ�§\¶Wµ��a§*³i²1�~ sªS¤8£y¬N *Ï£y¤a�B�W§\ªQ£5¢L J·�¤a�. =�~§X¶W§\�1£@·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§ ¾ °' V·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J�º·�§\ªe¦D¤a£y§XªSªS§\ª5�0À §\ªQ£lµ��a¬�ªe¶º =Ã �@§X�~�a¤a§\����§B²9��À ¹.»1¬�¤aµ� =¢S£y¤8£y¤~�J�·�§@��À ¹\��§X¢yÁJ¤a§Y��À §XªQ£5µ��a¬�ªF¦B¹X¢y¤8¿N¹\§B²J�~ ;���J£y¤a�J�W·�À §\�1£S¢y�Jµ�¤a§2ªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»1¬�§V­�§\�1£S¢y�Jµ�¤a§f·�§ �l�J�8£#�\¶º J����ÏP«;¤a¡�¡�ªL³,·�¤aªSµN =Ï
¢L 21~£.²D�X§\�a�~§;·�À ¹\��§X¢yÁB¤a§b�~¤a¡�¢y§b¹\Á9 =�a§\¶W§\�1£�­��~ �ªQ£L *£y¤aªQ£y¤U»1¬�§bªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§;��À §\ªQ£@µ��~¬�ª@·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¹X§Y§X�º¶º =Ã�¤a¶W¤~ªy =�1£��À §X�1£S¢y�Bµ�¤a§VªS�J¬�ª2�\�B�1£S¢L =¤~�1£y§XªL³@§X£f�a§\ª@£y©�¹\�=¢y¤~§Xªfª\À  =µ�µ�¬�ÂD =�1£2ªS¬�¢f�~ ^·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�Ê·�§ 2Ê *ÃE�l§\�a�8Ï �l�B�8£#�\¶º J���Í��§
ªS�B�1£eµ��a¬�ªF¦J =�U =¡��a§\ªY­k£y©�¹\�=¢y¸\¶W§<�N¬��X£y¬N *£y¤a�B��Ïo·�¤~ªSªS¤aµ� =£y¤a�B��²9¶W�J¬�¦9§X¶W§\�9£±¡�¢y���f��¤~§X�0²J£y©�¹X�J¢y¤a§Y·�§4$�¢L J¶W§X¢yªL³ ¾ �F��\�B��ªS¹.»1¬�§X���\§B²�. - !���,z+*�(! � ��� * 	Q* �E-�
"'�-�-�*�
�!�*�� - 
�,z+ #&%J*+! Q - �F. % ' 	�*.'�*�!�' ¾�Y§\¦B§\���J��ª� =¬ �. Jª��BÐ ��À ¹i£L =£� JªQÂ�¶Wµ�£y�J£y¤~»1¬�§^·�¬�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§^§\ªQ£s¬���¹X£L *£�·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§ ¾'Å �B¬�ªs .¦9�J��ªs =�a�J¢yª¶W�B�1£S¢y¹r·� =��ª���À  J����§XÃ�§_¨ ­oÆr¨ ¾ ÈB³�»1¬�§r�a§\ªsµd�B¤~·�ª�¢y§\�~ *£y¤a¼Hª�ªS�B�1£�·��B����¹\ª�µ� =¢s�~ Ê·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�Ç·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§BÎ
Pt(x)/Pt(y) = Peq(x)/Peq(y)

·�¸\ªe»1¬�§l�~§Xªe�\�B��¿NÁJ¬�¢L =£y¤a�J��ª
x
§X£
y
ªS�J�D£5·� J��ªF¬���§@¶WÌ\¶W§5¢y¹XÁB¤a�B�r¤~�D¦J *¢y¤U =�1£y§

Äº��À ¹\�L©�§\�a�a§r·�§�£y§\¶Wµ�ª
t
² 0 * #&%k+%. 
 -S+ ,z+�� *�. - !���,z+ �(!�	�* �E-�
"'�-�-�*i²�§X£�¶W�J�1£S¢y§sªS�J��¤a�1£y¹X¢yÌX£;µd�B¬�¢V·�¹\�X¢y¤8¢y§^·�§Xª¡�¢y¤aªS¬�¢y§\ª;·nÀ §X¢yÁB�D·�¤a�\¤8£y¹�£S¢L J��ªS¤a£y�J¤8¢y§\ª ¾ ¨l�B¶W¶W§����B¬�ªY��À  .¦B�B��ªb·�¹P´QÄW¶W§X�1£y¤~�J����¹W­oÆ�« ¾ ÈB³f§X£;·�¤aªS�\¬�£y¹W­oÆV« ¾ �W§X£Æ�« ¾ PB³i²��\§i£S£y§Vµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹V¤a�1£y§X¢y¦D¤a§\�1£Y·�§;¼� �(\�B�Ê�X¢y¬��X¤U =�a§s·� =��ªf�~ �£y©�¹X�J¢y¤a§�·�§ $�¢L J¶W§X¢yª ¾°�§fµd�J¤a�D£5»1¬0À ¤a��¶W§@µN *¢L 21~£5¤a�1£y¹X¢y§\ªSªy J�1£l·�§2ªS�B¬��a¤aÁB��§X¢lµd�B¬�¢e�\�B���\�a¬�¢y§f§\ªQ£5»1¬0À ¬���µN \Â�ªy JÁB§Y·nÀ ¹\��§X¢yÁJ¤a§Y�a¤a¡�¢y§J²·�¬_¼� J¤8£;·�§\ªf©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§\ª2¤a��©�¹i¢y§\�1£y§\ªYÄ��\§X£S£y§V���J£y¤a�B��²N·�¹X�X¢y¤8£bÄ^�~ �¼k�B¤aª\Î

� �~ ^µ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤8£y¹� JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§^­�¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§��\�B��¼k�J¢y¶º *£y¤a�B����§\�U³��
� �a§\ªYµ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹\ªf¢y§\�~ =£y¤a¦B§\ªs­|Ä^��À ¤a�1£y¹X¢y¤a§\¬�¢;·nÀ ¬���§;¢y¹\ÁB¤a�B��»1¬N =ªS¤aÏ ¤a�D¦J =¢y¤~ J�1£y§.³��
� �a§\ªY�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§V·�§;£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J��·�À ¬��¥µ�¬�¤8£yªfÄ^¬��Í J¬�£S¢y§W­k£y©�¹\�J¢y¤a§�·�§ $�¢L J¶W§i¢yªL³��
� �a§\ª�£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ª�·�§Wµ�©N =ªS§�­k£S¢L J��ªS¤8£y¤~�J��ªs�\�J��¼H�J¢y¶º =£y¤a�B����§\�a�a§\ª�Ä¥£S¢L .¦9§X¢yª��~ Í¶W�D·�¤8¿N�\ =£y¤a�B�Ç»1¬N =�~¤8£L =£y¤a¦B§º·�¬µN \Â�ªy JÁJ§��a�=¢yªy»D¬�À ¬��ÍµN *¢L J¶W¸X£S¢y§V·�§V�X�B�1£S¢��B�a§�¦J *¢y¤a§ ¾
7 �Êµ� \Â�ªy =ÁB§�·nÀ ¹\��§X¢yÁJ¤a§��a¤a¡�¢y§�§\ªQ£�·��B����¬�� ((

¢L =�\�\�B¬�¢y�\¤
))

§iÃ�£S¢yÌX¶º§X¶W§\�1£2�Bµd¹X¢L *£y�B¤8¢y§�µd�B¬�¢;·�¹\�i¢y¤a¢y§��a§�¢y¹\ÁB¤a¶W§
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¬�� ¢y§\�a¤a§X¼�·� J��ª^�|À §\ªSµ� J�\§�·�§¥µ�©� JªS§Í»1¬�¤@ªS§_¢y§X£S¢y�B¬�¦9§Í·� J��ª^�~ ����J£y¤a�B�
·�§¥µ� \Â�ªy JÁB§Ê·�§¥¦J J�a§\¬�¢º J·� Jµ�£L =£y¤a¦9§
­ : ,*!F*�' '�. -"!�	(' 0 -�� *S³2§\�Í¹\�\�J�~�JÁB¤a§s§X£f£y©�¹\�J¢y¤a§�·�§���À � ¦9�J�a¬�£y¤a�B�  $� J¬�3n¶º =� É���� ��& ¾
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 ¾aÉ ³ ¾ °0§XªÊ¹X��§X¢yÁJ¤~§Xª�¹X�U =ªQ£y¤~»D¬�§\ªÊªS�B�1£Í�. J�a�\¬��~¹X§\ª�·� J��ª��À  =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�J�º©� =¢y¶W�B��¤~»D¬�§V­k¢y¹\µd�B��ªS§Y�~¤a��¹. J¤8¢y§*³i²D�X§b»D¬�¤��X�J¢S¢y§\ªSµd�B��·º J¬ � ��	!6�.1* 	(%�,�*��i²1ÁB¹X��¹X¢L =�~¤aªS¹;µd�J¬�¢
¤a���\�a¬�¢y§V�U �£y�=¢yªS¤~�J�����a§\ªb·�§\��ªS¤8£y¹\ªfª\À ¹\�X¢y¤a¦9§X�1£.Î
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kBTC

2
(ω − ω0)2 C ≈ 75 nm (torsion)

εbend =
kBTA

2
ρ2

DNA A ≈ 53 nm (courbure)
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Y �!��\ �!^�`_a4b�b�^,efef^,`_a4svt�n>o n�g m_r�`2h!d3h!]2h!d3^ ^[]jx)m,h!g�]jx_s x2n�l&b�a4`�n�g�^ ]2^,n�ef^�d3h!efl[m,n�e~^ kpo � � � � e~a(]2l[b�a4`_a6x2sfh!g ^,g/x_`j^g�n�m[efl,h!]2h!d3^[]C^Rx efsfg �!^,`2] b�^,n�x ]_^,dwi�ef^,`Ca4`@x2s � m,sf^[efef^:b�n�sf]_t�n>o n�g�^E]_^,n�ef^Ed3h!efl,m[n�ef^Em,h!g�g�^Rc�^Tsfg/x_^,`@��s~^,g/x \ � a �jn�]2x2s � m[a6x_sfh!g^,]2x;t�npo n�g�g�n�m,efl,h!]_h!d3^�� � r�sf]2x2h!g�^,]w^Rx Y 
�� b�i{k>o � � �T�T^,]2x;n�g�^�^[g/x2s x_l�i�sf^,g{k�l � g�sf^!� sfk�^,g/x_sft�n�^�mPr�^���x2h!n�x2^,]�ef^,]^,]_b�q,m,^[]:^,n�m[a4` �/h!x2^[]�^RxEt�n>o sfep^,]2xEb�h!]_]2sfi�ef^Tk>o lRx2n�k�sf^,`Esf]_h!efl,d3^,g/xv� � n �!^,` ��� �
� � Y[�!��� � � � ^�
�h!`j^[]jx2s~^,`E^Rx � s �/h!e~a4g/x Y[�!��� �0\Y � ��\ � h!n�`3t�n�^ e}o n�x_sfefsf]_a6x_sfh!gKk>o n�g d3h�k�q,ef^��  �&
)*��������� ��&
� ��'($
����+�!#��a4sfx3n�g ]2^[g�] �Csfe�
�a4n�x3d �[d3^�m,h!g�]2sfk�l,`2^,`�k�^[]efh!g �!n�^,n�`j] ]_n�b-l,`jsf^,n�`2^,] a4nWb$a4] k�^Ce~aEk�h!n�i�ef^ r�l,efsfm,^ \ � ^Cb�efn�][� m,^ d3h�k�q[ef^ r�h!d3h��!q,g�^Cg�^ k�l,m,`jsf`_a�t�n�^ k�^[]8b�r�l,g�h!d3q,g�^,]h!��ef^,]�^��-^Rx_]�k�^�]2l[t�n�^,g�m,^Tb�^[n��/^[g/x �Rx2`2^Tg�l �!efs �!l,][��]_h!s x b$a4`jm[^Tt�n�^�e~avg$a6x_n�`2^Tk�^,]�i$a4]2^[] g>o sfg�x2^,`j��sf^,g�x�b$a4][��]_h!s x b$a4`jm,^t�n�^uef^,]E^��-^Rx2]�]2^vd3h �/^,g�g�^[g/x�a4n�c�l,mPr�^,efef^,]:m,h!g�]_sfk�l[`jl,^,] \Y ��Y!\ � h!g�g�h!g�]�n�g h!`jk�`j^�k�^ �!`_a4g�k�^[n�` � γ(∆l)2/2l = kbT.(∆l/l)2.l(nm).(1100/4.4)
\ � eE] o ^,g�]2n�s x3t�n�^ e}o l,g�^,`��!sf^x_r�^[`jd3sft�n�^ kBT g�^�b�^[`jd3^Rx�n�gKa4efefh!g �!^,d3^[g/xw`j^[e~a6x2s 
�k>o a4nKb�efn�] Z�� b�h!n�`�n�gKefsfg �!^,`;k�^ 
�� b�a4sf`2^,]�k�^�i$a4]2^,]�^Rxk>o a4n b�efn�] Y�� b�h!n�`vn�g efsfg �!^,`Tk�^ Y[Z�� b$a4sf`2^,]uk�^�i�a4]_^,] \ ��s h!g&a4b�b�efsft�n�^�n�g�^ 
�h!`jm,^ f < 10 b �W�psfe a4b�b$a4`2a��fxWn�g�^k�l�
�h/`jd�a6x2sfh!g
`j^,e~a6x_s �/^ ∆l/l = f/γ < 1

� ^Rx3sfe�][o ^,d3d�a �/a4]2sfg�^�n�g�^|l,g�^,` �!sf^ f2l/2γ ≈ 0.3 kBT `j^,e a6x2s �/^,d3^,g�xg�l��!efs �!^[a4i�ef^ \
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Ω
³lª\À ¹X�X¢y¤8£; J¤a��ªS¤�Î

(
F
Mt

Mb

)
=
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εfibre(S) =
kBTA%2(S)

2
+
kBTCΩ2

2
+
γ u2(S)

2
+ kBTgΩ(S)u(S)

­ É � É ³
�e�a�a§ 	 
 : !U+ ,1�~§Xª±�\�J��ªQ£L J�1£y§Xª±¹\�~ JªQ£y¤~»1¬�§XªF·�§5�U f¿�¡�¢y§l·�§5�L©�¢y�J¶_ *£y¤a��§BÎ*�~ Y�a�B��ÁB¬�§X¬�¢F·�§5µd§X¢yªS¤aªQ£L J���\§2·�§5�\�J¬�¢y¡�¬�¢y§
A ²,�~ ��~�J��ÁJ¬�§\¬�¢r·�§ºµd§X¢yªS¤aªQ£L J���\§Í·�§W£y�=¢yªS¤~�J� C ²±�a§_¶W�D·�¬��a§º¹\�~ =ªQ£y¤U»1¬�§ γ ­�¬���§W¼k�=¢y�\§*³s§i£^�a§_�\�1§XËW�\¤a§\�1£r·�§�\�B¬�µ��~ JÁJ§

g
§\�1£S¢y§_��À ¹X£y¤8¢y§\¶W§\�1£^§X£^�~ Ê£y�J¢yªS¤a�B� ­�ªy J��ª^·�¤a¶W§\��ªS¤~�J�d³ ¾ °�§\ªr =¬�£S¢y§\ªs£y§X¢y¶W§\ª�»1¬N J·�¢L =£y¤~»1¬�§Xª�ªS�J�1£�D¬��aª_µd�J¬�¢Í·�§\ªº¢L =¤~ªS�J� ·�§�ªQÂ�¶W¹X£S¢y¤a§ ¾lÅ �B¬�ª_¬�£y¤a�a¤aªS§X¢y�B��ªÍµ��a¬�£��=£¥��À §XÃ�µ�¢y§\ªSªS¤a�B� ·�§ εfibre
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εfibre =
[kBTCF 2 + γM2

t − 2kBTgFMt]

2(kBTCγ − k2
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+

M2
b

2kBTA
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�L©�¢y�B¶º *£y¤a��§ ��� � Å ³l¶º J¤aªY�a§\ªY�\�B�1£S¢L J¤a�1£y§\ª\²�£y�J¬�£b J¬�ªSªS¤0¼k J�\¤a�a§\¶W§\�1£b§X£Y¬���¤a¦B��»1¬�§\¶W§\�1£@¢y§X�~¤a¹\§Xª� J¬�Ã¥¹\��§X¢yÁJ¤a§\ª¹\�~ JªQ£y¤~»1¬�§\ªY·� J��ªf�a§�¢y¹\ÁB¤a¶W§V·�§;¢y¹\µd�B��ªS§V�a¤~��¹. J¤8¢y§ ¾
• �J�� =µ�µ��a¤U»1¬�§�·�§\ªf�\�J�1£S¢L J¤a�1£y§\ª (~F , ~M)

Ä^�~ �¿N¡�¢y§/�
• �J�Ê¹X�X¢y¤8£b��À ¹\��§X¢yÁB¤a§V£y�J£L J�a§ Efibre(~F , ~M)

·�§V�~ �¿�¡�¢y§B²�·� J��ªf�a§V¶W�D·�¸\�a§��\¤8Ïo·�§\ªSªS¬�ª5�
• �J�W·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§J²J§X�r¬�£y¤a�~¤aªy =�D£5·�§\ªF =¢yÁB¬�¶W§\�1£yªF·�§@ªQÂ�¶W¹X£S¢y¤a§B²J�a§\ªF�\�B�1£S¢L =¤~�1£y§Xªe�a�1�. J�a§\ª (~fj , ~mj)

 =¬r��¤a¦9§. =¬r·�§�L©N B»1¬�§;�~¤a� "9§X¢
j ¾ �F�Í���J£L =�D£ Oj(s)

�~ �µ�¢y�*´Q§\�X£y¤a�J�Ê�J¢S£y©��BÁB�J�N =�~§VªS¬�¢2�|À  =Ã�§ ~A ·�§;�~ �¿�¡�¢y§�·�¬¥µd�B¤a�1£f�\�J¬�¢L =�1£
Pj(s)

�a§V�~�J��ÁW·�§���À � � Å Î
{

~fj(s) = ~F

~mj(s) = ~M − [ ~Oj(s)Pj(s)] ∧ ~F
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• �B�¥¹\�X¢y¤8£b J�a�J¢yªY��À ¤~·�§\�1£y¤8£y¹ Efibre =
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��À  *Ã�§B²�¤~��¦D¤~§X�1£ ukv ��x Î

A =
AD/l

1 − (C−A)
2C

sin2 z

C =
CD

l

(
tan2(η/2)

3
+ cos2 z +

A

C
sin2 z

) (
1

1 + tan2(η/2)
3

(
cos2 z + C

A
sin2 z

)
)

γ = kBT
D

l

(
A cos2 z + C sin2 z

r2 cos2(η/2)

) (
1

1 + tan2(η/2)
3

(
cos2 z + C

A
sin2 z

)
)

g =
D

l

(
(C −A) sin z cos z

r cos(η/2)

) (
1

1 + tan2(η/2)
3

(
cos2 z + C

A
sin2 z

)
)
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φ
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�� ù�
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Í?1< > +
OJGU&=KSZ*E8/=<�[X&�/=[X<JG|/=Z\<Bp;/*&�(*)¥<J/
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}a4s x�t�n>o ^,efef^,]8g�l,m,^,]_]2s x_^,g/x n�g�^�a4mRx_s �4a6x_sfh!gm,sfi�efl,^ b$a4`�n�g�^ h!n b�efn�]2sf^,n�`2]�^,g � ��d3^,]�]_b�l,m,s � t�n�^,])k�h!g�g�^�k�^,]�d3h �/^,g�]�k�^ m,h!g�x2` �/ef^,`�x_`jq,])b�`jl,m,sf]_l,d3^,g�x�^Rx�x2`2q,]

�	�	�



��� � � �9�	��
����

��À  =¤�·�¹\�i¢y¤a£e =¬ºÆlÈ ¾ � ¾ Èb�|À ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¹X£L =£y¤a�B�^�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§@·�¬s¢��J�~§2·�À ¬����\ =£L J�8Â�ªS§\¬�¢.ÎB¤a��¶W�D·�¤8¿N§5�~§@µN \Â�ªy =ÁB§2¹X��§X¢SÏÁB¹X£y¤~»1¬�§�­�¹\��§i¢yÁB¤a§b�J¬º§\�1£y©� J�aµ�¤a§Y�a¤a¡�¢y§XªL³e§\�º J¡� J¤aªSªy J�1£@�a§\ªl¡� =¢S¢y¤a¸X¢y§Xª\²D¦9�B¤8¢y§Y§\�W�X¢y¹\ J�1£@·�§f���J¬�¦9§\ J¬�Ã��L©�§\¶W¤a��ª
¢y¹. J�i£y¤~�J����§\�aª\²±�\§_»1¬�¤e¦J  - 0 0 
�. 
��#*��). - 0 + !�
�,z+ #&%J* 	Q*!. - � 
 - 0 ,z+ �(! ¾ �B§W¢L Jµ�µd§\�a�a§X¢L =¤@¡�¢y¤a¸\¦B§\¶W§\�1£���À  =¢yÁB¬�¶W§\�1£·� =��ª,�~§@�\ JªF·�À ¬��s¶W�D·�¸X�~§@Äb·�§\¬�Ã�¹i£L =£yª

S
§X£
P
­| JªSªS�1�\¤a¹fµ� =¢±§XÃ�§\¶Wµ��a§lÄb¬���§e£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B�^�X�B��¼H�J¢y¶º =£y¤a�J����§X�a�~§J²

ÆsÈ ¾ � ¾ ÈB³ ¾	' ��µd§\¬�£�·�¹X¿N��¤8¢8U � �^·�§Xª;�\�J��ªQ£L J�1£y§Xª��\¤a��¹X£y¤~»1¬�§\ª\² k §X£ k′ ²d¹\Á9 =�a§\ª�ÄW�U ºµ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹�µN =¢;¬���¤a£y¹s·�§£y§\¶Wµ�ª\²1¢y§\ªSµd§\�i£y¤a¦9§\¶W§\�1£f·nÀ ¬���§b£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�
S → P

§X£Y·nÀ ¬���§b£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�
P → S ¾ �e�a�a§\ªb·�¹\µd§\��·�§\�1£2·�§b£y�B¬�£�a§��L©�§\¶W¤a�Í¢y¹. J�X£y¤a�J����§X�±¶W§\�� J�1£Y¢y§\ªSµd§\�i£y¤a¦9§\¶W§\�1£;·�§
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�B�Ç 
k = cte. exp[−β(FT − FS)]

§X£
k′ = cte. exp[−β(FT − FP )]
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�a§\ªF�\�B���\§\�1£S¢L *£y¤~�J��ªL³,ªS¤

Yq
��À §\ªQ£F¹\Á9 J��Ä; J¬��\¬��

Xi
�=ªS¤

Yq = Xiq

²J¤a�D¼k J¬�£±¢y§\¶Wµ��U =�\§X¢
bq
µN =¢

bq − aiq ¾ ¨l§\ª@¹.»1¬N =£y¤a�B��ª@µd§\¬�¦B§\�1£@ªS§�·�¹.·�¬�¤8¢y§�·�§\ª@¹.»1¬N *£y¤~�J��ª@¶W�B�a¹\�X¬��~ J¤8¢y§\ªf·� =��ª@�~ s�. B·D¢y§�·�À ¬���§
-��:����� 0 �J*
	�* 0 �E-(� � � ��
Q*�!7 °�§\¶º =¢y�L©N =�N· §X£&N;¤~·� J� É5� X�X�&��BÐ ��À �B� ��¹XÁB�a¤aÁB§��~§Xª �N¬��X£y¬N *£y¤a�B��ªºªQ£L *£y¤aªQ£y¤U»1¬�§\ª_§X£_�a§\ª�N¬��X£y¬N *£y¤a�B��ªeªSµN =£y¤~ J�a§Xª2·�§b·�§\��ªS¤a£y¹ ¾ °' V�a�B¤d·�À  =�X£y¤a�B�_·�§f¶º JªSªS§Y��§Yª\À  Jµ�µ��a¤~»1¬�§YµN =ªl�a�J¢yªy»1¬�§b�~ �¢y¹. =�X£y¤a�B�_��À §\ªQ£µN =ª,¹\�a¹\¶W§\�1£L J¤8¢y§;­�µ� =¢,§XÃ�§\¶Wµ��a§B².¬���§e¢y¹\ J�X£y¤a�B�

S → P
�. *£L J�8Â�ªS¹\§@µN *¢±¬���§5§\� �XÂ�¶W§

E
·��B¤8£±ÌX£S¢y§l·�¹\�X�B¶Wµd�BªS¹\§

§\��¹X£L Jµd§\ª
E + S ⇀↽ ES

§i£
ES → E + P

³ ¾ �e�a�a§r¹\�L©��J¬�§^µ��~¬�ª�µ�¢y�=¼k�J�N·�¹X¶W§\�1£��a�J¢yªy»1¬�§^�a§\ª ��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ª¶W¤a�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ª2µ� =¢S£y¤a�\¤aµd§\�1£Y·�§b¼� �(\�B�Í§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§sÄ��~ ^�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§;§X£f¶W�D·�¤8¿N§X�1£2�a§\ªf¹\»D¬� =£y¤a�B��ªf·�À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�·�§Xª±�\�B���\§\�1£S¢L =£y¤a�J��ªF¶W�.Â1§X����§\ª\²*�\�J¶W¶W§�´Q§@��À  J¤�·�¤aªS�\¬�£y¹2 J¬WÆlÈ ¾ � ¾aÉB¾ �B§@¦J J¤aª±¶º J¤a�1£y§\�� J�1£,µ�¢y¹\ªS§\�1£y§i¢e»1¬�§\�~»1¬�§\ª¶W�D·�¸\�a§\ª2�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§XªY·�§;¢y¹X¼k¹i¢y§\���\§Vµd�B¬�¢Y·�¹X�X¢y¤8¢y§V�|À  =�X£y¤a¦�¤8£y¹�§\� �XÂ�¶º =£y¤~»1¬�§ ¾
:<A =?G	H �()/A �F; K�% @�; N�O9ABH�A �+; �FCFL9A()Q;/' A @ �+AEKF@�A K

°0§b¶W�D·�¸\�a§;·�§b¡� JªS§b§\ªQ£@�\§\�a¬�¤n =ªSªS�1�\¤a¹V J¬�ÃW���J¶Wªl·�§ 2Í¤~�L©� J§\�a¤aªf§i£?2Í§\�1£y§\�B É���É ��& ¾�� �d·�¹X�X¢y¤8£@�U �µ��a¬�ªlªS¤a¶Wµ��a§·�§Xªe¢y¹. J�X£y¤a�J��ªl§\�J�iÂ�¶º *£y¤~»D¬�§\ª\ÎB¬��WªS¬�¡�ªQ£S¢L =£
S
§\ªQ£5£S¢L J��ªQ¼H�J¢y¶W¹Y§X�W¬��Wµ�¢y�D·�¬�¤8£

P
ÄV��À  =¤~·�§;·�À ¬���§f§\� �XÂ�¶W§

E ¾°' V¢y¹\ J�X£y¤a�B�_§\�J�iÂ�¶º *£y¤~»D¬�§
S

E−→ P
§\ªQ£@¬���§f¢y¹\ J�X£y¤a�B�_�i©�¤a¶W¤U»1¬�§f�\�B¶Wµ��~§iÃ�§ ¾ ®,�B¬�¢@§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§X¢2ªy ��\¤a��¹X£y¤~»D¬�§B²¤a�'¼� =¬�£;ªS§�¢L =¶W§\��§i¢;ÄW¬���ªS�L©�¹X¶º r�\�J��ªQ£y¤8£y¬�¹�·�§V¢y¹. J�X£y¤a�J��ª;¹\�a¹\¶W§\�1£L =¤8¢y§\ª\²d�a§\ªbªS§\¬��a§\ª; J¬�Ã�»1¬�§X�~�a§\ªY�B��µ�¬�¤aªSªS§

 Jµ�µ��a¤~»D¬�§X¢f�U ^�a�J¤'�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§V·�À  J�i£y¤~�J��·�§�¶º JªSªS§ ¾ °0§�ªS�i©�¹\¶º �µ�¢y�Bµd�BªS¹V§\ªQ£Y�a§VªS¬�¤a¦J J�1£.Î

S + E
k
⇀↽
k′

ES
kcat−→ P + E [S] ≡ s, [E] ≡ e [ES] ≡ c

­ É �QPB³

' �WªS¬�µ�µd�JªS§b¤a�\¤n»1¬�§Y�a§bµ�¢y��·�¬�¤8£l§\ªQ£@�X�B��ªS�J¶W¶W¹Y·�À ¬���§f¼� �(\�B�_�J¬¥·nÀ ¬���§b J¬�£S¢y§CU ���9²D·�§YªS�=¢S£y§;»D¬�§Y�~ V¢y¹. =�X£y¤a�B�¤a�D¦9§X¢yªS§
E +P → ES

��§;ªS§;µ�¢y�D·�¬�¤8£2µN =ª ¾ �B§����J£y§X¢L =¤ c �U s�\�J���\§\�1£S¢L *£y¤a�B�Ê·�¬_�\�J¶Wµ��a§XÃ�§b§\�J�iÂ�¶W§iÏoªS¬�¡�ªQ£S¢L =£
ES ¾ � �eÂ� Í�\�B��ªS§X¢y¦J =£y¤a�B� ·�§r�~ Ê�\�J���\§X�1£S¢L =£y¤a�B� £y�J£L =�~§º·�§W��À §\� �XÂ�¶W§rµ�¬�¤~ªy»1¬�§r�\§\�a�a§XÏ �\¤l§XªQ£s¢y¹XÁB¹\��¹X¢y¹\§_ÄÍ�~ 
Y �4��\�� ^ ]_^,g�] ]_^Cx2`2h!n��/^�b$a4` ^Rc�^[d3b�ef^ k$a4g�]�� � n�`jsfg � Y[���!Z6�0\ � a4g�] n�g;]_^,g�] b�efn�] `2^,]jx_`j^,sfg�x[�/e~a (( efh!s�kpo a4mRx2sfh!gwk�^�d�a4]2]_^ ))k�l,]_s �!g�^ve~a;`j^[e~a6x2sfh!g ^,g/x_`j^Wef^,]�m,h/g�m,^[g/x_`_a6x_sfh!g�] � � � ��+�!#� � � � ��� �

k
∏

i

x
ai
i,eq = k′

∏

j

y
bj

j,eq

� ^,xjx2^)e~h!s k>o a4mRx2sfh/g�k�^�d�a4]_]2^�`j^ �2h!sfg/x�e~a m,h!g�k�s x2sfh!gKk�^�i�sfe~a4g�k�lRxPa4sfefefl�k�sf]2m,n�x2l[^|a4n � Z�\fY!\ 
 � ^,efef^�g>o ^,]jx�k�h!g�m)b�e~n�]�/l,`2s � l,^uk�q,]Et�n�^vk�^,]��$n�c�b$a4`jm[h!n�`2^[g�x�ef^T] ��]2x2q,d3^v^Rx:ef^Td�a4sfg/x_sf^,g�g�^,g/x:r�h!`2]:kpo l[t�n�sfefsfi�`j^vmPr�sfd3sft�n�^ \Y �4��\�� g b�^[n�x)`j^,g�k�`j^ b�efn�]�`jl[a4efsf]2x2^�m,^�]2mPr�l,d�a&^[g ^,c�b�efsfm,s x_a!g/x�e~a(m,h!g�]2h!d3d�a6x_sfh!g
k�^ P � x_^,`jd3^ −uP ��m,^ t�n�sm,h!`2`j^,]_b�h/g�k
a4n�c&]_s x2n$a6x_sfh!g�]W^Rc�b�l,`2sfd3^,g/xPa4ef^,] � ��' 	�� ��� � \ � h!n�`un�g�^3^,g � ��d3^ � ' 	���	��!�>e~a)]_s x2n$a6x2sfh!g{^,]2xub$a4` 
�h!sf]Wb�e~n�]m,h!d3b�efsft�n�l[^Tm[a4`:ef^Tb�`jh�k�n�s x P b�^,n�x:`2lRx2`2h/a �/sf`:b�efn�]�h!n|d3h!sfg�]�k�sf`2^,mRx_^,d3^,g/x�]_n�`�ef^,]Ek�s �-l,`2^,g/x_^,]TlRx_a4b�^,]�k�^v]Pa 
�a4i�`js 
m[a6x_sfh!g(� ��h!efk�i�^Rx_^,` Y[�!���6� ��g�h!n�]Ee~a4sf]_]_^,`jh!g�]Esfm,s>k�^vm��4x2lWm,^Rxjx_^Wk�s �3m,n�e x_l \
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¿N�"·�§¥�~ �¢y¹. J�i£y¤~�J�0Î
e + c = cte = e0 ¾ ®,�B¬�¢WÌi£S¢y§¥�\�B¶Wµ��~§i£yª\²±¢L =µ�µd§\�a�B��ª^£y�J¬�£W·nÀ  =¡d�J¢L·"��À §\��ªS§\¶^¡��a§Í·�§\ª©1Â�µn�=£y©�¸XªS§\ª^¤a¶Wµ��a¤a�\¤8£y§\ªr·� J��ª^��À ¬�£y¤a�~¤aªy *£y¤~�B� ·�¬"¶W�D·�¸X�a§Í·�§ 2Í¤a�i©� J§\�a¤aªW§X£ 2Í§\�1£y§\��ÎF¤a�2�0À Â" �»1¬0À ¬���§_ªS§X¬��a§

§\ªSµd¸\�\§�§\�J�iÂ�¶º *£y¤~»D¬�§B²D�a§Vµ�¢y�D·�¬�¤8£
P
��§�ªS§;¼k�=¢y¶W§�µN Jª2§\�Í��À  J¡�ªS§\���X§s·nÀ §\�J�XÂ�¶W§\ª\²D�~ �¢y¹. =�X£y¤a�B�Ê§\� �XÂ�¶º =£y¤~»1¬�§�0À §\ªQ£Yµ� Jªf�\�1�Bµd¹i¢L =£y¤a¦9§�§X£f¤~���0À Â¥ ^µN =ªY·�§;¢y¹X£S¢y�9 =�X£y¤a�B��·�¬Íµ�¢y�D·�¬�¤8£

P
ªS¬�¢Y�~ ^�\¤a��¹X£y¤~»D¬�§V§X�J�XÂ�¶º =£y¤~»1¬�§ ¾

maxV

maxV

V=dp/dt

s

2

K
m

n=1

� �U�n�0�*� 1=��v$3 7'Ea/=ZiKyE :�(=<rCVE [Jm=+J<=> E <J/9/=<B6 �B+r-BE KQ<X)Q)S<
V
?9<_> +ÊGUZ\+=[iKyE &�/W<X)PK�?1Zitn/BE <s[X&�C�Cb<¥> <KS+1(\I¥+*-=<\[¥> <\:�(=<J>0> <_OBG~&D?�(BE Kb)S<^jk&1G|Cb<º+1(WKP&�(.K�?1ZJR1(.K�?1<¥> +�GUZ\+=[iKyE &�/Dh$�S(*)PKQ<W+DOJGUgX)r> +Wt�/_?�(

GHZ T EaCb<;KXGU+1/*)LE KP&DEaGU<�?�(1GU+D/.Kb> <\:�(=<=>N> <X)f<X)XOBg\[\<i)�Ea/.KQ<JG|CbZ\?�E +BEaGU<X) 	 [X&�C�O1> <LIJ<X)Y<=/*]iA1Cb<X)P` )X(1R*)PKiGU+*K 
)S<�jk&1G|Cb<J/.KXp
V
<i)PK�GU<JOJGUZX)S<J/.KQZ\<�<J/�jH&�/=[iKyE &�/ ?1<Ç> + [X&�/=[X<J/.KXGU+.KLE &�/ E8/BE KLE +1> <

s0
?1<�)X(1R*)oKXGU+*K

	 <X)XOBg\[\<WKXGU+1/*)Pjk&1G|CbZ\<¥+1(Ê[i&�(1G~)^?1<Ê> +�GUZ\+=[iKLE &�/�
Xh,+.-=<\[
s0 À e0

)yE
e0
<i)PKº> +Í[X&�/=[\<J/.KiGH+.KLE &�/

KQ&JKQ+1> <�?NM <J/*]LA1C;<i)\6

®e�a¬�ªS¤a§\¬�¢yª¥ J�N =�8Â�ªS§Xª¥�\¤a��¹i£y¤~»D¬�§\ª¥·�§��\§�¶W�D·�¸\�a§�ªS�J�1£Í J�a�=¢yª¥µd�BªSªS¤a¡��a§\ª\²@ªS¬�¤a¦J J�1£_�a§\ª_©1Â�µd�J£y©�¸XªS§\ª_»1¬�§Ê��À �J�¤a�1£S¢y��·�¬�¤8£.²5§X£_§\�a�a§\ª¥�\�J�N·�¬�¤aªS§\�1£¥ÄÇ·�¤ 3n¹i¢y§\�1£yªW¢y¹\ÁB¤a¶W§\ª ¾ °0  �\¤a��¹X£y¤~»1¬�§�·�§ 2¥¤~�L©N =§\�a¤aªÍ§X£ 2Í§X�1£y§\� ·�¹\�\�J¬��a§·�À ¬���§ ��
 ����,�� 6�'�* 	CQ 
 #&%k+ . + �&� *,�a�1�. J�N·�§2�~ ;µ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§l¢y¹. =�X£y¤a�B� ¾ °' ;�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§2·�§ �e¢y¤~ÁJÁBª5§X£ 
; J�~·� J��§2ª\À �J¡�£y¤a§\�1£
ªS�B¬�ª,��À ©1Â�µd�=£y©�¸\ªS§l·�§ #&% -('a+*) '#, -�,�+ �"!/!F-"��+ , 


dc/dt = 0 ¾�7 ��§F£S¢y�J¤~ªS¤a¸\¶W§l Jµ�µ�¢y�1�L©�§5§XªQ£±��À  Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B� #&% -('a+*)
'#, -�,z+ #&%J*i²B�\�B��ªS¤~ªQ£L =�1£5ÄbªS¬�µ�µd�BªS§i¢e»1¬�§

s = s0
�=§\�a�a§2µd§X¢y¶W§X£±·�§@·�¹\�X¢y¤8¢y§@�~ ;¶W¤aªS§l§\��µ��U =�\§2·�§l�~ b�\�B���\§\�1£S¢L *£y¤~�J�

ªQ£L =£y¤a�B���N =¤a¢y§
c∗(s0)

²d J¬�ÃÍ£y§X¶ºµ�ª2£S¢y¸\ªb�\�B¬�¢S£yª ¾ °eÀ  J�8£y§X¢y�� =£y¤a¦9§s§\�1£S¢y§s Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º *£y¤~�J��»1¬N =ªS¤8ÏoªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§�§X£ Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B�W»1¬N =ªS¤aÏ ªQ£L *£y¤U»1¬�§f§\ªQ£e£y�B¬�£lÄ;¼� J¤8£lÁB¹X��¹X¢L =�~§��D§X�a�~§YªS§2¢y§\���\�B�1£S¢y§Y·� J��ªF£y�J¬�£y§\ªe�a§\ªl·�Â��� J¶W¤~»1¬�§XªeÄ
·�§X¬�ÃW¹\�L©�§\�a�a§\ªf·�§b£y§X¶Wµ�ªl¡�¤~§X�¥ªS¹\µ� =¢y¹X§\ª�­oÆ4� ¾ ÈJ³ ¾ °' �¢y¹XªS�B�a¬�£y¤a�B�Íµd§i¢S£y¬�¢y¡N *£y¤a¦9§; JªSªS�1�\¤a¹\§V§\ªQ£2µ�¢y¹\ªS§X�1£y¹\§;µ��a¬�ª§\�Ê·�¹i£L J¤a�0�\¤8Ïo·�§\ªSªS�J¬�ª ¾
°eÀ  Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B�Ê·�§�2Í¤a�L©N =§\�a¤aª;§i£ 2Í§\�1£y§\� ªS¬�µ�µd�JªS§^»1¬�§��~ W¢y¹. J�i£y¤~�J�

S + E ⇀↽ ES
§\ªQ£VÄº��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§J²�ªS¤¡�¤a§\��»1¬0À �J�Êµd§\¬�£Y§XÃ�µ��~�J¤8£y§X¢;�~ ^¢y§\�~ =£y¤a�J��·�§V¡�¤a�~ J��·�¹X£L =¤~�a�a¹

se/c = k′/k
�N�X§X£S£y§s Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B�Ê§XªQ£;¦J =�~ J¡��a§

ªS¤±�U W¢y¹. J�X£y¤a�J��µ�¢y�D·�¬�¤aªy J�1£
P
§\ªQ£V¡d§. =¬��\�J¬�µ�µ��a¬�ª;�a§\�1£y§r»1¬�§���À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢L *£y¤~�J�Ç·�§��~ _µ�¢y§X¶W¤~¸i¢y§s¢y¹. =�X£y¤a�B�0²��X§»1¬�¤nª\À ¹X�X¢y¤8£;»D¬� J�1£y¤8£L =£y¤a¦9§X¶W§\�1£
kcat ¿ k′ ¾F' �¥�B¡�£y¤a§\�1£Y J�a�J¢yª\Î

V ≡ dp

dt
= Vmax

(
s

Keq + s

)
Vmax = kcat e0 Keq =

k′

k

­ É �/�9³
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°eÀ  Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B�Ê·�§.�e¢y¤~ÁJÁBªb§i£4
� =�U·� J��§ ªS§^¢L =¶W¸\��§^Ä_¬���§ -��:�/�����S+�� -�,z+ �(! #&% -('a+*) '#, -�,z+ �(!/! -S+��#*i²'¶W¤aªS§�§\�
�V¬�¦1¢y§@·� =��ªF·�§l���B¶�¡�¢y§X¬�ªS§\ª'¢y¹. J�i£y¤~�J��ª5·�§@�. *£L J�8Â�ªS§f§\� �XÂ�¶º =£y¤~»1¬�§ ¾�' ��Â�ªS¬�µ�µd�JªS§f»1¬�§@�a§@�\�B¶Wµ��~§iÃ�§@ *£S£y§\¤a�D££S¢y¸\ª�¢L =µ�¤~·�§X¶º§X�1£�¬���¹X£L *£s·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§J²0�X�B�1£S¢��B�a¹rµN *¢��~ ¥�\�J���\§X�1£S¢L =£y¤a�B�

s
·�§^ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£  $V§X§\��§X¢V§X£ * ��§iÂ�·É���� X�& ¾�' �Í¹X�X¢y¤8¢L  dc/dt = 0

²��\�J�N·�¬�¤aªy J�1£bÄ
kes = (k′ + kcat)c = ks(e0 − c)

²�·�À �BÐÍ��À �B�Í£y¤8¢y§V��À §XÃ�µ�¢y§\ªSªS¤a�B�
ªS¬�¤a¦J J�1£y§�µd�B¬�¢Y�~ ^¦D¤a£y§XªSªS§�·�§;¢y¹. J�X£y¤a�J�0Î

V ≡ dp

dt
= −ds

dt
= Vmax

(
s

Km + s

)
Vmax = kcat e0 Km =

k′ + kcat

k

­ É �:9B³
°' W·�¹\µd§\��·� =���\§s·�§��\§X£S£y§s¦D¤8£y§\ªSªS§sµ� =¢b¢L =µ�µd�J¢S£;ÄW�~ W�\�B���\§\�1£S¢L =£y¤a�B�

s
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s̃ ≡ s

s0
, c̃ ≡ c

e0
, Km ≡ k′ + kcat

k
λ ≡ kcat

ks0
ε =

e0
s0
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τ = t/ε
§i£Y��À ¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J��ª\À ¹\�i¢y¤8£� =�a�J¢yª\Î

ds̃

dτ
= ε[−s̃+ c̃(s̃+Km/s0 − λ)]

dc̃

dτ
= s̃− c̃(s̃+Km/s0)
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s ≡ s0
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c
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c(0) = 0
´Q¬�ªy»D¬�À Ä¥ªy ¥�\�B���\§\�1£S¢L *£y¤~�J� §\��¢y¹\ÁB¤a¶W§^ªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§

c̃∗ = s0/(Km + s0)
­�ªS�J¤a£

c∗(s0) = e0s0/(Km + s0)
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δt ∼ O(ε)
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s̃

dt
= −s̃+ c̃(s̃+Km + λ) ε

c̃

dt
= g(s̃, c̃) ≡ s̃− c̃(s̃+Km/s0)
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limτ→∞ s(τ) = limt→0 s(t) = s0
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limτ→∞ c(τ) = limt→0 c(t) = c∗(s0)
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substrat

c

s

e   −c0

c(    )
c*(s)

statique
quasi− quasi−

stationnaire

� �U�n�0�*� 1=�~} 3 �J<X)5?1<J(\I^GUZ T E8Cb<X)l[*E8/=ZiKLE :�(=<X)F?�(b)S[Jm=Z=C;+�?1< �^E [Jm=+=<J> E )F<iK �s<J/.KQ<J/D6�
2(\I�KQ<JC�O*)[X&�(1GaKQ)Xhd&�/¥(.KLE8> E )S<r> M +1O1OJGU&\I9EaCb+.KLE &�/�:�(=+=)LE `o)oKS+.KLE :�(*<
s ≡ s0

<iK�> +r[i&�/=?�E KyE &�/rEa/BE KyE +D> <
c(0) = 0

p
+D(\IsKQ<JC�O*)�> &�/ T )\h�&�/º(.KyEa> E )S<s>8M +1O1OBG~&\I9EaCb+.KLE &�/�:�(=+=)yE ` )PKS+.KLE &�/1/*+9E8GU<'	 (( +DO1OJG~&.I9E8Cb+*KyE &�/�?1<|�FGkE TJT )<iK �±+D> ?1+D/=<

))


@)X(BE -=+D/.Kb> +=:�(=<J> > <
c
<X)PKf<i)S[J> +.-=<V?1<

s
�
c ≡ c∗(s)

6 �J+�-=<JGaKLE [X+D> <sOB&DE8/.KLEa> > Z\<b[X&1G GU<X)o`
OB&�/=?W+D(s[JG~&B)P)Q&J-=<JGF<J/\KXGU<^> <i)@KQ<JC�O*)f[i&�(1GaKQ)

τ ≡ t/ε = O(1)
<iK;> <i)@KQ<JC�O*)�> &�/ T ) t = O(1)
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� ; K�% @�; N	O�A�' �FG	G��(%ED LQ@�;���A�' A @ �FG�A � ��;��F; AEK�@ H9A �
;/)Y)
' ��µd§\¬�£Y¢y§\µ�¢y§X�N·�¢y§��a§�ªS�L©�¹\¶º W·�§�¢y¹\ J�X£y¤a�B��µ�¢y¹\�\¹.·�§\�1£;§i£��\�J��ªS¤~·�¹i¢y§X¢�»1¬�§s��À §\� �XÂ�¶W§� W�~ º�. =µN J�X¤a£y¹^·�§sªS§�a¤~§i¢;Är·�§\¬�Ã_¶W�J�a¹\�\¬��~§Xªb·�§VªS¬�¡�ªQ£S¢L *£Y§X£b·�§��. =£L J�8Â�ªS§X¢bªS¤a¶�¬��8£L J��¹\¶W§\�1£2�a§\¬�¢f£S¢L J��ªQ¼k�J¢y¶º *£y¤a�B�0Î

S + E
k1

⇀↽
k′1

ES
kcat,1−→ P + E S + ES

k2

⇀↽
k′2

ESS
kcat,2−→ 2P + E

­ É 9 É ³

�e�¥¬�£y¤a�a¤aªy J�1£Y��À  Jµ�µ�¢y�.Ã�¤~¶º *£y¤a�B�Ê»1¬N =ªS¤8ÏoªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§Vµd�B¬�¢f�a§\ªY·�§\¬�Ãº§\ªSµd¸\�\§XªY¤a�1£y§X¢y¶W¹.·�¤~ J¤8¢y§\ªV­
ES
§i£
ESS

³i²
�B�Í�B¡�£y¤~§X�1£Y��À §XÃ�µ�¢y§\ªSªS¤a�B��Î

V = e0s
(
kcat,1K2 + kcat,2 s

K1K2 +K2s+ s2

)
K1 =

kcat,1 + k1

k′1
K2 =

kcat,2 + k2

k′2

­ É 9BÈB³
¨l§W»1¬�¤F Jµ�µN *¢L 21~£�ªS¤~ÁJ��¤8¿N�\ =£y¤8¼f·� J��ªV�X§X£S£y§r§iÃ�µ�¢y§\ªSªS¤a�B��§\ªQ£��~ ¥µ�¢y¹XªS§\���X§W·�§�£y§X¢y¶W§XªV»1¬N B·D¢L =£y¤~»1¬�§Xª�§\�

s
»1¬�¤ Jµ�µN =¢L =¤aªSªS§\�1£ ¾�� ��§XªQ£@µd�JªSªS¤~¡��a§;·�§fÁB¹\��¹X¢L J�a¤aªS§X¢2��À  J�N =�8Â�ªS§; J¬W�. Jª5�BÐW�|À §\� �XÂ�¶W§fµd§\¬�£lªS§Y�a¤a§X¢2Ä n ¶W�B�a¹\�\¬��a§\ªl·�§ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£��D�\§bªS�B�1£2 J�a�J¢yª2·�§\ª5£y§X¢y¶W§\ªl§X�

sn »1¬�¤d =µ�µN *¢L J¤aªSªS§\�1£ ¾ ¨l§\�~ s�\�B��·�¬�¤a£2Ä�µ�¢y�Bµd�BªS§X¢2�a§;¶W�D·�¸\�a§ *�� * 0 ,z+ DªS¬�¤a¦J J�1£�µd�B¬�¢s�\ =¢L J�i£y¹X¢y¤aªS§X¢^¬���§r�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§r�\�1�Jµd¹X¢L =£y¤a¦9§W§X£sµd�B¬�¢s¶W�D·�¹\�a¤~ªS§i¢s�~§Xª�·��J����¹\§\ªV§XÃ�µn¹i¢y¤~¶W§X�1£L J�a§\ª�B¡�£y§\�D¬�§\ªf·� =��ªf�X§X£S£y§VªS¤8£y¬N *£y¤a�B�0Î
V = Vmax

(
sn

Kn + sn

) ­ É 9��9³
®,�B¬�¢Y·�§\ªl¢L J¤aªS�J��ªY·�¤a¶W§\��ªS¤a�B����§X�~�a§\ª\²��J�¥�\�J�D¦�¤a§\�1£2·�§b���=£y§X¢2�U s�\�J��ªQ£L J�1£y§;�\¤a��¹X£y¤~»D¬�§;ªS�J¬�ª@�U �¼k�=¢y¶W§

Kn ¾ °' ¼k�=¢y¶W§�·�§;�X§X£S£y§V·�¹\µd§\��·� =���\§;·�§
V
µN *¢@¢L Jµ�µd�=¢S£YÄs�~ ��X�B���X§\�1£S¢L =£y¤a�B�

s
·�§;ªS¬�¡�ªQ£S¢L *£f§XªQ£2¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£y¹\§;ªS¬�¢2�~ ¿NÁJ¬�¢y§ �i¾ � ¾ �e�a�a§^ W��À  J�a�a¬�¢y§^·nÀ ¬���§�ªS¤aÁB¶W�(6 ·�§B²N�\§X�1£S¢y¹\§s§X� s∗ = K

§X£;·�§��~ =¢yÁB§X¬�¢
∆s
·�À  J¬�£L J�1£bµ��a¬�ªY¹X£S¢y�B¤8£y§

»1¬�§
n
§\ªQ£5ÁJ¢L =�N· ¾ ¨l§X£5§XÃ�µd�Bªy J�1£ n ²9 Jµ�µn§X�a¹Y�a§ 0 �3*�� 0 + *�!J, 	�*��,+ . ..§X£5§X�rÁB¹\��¹X¢L J�����J�r§\�1£y¤a§X¢.²1»1¬N =�1£y¤a¿�§f =¤~��ªS¤�~ ^�\�1�Bµd¹X¢L =£y¤a¦D¤8£y¹s·�§��~ �¢y¹. J�X£y¤a�J� ¾

maxV

maxV

s*= K

V=dp/dt

s

n=2

2

K
m

n>>1

∆ s =K/n

n=1

� �U�n�0�*� 1*��� 3$c5Z=O9<J/=?1+1/=[\<
V (s)

)yE T CY&�%k?1+D> <�[X+BGU+J[iKQZJGkE )PKyE :�(=<s?NM8(1/=<�[.Ea/=ZiKyE :�(=<�[X&1&�OBZJGU+.KLE -=<BhOB&�(1G5(1/�[i&�<[�r[*E <J/.Kf?1< �eEa> >
n = 2

&�(
n À 1

	 [i&1G GU<X)XOJ&�/=?1+1/.KuB_(1/=<�[X&1&�OBZJGU+*KyE -BE KQZV?NM +D(.KQ+1/.K
O1> (*)sCb+BGU:�(=Z\<�?1<_>8M +=[iKLE -BE KSZs[X+*KQ+D> A.KLE :�(=<�?1<_>8M <=/*]iA1Cb<r:�(DM E8>�<X)PK T GH+1/=?

X6)��+JG5[X&�C�O=+BGU+9E )P&�/Dh±> +[*Ea/=ZiKyE :�(=< �^E [Jm=+=<J> E <J/1/=<b[X&1G|GU<X)XOJ&�/=?&Bº> +�[i&�(1G|R9<^m.A1OB<JG|RB&�> E :�(=<Y&�R.KQ<J/1(=<�OJ&�(1G

n = 1
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°' Ê¢y¹. J�i£y¤~�J� ��§¥·�¹X¡�¬�£y§¥»1¬0À ¬���§W¼k�J¤aªº *£S£y§\¤a�1£y§¥¬���§_�X�B���\§\�1£S¢L =£y¤a�B�
s∗
·�§_ªS¬�¡�ªQ£S¢L *£Ê­ '�*�%k+ . ³�§X£^ªy �¦D¤8£y§\ªSªS§

§\ªQ£� J�a�=¢yª�µ�¢L =£y¤~»1¬�§\¶W§\�1£b¤~��·�¹Xµn§X�N·� J�1£y§^·�§
s
­ '�-�,*% � -�,z+ �"!D³r­�¦B�B¤8¢� J¬�ªSªS¤lÆ�2 ¾ � ²n¿NÁB¬�¢y§ 2 ¾ XB³ ¾ � *�, *�� *�, *&!, �(% ,.�(% �}+ *�! *�'#, % !F* � -(!U+ D�*�'#, -�,z+ �(! 0 -(� - 0 , 
��}+�'#,�+ #&%J* 	CQ % ! � 
 0 -(!U+�' � * 0 ������
�� -�,z+ D ¾ ¨bÀ §\ªQ£^ªy �µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹i£y¹¹\¶W§X¢yÁJ§\�1£y§s§XªSªS§\�1£y¤a§\�a�~§J²��\§\�a�a§rÄW�~ B»1¬�§\�a�a§��B��µd§\¬�£b¢y¹.·�¬�¤8¢y§s�a§��\�J¶Wµn�=¢S£y§\¶W§\�1£YÁB�a�J¡N J��²��X§^»1¬�¤0§\ªQ£;¼� =¤8£�·� J��ª

�a§_¶W�D·�¸\�a§�­ É 9��9³sÄÍ£S¢y�J¤~ª�µ� =¢L =¶W¸X£S¢y§\ª\Î Vmax
·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£s�a§_��¤~¦B§. J¬ ·�§ºªy =£y¬�¢L =£y¤a�B��²

K
�a�1�. J�a¤aªL J�1£^�~§ºªS§\¬�¤a�

s∗ = K
²D§X£

n
§\ªQ£y¤a¶º J�1£@�~ s�~ =¢yÁJ§\¬�¢

∆s = K/n ¾ ¨bÀ §XªQ£Y J¬�ªSªS¤nªy f´P¬�ªQ£y¤8¿N�\ =£y¤a�B�¥ªS¹\�a§\�i£y¤~¦B§B²�+ 0 *�01�~ V¢L J¤aªS�B�¥µd�B¬�¢�~ B»1¬�§\�a�a§r·�§�£y§\�a�~§XªV�\¤a��¹X£y¤~»D¬�§\ª;ªS§^ªS�B�1£�¶W¤aªS§\ª;§\��µ��U =�\§r =¬��\�B¬�¢yªV·�§s�|À � ¦9�B�a¬�£y¤~�J�0²�µ�¢y¹X¼k¹X¢y§X�1£y¤~§X�~�a§X¶º§X�1£� =¬�Ã J¬�£S¢y§\ª�­�¦9�B¤8¢�Æ �i¾ PB³����U ^µ�¢y�Bµ�¢y¤~¹i£y¹V¡�¤a�B�a�BÁJ¤~»D¬�§\¶W§\�1£f¤a�1£y¹X¢y§\ªSªy J�1£y§Vµd§\¬�£fÌi£S¢y§BÎ
� ªS�J¤8£s�~ ¥ªQ£L =¡�¤a�a¤a£y¹W·�§^�~ ¥¦D¤8£y§\ªSªS§W =¬�Ïo·�§\ªSªS¬�ªV·�¬�ªS§\¬�¤a��Î V ≈ Vmax

·�¸Xª�»1¬�§
s > s∗

²0·�§^¦J J�a§\¬�¢�¤a��ªS§\��ªS¤a¡��a§ J¬�Ã!��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ªf¶WÌ\¶W§b¤a¶Wµd�J¢S£L J�1£y§XªY·�§
s
�

� ªS�J¤8£� J¬��X�B�1£S¢L J¤8¢y§��~ ºÁJ¢L J��·�§sªS§\��ªS¤a¡�¤~�a¤8£y¹^�J¡�ªS§X¢y¦9¹X§^ J¬�¦B�B¤aªS¤a�N JÁJ§r·�¬�ªS§\¬�¤a� s∗ Îd¤a�±ªS¬�Ër£�·�§�¼k J¤8¢y§^¦J =¢y¤a§X¢ s·�§
∆s
µd�J¬�¢;µ� JªSªS§X¢�·�§

V = 0
Ä
Vmax

�d·�§�µ��a¬�ª\²N�B���0À �B¡�ªS§X¢y¦9§i¢L º§X��µ�¢L =£y¤~»1¬�§s»1¬�§��a§\ª;¦J =�a§\¬�¢yªb§XÃD£S¢yÌ\¶W§\ª
Ñ^§X£

Vmax
ªS¤
n
§\ªQ£b JªSªS§���ÁJ¢L J��·�²��\§�»1¬�¤d¢y¹. J�a¤aªS§�¬��¥¦9¹X¢y¤8£L J¡��~§ 0 �(� � % , -�, *�% � �^+*� 0 �
+��6+ #&%J* ¾

� ������'
A�� �(%EDF; =?AEKF@/L�)
' �Ê r J�\�X¸\ªb§iÃ�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L =�a§\¶W§\�1£f =¬�Ã¥µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹XªY�\¤a��¹i£y¤U»1¬�§\ªf§\�Ê¶W§\ªS¬�¢L J�1£f�a§�£L J¬�Ã¥·�§�¼H�J¢y¶º *£y¤~�J��·�§Vµ�¢y�JÏ·�¬�¤8£.²'¤~·�§\�1£y¤8¿N¹º .¦9§X�W�U Í¦D¤a£y§XªSªS§º¤a��ªQ£L =�1£L J��¹X§_·�§r¢y¹. =�X£y¤a�B�

V (t)
»1¬�§r��À �B�Çµn§X¬�£s J¤a��ªS¤5ªS¬�¤a¦1¢y§º J¬ �\�B¬�¢yª�·�¬

£y§\¶Wµ�ª ¾ ' �W¢L =�~§X�1£y¤a£@�U V¢y¹. J�i£y¤a�B�0²Dªy J��ªl�i©� J��ÁB§X¢@�U ��\¤a��¹i£y¤U»1¬�§; J¬�£S¢y§\¶W§\�1£l»D¬�§YµN *¢2¬��W¼� =�X£y§\¬�¢2¶^¬��a£y¤aµ��~¤a�. *£y¤8¼­
e0
�0À ¤a�1£y§X¢y¦D¤~§X�1£^»1¬�§º·� J��ª

Vmax
²,»1¬�¤5�a¬�¤l§\ªQ£�µ�¢y�Jµn�=¢S£y¤a�B����§\�a�a§*³�§\�"·�¤a¶W¤~�D¬� J�1£��~ �»1¬� J�1£y¤8£y¹º·�À §\�J�iÂ�¶W§Xª\²

µd�B¬�¢��|À  =¶º§X��§X¢V·� =��ª�·�§Xª�¹\�L©�§\�a�~§Xª�·�§s£y§X¶Wµ�ªbµ��a¬�ªb¼k J�\¤a�a§\¶W§\�1£V�J¡�ªS§X¢y¦J =¡��a§\ª ¾ °��J¢yªy»1¬0À ¤a�F��À §\ªQ£VµN =ª�µd�BªSªS¤a¡��a§·�§�ªS¬�¤~¦1¢y§�ªS¤a¶^¬��a£L =��¹\¶W§X�D£
V
§X£
s
 =¬��\�B¬�¢yª�·�¬�£y§X¶Wµ�ª\²d�J��¶W§XªS¬�¢y§s�U _¦D¤8£y§\ªSªS§^¤a��¤8£y¤~ J�a§

V (s, t ≈ 0)
µd�B¬�¢·�¤ 3n¹X¢y§X�D£y§Xªb�X�B���X§\�1£S¢L =£y¤a�B��ª;¤a��¤a£y¤~ =�~§Xª

s
·�§�ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£�­��\§s»1¬�¤0ªS¬�µ�µd�JªS§s¤a¶Wµ��~¤a�\¤8£y§\¶W§X�1£Y¬���§s·�¹\µd§\�N·� J���\§�·�§

[P ](t)
�a¤a��¹. =¤8¢y§2§\��£y§\¶Wµ�ª,·� J��ª,�~ Y¼H§\��Ìi£S¢y§l£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�~§@·�§l�~ b¶W§\ªS¬�¢y§*³ ¾27 ��§l J¬�£S¢y§l�B¡�ªS§i¢y¦J J¡��a§l§\ªQ£F�~ Y¼U¢L J�X£y¤a�J�

c/s
·�§�ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£f�a¤a¹W­��B¬¥µ��a¬�ª2¼k J�\¤a�a§\¶W§\�1£fªy ^¦J =�a§\¬�¢Y·�§�ªy =£y¬�¢L =£y¤a�B�N³ ¾ � �n¼k J¬�£Y§\��ªS¬�¤8£y§�¬��¥¶W��·�¸\�a§;�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§µN *¢L J¶W¹X£S¢y¹�µd�J¬�¢b¤~�1£y§i¢yµ�¢y¹X£y§X¢b�a§\ª;�J¡�ªS§X¢y¦J *£y¤~�J��ªb§XÃ�µn¹i¢y¤~¶W§X�1£L J�a§\ªY§\�Ê£y§X¢y¶W§\ªb·�§��\�B��ªQ£L J�1£y§\ª;·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§��B¬

·�§s�\�B��ªQ£L J�1£y§\ª��\¤a��¹X£y¤~»D¬�§\ª;¹\�a¹\¶W§\�1£L =¤a¢y§Xª ¾ °�§�¶W�D·�¸\�a§^·�§��\¤a��¹X£y¤~»D¬�§��\�1�Jµn¹i¢L =£y¤a¦9§B²n¹.» ¾ ­ É 9��9³i²n§\��ÁJ�~�J¡N =�1£V�a§¶W�D·�¸\�a§@·�§42Í¤a�L©N J§X�a¤~ªQÏ 2Í§\�1£y§\�^µd�B¬�¢
n = 1

²*§\ªQ£e =¤~��ªS¤D£S¢y¸\ª,�\�B¬�¢L J¶W¶W§\�1£'¬�£y¤~�a¤aªS¹@µd�B¬�¢±§XÃ�µ��a�B¤8£y§X¢±�~§Xªe·��B����¹\§Xª
§XÃ�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L J�a§\ª ¾ °�§b�\�1§XËW�X¤~§X�1£f·�§4
;¤a�a�

n
ª\À ¤~�1£y§i¢yµ�¢y¸X£y§b�\�B¶W¶W§2¬���+ !�	S+ 0 * 	�* 0 ������
�� -�,z+�,	+ , 
i²�·�À  J¬�£L J�1£lµ��a¬�ªÁJ¢L =�N·Ç»1¬�§r�U ¥¢y¹. =�X£y¤a�B� §XªQ£��X�D�Jµd¹X¢L =£y¤a¦9§JÎ,¤a�5µd§\¬�£�ÌX£S¢y§W¦D¬��\�B¶W¶W§^�a§W���B¶�¡�¢y§r·�§rªS¤8£y§\ªs�. *£L J�8Â�£y¤~»1¬�§X¶W§\�1£

 J�X£y¤8¼Hª�µN *¢�§X�J�XÂ�¶W§W­��\�B¶W¶W§V�a§s¶W�B�1£S¢y§��a§�ªS�L©�¹\¶º W�X¤a��¹X£y¤~»1¬�§s§iÃ�µ��a¤~�X¤8£y¹��\¤8Ïo·�§\ªSªS¬�ª;µd�J¬�¢
n = 2

§X£;ÁB¹\��¹X¢L =Ï
�a¤~ªy =¡��a§WÄ

n
»1¬�§\�a�\�B��»D¬�§*³ ¾ �F��µ�¢L =£y¤~»1¬�§B² n §XªQ£V¬������B¶�¡�¢y§)*�� * 0 ,z+ DY§X£����J����¹\�\§XªSªy J¤8¢y§\¶W§\�1£�§\�1£y¤a§X¢.²n�. =¢�¤~�µd§\¬�£Y *¢S¢y¤~¦B§X¢b»D¬�§��a§\ªYªS¤8£y§\ªY�\ =£L J�8ÂD£y¤~»1¬�§\ªf��§�µ�¬�¤aªSªS§\�1£YµN =ªfÌX£S¢y§�£y�B¬�ªY J�X£y¤8¼HªbªS¤a¶^¬��a£L =��¹\¶W§X�1£  �b�J¡d§X¢S£
*�,4-/.10

É�� X:93&H³��N�a§\ªY¦J =�~§X¬�¢yªf�B¡�ªS§X¢y¦9¹\§XªY��§VªS�J�1£F´S J¶º =¤aªf£S¢y¸\ªf¹\�a§\¦B¹\§\ª\²N·�¹XµN JªSªy =�1£f¢L =¢y§\¶W§\�1£ ��¾
�#DFD�% ��AED�'�; � ;/)Q;>@�% H � O9K�A D�% L�� @�;>G	K �FC�; =?; N�O�A

7 ��§�µN =¢y§X�1£y©�¸\ªS§�¶º¹i¢y¤8£y§�·nÀ ÌX£S¢y§V�B¬�¦9§X¢S£y§�ªS¬�¢Y�~ ^���J£y¤a�J��·�À ¤8¢S¢y¹\¦9§i¢yªS¤~¡�¤a�~¤8£y¹s·�À ¬���§;¢y¹. J�X£y¤a�J���L©�¤a¶W¤~»1¬�§B²�»1¬�§5´Q§¦J J¤aª�·�¤~ªS�X¬�£y§X¢sªS¬�¢s��À §XÃ�§\¶Wµ��a§rªS¤~¶Wµ��a§º·�À ¬���§r¢y¹\ J�X£y¤a�B�
S ⇀↽ P

­�µ� =¢s§XÃ�§\¶Wµ��a§J²0¬���§r£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B� �X�B��¼H�J¢y¶º =Ï
£y¤a�B����§\�a�a§�§\�1£S¢y§V·�§X¬�Ãº¼H�J¢y¶W§\ª
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§X£
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­�§\�_���J£L =�D£
k
�~ s�X�B��ªQ£L =�1£y§;�\¤a��¹i£y¤U»1¬�§;·�§

S → P
§i£
k′
�\§\�a�a§V·�§

P → S
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S → P
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P
§X£^�B�  =¡d�B¬�£y¤8£.²±¬���§º¼H�B¤aªW =£S£y§\¤a�1£r��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§_£y©�§X¢y¶W�D·�Â��N =¶W¤~»1¬�§B²,Ä�~ Í�\�J�N·�¤8£y¤a�B�Ç·�§r¡�¤a�~ J�Ç·�¹X£L =¤a�~�a¹BÎ
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P
¦B§X¢yª

S
»1¬�§Ê·�§

S
¦B§X¢yª

P
Îe�~  µ�¢y�B¡� J¡�¤~�a¤8£y¹�·�§

P → S
§XªQ£º£S¢y¸XªW¼k J¤a¡��a§�·�§X¦J J�1£W�\§\�a�a§�·�§

S → P¶º J¤aª
peq À seq

§X£��a§º¢L Jµ�µd�=¢S£
peq/seq

�\�B¶Wµd§\��ªS§º§XÃ� =�X£y§\¶W§\�1£s�a§º¢L Jµ�µd�J¢S£
k′/k ¾ � �lª\À  =ÁB¤8£º·��B���_·�À ¬���§+�� � 
�,�*���'a+ �^+ . + , 
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ds/dt = −dp/dt = φ+ k′p− ks = φ = k′s0 − (k + k′)s
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φ
§X£��a§\ª;¦J J�a§\¬�¢yª

sst
§X£
pst

!�* ,�
��}+ :<*�!J,
�F. % ' . - 0 �(!�	S+ ,z+ �(! 	�* �^+ . -(!�	 
�, -S+ . . 
��

sst =
k′s0 + φ

k + k′
pst =

ks0 − φ

k + k′
ksst − k′pst = φ

­ É 9/PB³
� �n¼� J¬�£b��¹. J��¶W�B¤a��ªf·�¤aªS�\¬�£y§X¢b�a§�¼� J¤8£;·�§Vµ�¢y§\�N·D¢y§V�a§\ªY¶WÌX¶W§\ª2�\�J��ªQ£L =�1£y§\ª k §X£ k′ »1¬�§��\§X�~�a§\ªb·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¹\§\ªYÄ�N¬�Ã

φ = 0
²��X§V»1¬�¤d¦J �¢y§\µd�BªS§i¢YªS¬�¢f¬��¥ =¢yÁJ¬�¶W§\�1£2·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§b£y©�§X¢y¶W�D·DÂ��� J¶r¤~»1¬�§Y�~�1�. =�5­|·� J��ª@��À §\ªSµN =�\§�·�§µ�©� JªS§*³i²=´Q¬�ªQ£y¤8¿N¹VªS¤0��À ¤a�J´P§\�X£y¤a�B��§\ªQ£Y�a§\�1£y§Vµ� =¢f¢L =µ�µd�J¢S£Y J¬�Ã_¹\�L©�§X�~�a§Xª;·�§�£y§X¶Wµ�ª@¶W¤~�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§\ª ¾

• 7 ��£S¢y�B¤aªS¤a¸\¶W§W£oÂ�µn§W·nÀ ¤a¢S¢y¹X¦9§X¢yªS¤a¡�¤a�a¤8£y¹B²±µ��~¬�ªV¢L =¢y§B², Jµ�µ� =¢L �1U£��a�J¢yªy»1¬�§º�~ Í¢y¹. =�X£y¤a�B� �L©�¤a¶W¤~»1¬�§^¤~��·�¬�¤8£s¬���§·�¤aªQ£y�J¢yªS¤a�J��·�§��~ º·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J��·�§\ªb¦D¤8£y§\ªSªS§\ªb¶W�B�a¹\�\¬��~ J¤8¢y§\ª^­�¹\�. *¢S£�ÄW�~ _·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�J��¶º *ÃE�l§\�a�a¤a§\����§*³ ¾ ¨bÀ §XªQ£�a§s�. =ª;·� J��ªY�~§XªY¢y¹. J�i£y¤~�J��ª�·�§��\�J¶^¡�¬�ªQ£y¤a�B��²��BÐ��a§\ªb¶W�J�a¹\�\¬��a§\ªf¢L Jµ�¤U·�§\ªb¦B�B�1£f¢y¹. JÁB¤8¢;µ��a¬�ªY§XËr�. J�\§X¶W§\�1£;»1¬�§
�a§\ªWµ� =¢S£y¤a�\¬��a§\ªW�a§\�1£y§\ª\²F¤a�N·�¬�¤aªy J�1£r¬���§Í·�¹\µ��a¹X£y¤a�B�
·�§¥�~ �·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B�
·�¬ ���J£y¹Ê·�§\ªrÁ=¢L J�N·�§\ªr¦D¤8£y§\ªSªS§\ª ¾ ¨l§µ�©�¹\���J¶W¸\��§r¤~�D¦J =�~¤~·�§_�a§\ª^©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§\ª�·�§º�~ Ê£y©�¹\�=¢y¤~§¥·�§!$�¢L =¶W§X¢yª\²±»1¬�¤5��§ºµd§\¬�£�µ��a¬�ªsÌX£S¢y§_¬�£y¤~�a¤aªS¹\§¥µd�J¬�¢
�. J�a�\¬��a§X¢b�a§\ªY�\�J��ªQ£L =�1£y§\ªY�\¤a��¹X£y¤~»D¬�§\ª ¾
Å �=£y�B��ªÍµd�J¬�¢Í¢y§X¼H§X¢y¶W§X¢Ê�\§i£S£y§�µN =¢y§X�1£y©�¸\ªS§ »1¬0À Ä �\§\ªÍ£S¢y�J¤aªÍ£PÂ�µd§\ªÍ·�À ¤8¢S¢y¹\¦9§X¢yªS¤a¡�¤~�a¤8£y¹Ç�X�J¢S¢y§\ªSµd�B��·�§X�D£Í£S¢y�J¤~ª���=£y¤~�J��ªV·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ªV·�§^ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§

((

©��=¢yª�·nÀ ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§
)) ¾ � �±�\�J�D¦�¤a§\�1£V J¤a��ªS¤e·�§^·�¤aªQ£y¤a��ÁB¬�§X¢��a§Xª�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§Xª�©��=¢yª·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§JÎ

� µ� =¢y�\§�»1¬0À ¤a�aªY��À �B�1£fµN Jª2£y§X¢y¶W¤a��¹��a§\¬�¢f¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B�Ê¦9§X¢yª2��À ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§/�
� µ� =¢y�\§�»1¬0À ¤a�aªYªS�J�1£YµN *¢y�\�B¬�¢y¬�ªY·�§ ��¬�Ãº�X¢y¹\¹\ªfµN =¢f�~§XªY�\�J�N·�¤8£y¤a�B��ªb =¬�Ã_¡d�J¢L·�ª5�
� µN =¢y�X§^»1¬�§��~ _·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§V¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§��X¢y¹\§�¬���§�ªS¤8£y¬N =£y¤a�J����§sµd�B¬�¦J =�1£bÌX£S¢y§�·�¹\�X¢y¤8£y§J²�·� J��ª;�a§s�. B·D¢y§·�§��~ ^¶W¹\�. J��¤~»D¬�§;ªQ£L =£y¤aªQ£y¤U»1¬�§�Ä^��À ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§B²�µN =¢f¬���§�·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�J��·�§�2Ê *ÃE�l§\�a�8Ï �l�B�8£#�\¶º J��� ¾

1=�U} ���5������6 ���U���N�k�H�N�\�\�D�J�k�0�0� 6'� � �n����6 ��� �,���N� �D�70 �0�N�0�N����� �iv	� � � �
°0§s¶W�D·�¸X�~§s J�a�a�BªQ£y¹i¢y¤U»1¬�§�µ�¢y�Jµd�BªS¹�µ� =¢ 2Í�J���D·�² !�Â�¶º J�Ê§X£V¨l©� J��ÁB§\¬�Ã�§X� É5� �QP�­ (( ¶W�D·�¸X�~§�2 ! ¨ ))

³Y .¦J J¤8£µd�B¬�¢^¡�¬�£�·�§W¼k�J¬�¢y��¤a¢^¬�� � 
 0 -(!(+�' � *��#*�!�	/-(!J, 0 �(� �J, * 	�*!. - 0 ������
�� -�,z+�,	+ , 
��B¡�ªS§X¢y¦9¹\§_·� J��ª��~ ��X¤~��¹X£y¤~»1¬�§·�§¥���B¶�¡�¢y§\¬�ªS§\ª^§X�J�XÂ�¶W§\ª¥­k¿NÁJ¬�¢y§ �L¾ �9³ ¾ � �2ª\À  JÁJ¤aªSªL J¤8£¥·��J���Í·�§_¢L JªSªS§\¶�¡��a§X¢º·� J��ªr¬�� ¶W�D·�¸\�a§Í»D¬� J�1£y¤8£L =£y¤8¼·�§Xª� =¢yÁJ¬�¶W§\�1£yªYªQ£S¢y¬��X£y¬�¢L J¬�ÃÊ§X£;�\¤a��¹i£y¤U»1¬�§\ª;µd�J¬�¢;§XÃ�µ��a¤~»1¬�§X¢b�\�B¶W¶W§X�1£Y¬���§s J�X£y¤a¦D¤8£y¹��. *£L J�8ÂD£y¤U»1¬�§�µd�J¬�¦J J¤8£
ÌX£S¢y§��\�1�Bµd¹i¢L =£y¤a¦9§ ¾ °�§�ªS¬��\�\¸XªÊ·�§��X§�¶W�D·�¸\�a§�ª\À §XÃ�µ��a¤~»1¬�§� =¬�£L =�D£¥µN =¢ÍªS�J�  Jµ�µd�=¢S£Í�\�B���\§\µ�£y¬�§\��»D¬�§�µN =¢ªy _¦J =�~¤~·� =£y¤a�B��§XÃ�µn¹i¢y¤~¶W§X�1£L J�a§B²d¶W�B�1£S¢L =�1£;¬���§� B·�¹\»D¬� =£y¤a�B��»1¬N JªS¤8Ï µN *¢S¼� J¤8£y§r .¦9§X���~§�¶W¹\�. =��¤aªS¶W§�Äº��À �V¬�¦1¢y§·� =��ª���À ©�¹\¶W�BÁJ�a�B¡�¤a��§  ®'§X¢y¬�£#� É��/� Ñ�& ¾ � �F ¥¹i£y¹W =µ�µ��a¤~»1¬�¹^·�§\µ�¬�¤aªVÄÍ·nÀ  J¬�£S¢y§XªV§\� �XÂ�¶W§\ª\²n§\��µN *¢S£y¤~�X¬��a¤a§X¢�Ä_�~ µ�©��BªSµ�©��J¼U¢y¬��X£y��"�¤a�� JªS§�¤~¶Wµ��a¤U»1¬�¹\§�·� J��ª2�~ �ÁB�8Â��\�B�8Â�ªS§CU �6Ub§X£YÄ�¬��_¢y¹\�\§\µ�£y§\¬�¢2£S¢L =��ªS¶W§\¶�¡�¢L J�N =¤8¢y§�·�¬_��� 2Ê®µN *¢S£y¤~�X¤~µ� J�1£,Äf�~ fªS¤aÁJ�N J�a¤aªy =£y¤a�9�s¤~�1£y§i¢SÏo�X§\�a�~¬��~ J¤8¢y§l�L©�§��5��À  J¶W¤a¡d§ � + 0 , 
��('#, *�. +�% � 	�+�' 0 �S+ 	�*�% �  «;�J�U·�¡d§X£y§X¢ É���� ��& ¾°�§_¶W¹X�. J��¤~ªS¶W§W¶W�J�~¹X�\¬��~ =¤a¢y§_µ�¢y�Bµd�BªS¹_ªS¤8£y¬�§_��À �J¢y¤aÁB¤a��§Í·�§º�~ ��\�1�Jµd¹X¢L =£y¤a¦D¤8£y¹Í·� =��ªs�~ �ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§º¶WÌ\¶W§
·�§Y�|À §\� �XÂ�¶W§B²1ªS¬�µ�µd�BªS¹\§+' 
(� 
�,*��+*#&% *l§i£2�X�B¶Wµd�BªS¹\§;·�§bµ��a¬�ªS¤a§X¬�¢yª�­

n
³eªS�B¬�ªQÏo¬���¤8£y¹\ªl¤~·�§\�1£y¤~»1¬�§Xª\²Dµd�J¢S£L =�1£@�i©� =Ï�\¬���§�¬�� ªS¤8£y§  =�X£y¤8¼�¦D¤~ªQÏoÄ*Ïo¦D¤aª¥·�¬ ªS¬�¡�ªQ£S¢L *£

S ¾ ¨l©� B»1¬�§�ªS�B¬�ªQÏo¬���¤8£y¹�§XÃ�¤aªQ£y§�ªS�B¬�ªÍ·�§X¬�Ã
¼H�J¢y¶W§\ª R §X£ T ²·�À  =Ër��¤8£y¹\ª;·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§Xªb§\�D¦9§X¢yªY�a§sªS¬�¡�ªQ£S¢L =£^­
R
§\ªQ£�·�À  =Ër��¤8£y¹sµ��a¬�ªbÁJ¢L =�N·�§*³f§X£b¹\¦9§\�1£y¬�§\�a�a§\¶W§\�1£b·�À  =�X£y¤a¦�¤8£y¹\ª�. =£L =�8Â�£y¤~»1¬�§Xª8U �,VV·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ª�­���À  J�i£y¤~¦D¤8£y¹s·�§

R
§\ªQ£YªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢y§*³i²�¦B�B¤8¢Y�U �¿�ÁB¬�¢y§ �i¾ ��¾/7 ��§;£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�Ê�\�B��¼k�J¢SÏ

Y[��Y!\�� a)b�r�h!]_b�r�h 
�`jn�mRx_h ��sfg$a4]2^�b�`2l,]2^,g�x2^)^,g 
�a4s xWn�g{m,h!d3b�h!`jx2^,d3^[g/xWx2`2q,];m,h!d3b�ef^Rc�^�a4n(]_^,g�]Wh!�{^,efef^�b-h!]2]_q,k�^�n�ga4mRx_s �4a4x2^,n�`���e}o � � � �R�pn�g(sfg�r�s~i�s x_^,n�`3��ef^�b ��`jn��!a6x2^6�u^RxWk�^,n�c&]2n�i�]jx_`2a6x_]���e}o � � � �pg�h!g(m,h�h!b�l,`2a4x_s 
j��^,xue~^ 
�`2n�mRx2h!]_^ 
 � 
b�r�h!]2b�r$a6x2^/�>t�n�s efn�s8]_^;efsf^Wk�^�
}a��,h!g m,h�h!b�l,`2a4x_s �/^ � \ � o a �3g�s x_lWk�^we}o ��� � b�h/n�`ve}o ^,g � ��d3^W^[]jxve~a3d �,d3^u^,g 
�h!`jd3^ Rh!n T a4efh!`j]:t�n�^ve}o a �3g�s x2lvk�^ve}o ^,g � ��d3^Tb�h!n�`Eef^�
�`jn�mRx2h!]_^u^,]2xE]_n�b�l,`jsf^[n�`2^W^,g 
�h!`2d3^ R � ��h!efk�i�^Rx_^,` Y[�!���6�0\Y[�!Z�\�� o a4mRx2s ��s x2l�m[a6xPa4e ��x2sft�n�^�]2^3d3^[]2n�`j^3]_n�`ue}o a4m[m,l,efl,`2a4x2sfh!g�k�^�e~a)`jl a4mRx2sfh!gKt�n�^�`jl a4efsf]2^�e}o ^,g � ��d3^!�8a4n�x2`2^,d3^,g/xwk�s xb$a4`�ef^ 
�a4mRx_^,n�` kcat/q0 b�a4`�ef^,t�n�^[e�^,]2x�dwn�e x2sfb�efsfl,^�e~a�m,h!g�]jxPa4g/x_^ m,sfg�lRx2sft�n�^ q0 k�^)e~a�`jl[a4mRx_sfh!g ]Pa4g�]w^[g � ��d3^ \ � ^
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¶º =£y¤a�B����§\�a�a§�µd§\¬�£@¼� =¤a¢y§Vµ� JªSªS§X¢f�U �ªS�J¬�ªQÏ ¬���¤a£y¹�·�§;��À ¹X£L =£
T
§\�¥¹X£L *£

R
²��J¬Í¤a�D¦9§i¢yªS§\¶W§\�1£ ¾(*  J��ª@�~¤aÁ9 =�N·n²��J�Ê 

[R0]/[T0] = l′/l ¿ 1
§X£e�~ �ªS�J¬�ªQÏ ¬���¤8£y¹2§\ªQ£F£S¢y¸\ªeµ�¢y¹X¼k¹i¢y§\�1£y¤a§\�a�~§X¶W§\�1£e§\�^¼H�J¢y¶W§

T ¾ °0§2�\ =¢L J�i£y¸X¢y§b =�a�~�JªQ£y¹X¢y¤~»1¬�§­ ´Q§^¢y§X¦�¤a§\��·�¢L =¤FªS¬�¢V�\§rµd�J¤~�1£� J¬ Æ �i¾ �9³b¦�¤a§\�1£V·�§^�\§r»D¬�§^�~ ¥�a¤~ J¤aªS�B� ·nÀ ¬���§�¶W�B�a¹\�\¬��a§W·�§^ªS¬�¡�ªQ£S¢L *£s·�¹\µ��~ =�\§��À ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§2�\�B��¼k�J¢y¶º *£y¤a�B����§\��§\�1£S¢y§@�a§\ª±¼k�=¢y¶W§\ª
R
§X£
T ¾ °' b�\�1�Bµd¹X¢L *£y¤a¦�¤8£y¹2¦�¤a§\�1£F·�¬s¼k J¤8£l»1¬�§@�a§\ªFªS�J¬�ªQÏ ¬���¤a£y¹XªµN =ªSªS§\�1£.'a+�� %E. , -(!�
&� *�!J,'·�§�¼H�J¢y¶W§

T
§\�¥¼H�J¢y¶W§

R
µd�J¬�¢Y�X�B��ªS§i¢y¦9§X¢Y�~ ^ªQÂ�¶W¹X£S¢y¤a§;ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢L J�a§�·�§��|À §X�J�XÂ�¶W§ ¾°' ��a¤~ J¤aªS�B�¥·nÀ ¬���§f¶W�B�a¹X�\¬��a§Y·�§2ªS¬�¡�ªQ£S¢L *£5ªS¬�¢4% !�*FªS�J¬�ªQÏ ¬���¤8£y¹f¦J �¶W�D·�¤8¿N§i¢5��À  =Ër��¤8£y¹b·�§\ªeªS¤8£y§\ªl·�§f�a¤~ J¤aªS�J�¥·�§\ª

-(% ,*�#*�'FªS�B¬�ªQÏ ¬���¤8£y¹\ª\Î9�a§bµ�¢y§\¶W¤a§X¢5ªS¤8£y§b·�§f�~¤~ =¤~ªS�J�ÍÄVÌi£S¢y§Y�1�\�\¬�µn¹±´Q�B¬�§; =¤a��ªS¤N�a§Y¢��J�a§;·�§fªS¤8£y§b§�3n§\�X£y§\¬�¢l¦D¤aªQÏPÄ*Ïo¦D¤aª·�§Xª
n− 1

 J¬�£S¢y§\ªfªS¤a£y§Xªb·�§��a¤~ J¤aªS�B� ¾°�§;µ�¢y¤~���\¤aµN =�n¶W¹\�\ J��¤aªS¶W§bÄs��À �V¬�¦1¢y§;·� =��ª@�a§;¶W�D·�¸X�~§ 2 ! ¨
§\ªQ£2¬���§�,*� -(!�'a+ ,z+ �(! 0 �(! 0 *���, 
#*�­�ªS¬�¤a¦J J�1£@�~ £y§X¢y¶W¤a���J�~�JÁB¤a§;§\¶Wµ��a�.Â1¹X§bµ� =¢?2Í�B���D·_�a¬�¤8Ï ¶WÌ\¶W§*³i²B���=£y¤8¿d J�1£2Ä��~ �¼k�J¤aª2�U �µ�¢y¹\ªS§X���\§;·�À ¬���§f£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B�¥�X�B��¼k�J¢SÏ¶º =£y¤a�B����§\�a�a§s·� J��ªf�i©� B»1¬�§VªS�J¬�ªQÏ ¬���¤a£y¹V§X£b�\§X�~�a§�·nÀ ¬��Ê¶W¹\�\ J��¤aªS¶W§��\�1�Bµd¹X¢L *£y¤a¼Y­�§XÃ�µ��a¤~»1¬�¹Vµ� =¢b¬��� =¢yÁJ¬�¶W§\�1£
·�§^ªQÂ�¶W¹X£S¢y¤a§�ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢L J�a§*³;�\�1�=¢L·��B���N =�1£��\§\ª�£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ªV�\�B��¼k�J¢y¶º *£y¤a�B����§\�a�a§\ª\²'ªS¬�¤a¦J =�D£V��À ¤a¶º JÁB§W·�¬�µ� =¢L *Ï
µ��a¬�¤~§^»1¬�À �J���B¬�¦1¢y§s�B¬�¼k§X¢y¶W§s§\��¡��a�1� ¾ °' º�a¤~ J¤aªS�B� ·�§��~ ºµ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§s¶W�J�~¹X�\¬��a§^·�§�ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£ - 0 ,z+ ,�* , �"% '�.1*�'
'a+ , *�'y²±§\�Ç¡��a�1�B²,§X£s¼k J�\¤a�a¤8£y§¥�U Ê�a¤~ J¤aªS�B� ·�§\ªs¶W�B�a¹\�X¬��a§\ª�·�§WªS¬�¡�ªQ£S¢L *£�ªS¬�¢��a§\ª

n − 1
 J¬�£S¢y§\ª�ªS�J¬�ªQÏ ¬���¤8£y¹\ª ¾ °0 ¶W§\¤a�a�~§X¬�¢y§@¼� �(\�B�º·�§f·�¹\ªS¤aÁB��§X¢5�\§f¶W¹X�. J��¤aªS¶º§J²J§\�W =�\�\�=¢L·W .¦9§\�2�a§f¶W�D·�¸X�~§@�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§f·�¹\¦9§\�a�Jµ�µd¹2µN *¢%2¥�B���D·n²

!�Â�¶º =��§i£s¨l©N =��ÁB§X¬�Ãn²�§XªQ£�·�§^·�¤8¢y§r»1¬0À ¤a�±Â� _¬���§ 0 -�� ,*% �#* 0 �(!!D&�(��� -�,z+ �(!�!�*�. .1*�·�§���À ¹X£L =£
R
·�§^��À §\�J�iÂ�¶W§

­�¹X£L =£fÁB�a�B¡� J�'�\ =¢Y�U �£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B�Ê§\ªQ£Y�\�B���\§X¢S£y¹X§*³2µ� =¢Y�~ ^µ�¢y§X¶W¤~¸i¢y§�¶W�B�a¹\�\¬��a§�·�§�ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£Y»D¬�¤�¦D¤a§\�1£fªS§V�a¤a§X¢ ¾
°�§º¶W�D·�¸\�a§º·nÀ �=¢y¤~ÁJ¤a��§_ªS¬�µ�µd�BªS§_»1¬�§WªS§\¬��a§º§\ªQ£^ "3n§\�i£y¹\§º�|À  *ËW��¤8£y¹_µd�B¬�¢��a§ºªS¬�¡�ªQ£S¢L =£¥­��a§\ª�¼k�J¢y¶W§Xª

T
§X£
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�J�1£r�~ �¶WÌ\¶W§_ =�X£y¤a¦�¤8£y¹¥�. =£L =�8Â�£y¤~»1¬�§.³i²e»1¬0À ¤a�2��À Â  �§�3n§\�X£y¤a¦9§\¶W§X�1£r»1¬�§¥·�§X¬�ÃÇ¹X£L *£yª

T
§X£
R
²F§X£W»1¬�§_�~ 

£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J�
T ↔ R

§\ªQ£�£y�J£L J�a§\¶W§X�1£r�X�B���X§X¢S£y¹\§B²FªS¤@¡�¤a§\�"»D¬�À ¤~�@ªS¬�Ër£r·�§_µ� =¢y�a§X¢W·�§_�~ �¼k�=¢y¶W§
R
�B¬

T
·�§��À §X�J�XÂ�¶W§V·� =��ªfªS�B�Ê§\��ªS§X¶^¡��~§ ¾ °�§�ªS�L©�¹\¶º r»1¬N =�a¤a£L *£y¤8¼e§XªQ£b§\��ªS¬�¤8£y§�¶W¤aªf§X� �V¬�¦1¢y§V»1¬N =�1£y¤a£L *£y¤~¦B§\¶W§\�1£f·� J��ª�a§��. J·�¢y§�·�§��~ "�\¤a��¹X£y¤~»D¬�§��L©�¤a¶W¤~»1¬�§B²l§\� �\�J��ªS¤~·�¹X¢L =�1£Ê�\�J¶W¶W§�§\ªSµd¸\�\§\ªÍ¤a�1£y§X¢y¶W¹.·�¤~ J¤8¢y§\ª

(Rj)j=0,...,n
§X£

(Tj)j=0,...,n
­�§\�J�iÂ�¶W§s§X��¼H�J¢y¶W§

R
²d¢y§\ªSµd§\�i£y¤~¦B§\¶W§\�1£

T
²��a¤a¹\§WÄ

j
¶W�B�a¹\�X¬��a§\ªV·�§�ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£i³ ¾ °' º£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��\�B��¼k�=¢y¶º =£y¤a�B����§\�a�a§�§\ªQ£bªS¬�µ�µd�BªS¹\§�ªS§sµ�¢y�D·�¬�¤8¢y§�§XÃ��\�a¬�ªS¤a¦9§X¶W§\�1£Y§\�1£S¢y§
R0
§X£
T0
­k¿NÁJ¬�¢y§ �L¾ � ³��d�JÀ §XªQ£;�U Wµ�¢y¤aªS§§\���\�B¶Wµ�£y§^·� =��ª��a§rªS�L©�¹X¶º _�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§r·�§\ª;¢y¹. J�i£y¤~�J��ª�·�§^�a¤~ J¤aªS�B�Ç·�§

S
²0 .¦B§\�r·�§\ª��\�J��ªQ£L =�1£y§\ª�·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§

KR ¿ KT
£S¢y¸Xª2·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§Xª\²�»D¬�¤d·�¹Xµ��~ J�\§;¦B§X¢yª

R
��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§;�B¡�ªS§X¢y¦9¹b§\�_��À  J¡�ªS§\���\§�·�§YªS¬�¡�ªQ£S¢L *£V­�§X�D£S¢y§

R0§X£
T0
³ ¾ ¨l§r·�¹\µ��~ J�X§\¶W§\�1£b¢y¹X£S¢y�B JÁJ¤a£VªS¬�¢��~ º�\¤a��¹i£y¤U»1¬�§B²d¼k .¦9�J¢y¤aªy =�1£��a§\ª;�~¤~ =¤~ªS�J��ªV¶^¬��8£y¤~µ��a§\ª�U ���^·�§s¶W�B�a¹\�\¬��a§\ª·�§VªS¬�¡�ªQ£S¢L =£.²��\§s»1¬�¤0�\�J�N·�¬�¤8£bÄr¬���§V§XÃ�µ�¢y§\ªSªS¤a�J��·�§V�~ r¦�¤8£y§\ªSªS§s·�§V¢y¹\ J�X£y¤a�B��µ�¢y¹XªS§\�1£L J�1£Y§&3n§\�X£y¤a¦B§\¶W§\�1£f¬���§·�¹Xµn§X�N·� J���X§WªS¤aÁB¶W�(6o·� J�a§B²

((

�\�1�Bµd¹X¢L *£y¤a¦9§
))

²'¦D¤aªQÏPÄ*Ïo¦D¤aªs·�§W�~ Ê�X�B���X§\�1£S¢L =£y¤a�B� ·�§WªS¬�¡�ªQ£S¢L =£ ¾ � �e¼k J¬�£sªS�B¬��a¤aÁB��§X¢»1¬�§s�\§�¶W�D·�¸\�a§s�\¤a��¹i£y¤U»1¬�§B²d¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£y¹�ªS¬�¢��U W¿NÁJ¬�¢y§ �L¾ � ²n��§s¼k J¤8£V¤a�1£y§X¢y¦9§\��¤8¢V J¬��\¬���§��\�J��ªQ£L =�1£y§^�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§§&3n§\�i£y¤~¦B§s�B¬� .´Q¬�ªQ£L =¡��a§ ¾ ®± *¢��\�B�1£S¢L =ªQ£y§B²n�a§s¶W�D·�¸\�a§��\�1�Bµd¹X¢L =£y¤8¼;­ É 9 É ³b·��B¤8£b¼� =¤a¢y§�§XÃ�µ��a¤a�\¤8£y§\¶W§\�1£b¤a�1£y§X¢y¦B§\��¤8¢·�§Xª@�\�J��ªQ£L =�1£y§\ª2·�À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§
K2 ¿ K1

·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§Xª�­
k′2 ¿ k′1

�B¬
k2 À k1

³eµd�J¬�¢@�~ s�a¤~ J¤aªS�J�Ê·�§Y�U �µ�¢y§X¶W¤~¸i¢y§¶W�B�a¹\�\¬��a§�·�§bªS¬�¡�ªQ£S¢L =£2§i£2�~ s�~¤~ =¤~ªS�J��·�§;�~ sªS§\�X�B�N·�§B²�µd�B¬�¢@¢y§\µ�¢y�D·�¬�¤a¢y§b¬���§b�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§b�\�1�Bµd¹X¢L *£y¤a¦9§ ¾ �V J��ª@�a§¶W�D·�¸\�a§ 2 ! ¨b²��~ _�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§��\�1�Bµd¹i¢L =£y¤a¦9§r·�¹\�X�B¬��a§^§X�1£y¤~¸i¢y§\¶W§\�1£�·�§��~ _µ��~¬�ª;ÁJ¢L J��·�§^ =ËW��¤8£y¹r·�¬�ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£
µd�B¬�¢Y�~ �¼k�J¢y¶W§

R
§X£Y·�¬Í�\ =¢L J�i£y¸X¢y§��\�B���\§X¢S£y¹�·�§V�~ �£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J�

T → R ¾
°�§\ªF£S¢L .¦J J¬�Ã^·�§M2Í�B���D·n² �9 J�X�B¡W§X£5�a§\¬�¢yª5�\�J�a�U =¡d�J¢L =£y§X¬�¢yª5¢y§\ªQ£y§\�1£e§XÃ�§\¶Wµ��~ =¤a¢y§Xª5·�§2��À ¤~�1£y¹i¢yÌX£l¦B�B¤8¢y§f¶WÌ\¶W§

·�§r�~ Í��¹\�\§\ªSªS¤8£y¹º·�§r�\�1�J¢L·��B����§X¢�·�§\ªs =µ�µ�¢y�1�L©�§\ªV¢y¹.·�¬��X£y¤a�B����¤aªQ£y§\ª�§X£�©��J�a¤~ªQ£y§Xª\²,§X£�¶W�B�1£S¢y§\�1£V»D¬�À §\�a�~§XªsªS�J�1£
�\�B¶Wµ��a¹\¶W§\�1£L J¤8¢y§\ªY§X£;���J��µ� Jªb�\�B�1£S¢L B·�¤a�X£y�B¤8¢y§\ª ¾�� �aª;�J�1£�·�À ¬���§sµ� =¢S£;�B¬�¦9§X¢S£b�~ º¦9�J¤~§�ÄW�~  �^+ �/. � -S+ *+� �/. 
 0 %�)
. -S+��#*'§X£e J¬�Ã� J�� J�8Â�ªS§\ª5·�¹X£L J¤a�a�a¹\§\ª\²9§XÃ�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L J�a§\ªF J¬�ªSªS¤�¡�¤a§\�r»1¬�§@�D¬�¶W¹i¢y¤U»1¬�§\ª± J¬=´Q�J¬�¢L·�À ©D¬�¤|²B·�¬s¢��B�a§2ªSµd¹\�\¤8Ï
¿d»1¬�§Y·�§Y¢y¹XÁB¤a�B��ª2µ�¢y¹\�\¤aªS§\ª2·�§Y¡�¤a�B¶W�B�a¹X�\¬��a§\ª;­�µ�¢y�J£y¹X¤~��§\ª\²E��� Å ²�� � Å ²9µ�¢y¤~���\¤aµN =�~§X¶W§\�1£i³F¦D¤~ ��a§\¬�¢@ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§£S¢y¤8ÏP·�¤a¶W§\��ªS¤a�B����§X�~�a§B²1�a§\¬�¢yªl¤~�1£y§i¢L J�X£y¤a�B��ª\²��a§\¬�¢@§\�D¦D¤8¢y�B����§\¶W§\�1£5¤a�J��¤~»1¬�§b§X£@�a§\¬�¢yªl£S¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ª@�\�J��¼k�=¢y¶º =£y¤a�B��Ï

b�efn�]W]2h!n��/^,g�x[� e~a)�!a4ef^,n�`Wk�^ q0 ^[]jx;sfg$a4m,m,^,]_]_sfi�ef^���h!n�g>o a|b�a4];k�^3]_^,g�];]2sCe~a|`jl[a4mRx_sfh!gKg�^3]_^3b�`jh�k�n�s x �2a4d�a4sf]v]Pa4g�]^,g � ��d3^ � \�� ^Et�n�s�a4n�`2aun�g�]_^,g�]C]2^[`2avk�^Em,h!d3b$a4`2^,`Cef^,] m[h!g�]2x_a4g�x2^[]�m,sfg�lRx2sft�n�^,] kcat,T ^Rx kcat,R h!i�x2^,g�n�^[]�a,�/^,m:k�^,n�c^,g � ��d3^,]uh!n{k�^[n�c(lRx_a6x_] T ^Rx R kpo n�g�^3d �,d3^;^,g � ��d3^!��e~a)b�efn�]u^��3m[a4m[^�a)e~a)b�efn�] �!`2a4g�k�^�m,h!g�]jxPa4g/x_^�m[sfg�l,x2sft�n�^��
kcat,R ≥ kcat,T

\Y[��
�\�� gvx2^,`2d3^,]8t�n�a4efs xPa6x2s 
�][� h!gW`j^Rx_`jh!n��/^�sfm,s�n�gW^��-^Rx (( i�h!n�ef^Ck�^Cg�^,s �!^ )) �[t�n�s�a[�/^,m ]2h!g;a4e x2^,`2g�a6x_s �/^!�!e}o ^��-^Rx (( k�h!d3sfg�h )) �]_h!g/xEx ��b�sft�n�^,]:k�^,]:d3l,m[a4g�sf]_d3^,]�m,h�h!b�l,`2a4x_s 
�] ��a4]_]2h�m,sfl,]��;n�g�^ui�sf]jxPa4i�sfe~s x2lvk�^,]El[efl,d3^,g/x_][��sfef]Em,h!g�k�n�sf]_^,g/x �wk�^,]:m,h!d 
b�h!`jx2^,d3^,g�x2]�^,g (( x2h!n�x:h!n|`jsf^[g ))
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RT
zkF

ln
[
ce
ci

] ­ É 9�X9³
®± =¢Í§XÃ�§\¶Wµ��a§B²@·� =��ª¥�a§\ªÍ�\�B��·�¤8£y¤a�B��ªÍµ�©1Â�ªS¤a�B�a�BÁJ¤U»1¬�§\ª\²

EK = −77
¶�N ­|·� J��ª_£y�B¬�ª¥�a§\ªÍ�. =ªÍ��§X£S£y§X¶W§\�1£��¹XÁ9 =£y¤8¼L³f =�a�J¢yªb»D¬�§

ENa = 50
¶wN½­|·� J��ª2£y�B¬�ªf�a§\ªY�\ JªY��§X£S£y§\¶W§\�1£2µd�JªS¤8£y¤a¼y³ ¾ ¨l§Vµd�J£y§\�1£y¤a§\���\�J¢S¢y§XªSµd�B�N·nÎ

� ªS�B¤8£b J¬Íµn�=£y§\�1£y¤a§\�0»D¬�§���À �B��·��J¤8£b Jµ�µ��a¤U»1¬�§X¢Y§X�1£S¢y§V�a§\ªY·�§\¬�Ã_¶W¤a�a¤~§X¬�Ã_µd�B¬�¢Y�\�J�1£S¢y§\¡N =�~ J���X§X¢b�~ r·�¤ 3n¬�ªS¤a�B��²
� ªS�B¤8£; J¬Íµn�=£y§\�1£y¤a§\�0�i¢y¹\¹�§\�1£S¢y§��a§\ªb·�§\¬�Ã_¶W¤~�a¤a§\¬�Ã¥�a�=¢yªy»D¬�§��a§Xªb�X�B���\§\�1£S¢L =£y¤a�B��ªY¤a�1£S¢L J�\§\�a�a¬��~ =¤a¢y§s§X£Y§XÃD£S¢L J�X§\�8Ï�a¬��~ J¤8¢y§�ªS�B�1£2¿�Ã�¹\§\ª\²�§X£Y»D¬�À ¤~����À ÂÍ r»1¬�À�% !F* '5*�%E.1*�*&' � 6 0 *&+ �(!(+ #&%J* k ¾

�?G�@�AEK�@�;>A())H9A DFA �EGM'
°0§\ª�¶W¤~�a¤a§\¬�ÃÇ¤a�1£S¢L J�X§\�a�~¬��~ J¤8¢y§\ªW§X£^§XÃD£S¢L J�\§X�~�a¬��U =¤8¢y§\ªW�\�J�1£y¤a§\����§\�1£r·�§\ª^¤a�J��ªr·�§_·�¤ 3n¹X¢y§\�1£yªs£oÂ�µd§Xª8U ���B²,µ�¢y¤a���\¤8ÏµN =�~§X¶W§\�1£ Å   + ² $ + ²e¨@  ++ §X£º¨l� − ²FªS¤@¡�¤a§\� »1¬�§�­ É 9�XB³^·�¹X�X¢y¤8£rªS§\¬��a§\¶W§X�1£^�~§¥µd�=£y§\�1£y¤a§\�2µd�J¬�¢^�~§\»D¬�§\�@�~ �\�B�1£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��·�§���À ¤a�J�

k
 J¬��\�B¬�¢L J�1£b£y�J£L =�±·� J��ªb�a§s�. J�� J�,ª\À  J���D¬��a§ ¾ ®,�B¬�¢�·�¹X¢y¤a¦9§i¢;�~ W¦B =�a§\¬�¢�ÄW��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§·�¬ � ��, *�!J,z+ *�. 	�* � *����&� -(!F*
Vm = Vi−Ve

²*¹\ÁB J��Äf�U b·�¤ 3n¹X¢y§X���\§l·�§lµd�=£y§\�1£y¤a§\�D§X�1£S¢y§l�a§l¶W¤~�a¤a§\¬s¤a�1£S¢L J�\§X�~�a¬��~ J¤8¢y§
Y[��Y!\ ��h!n�efs �!g�h!g�]�t�n�^Tef^,]�m,h!n�`2a4g/x_]:]2h!g�x�sfm,s-^,g �!^,g�k�`jl[]:b�a4`�ef^�k�l[b�e~a4m[^,d3^,g/xEk>o sfh!g�] b-h!]2s x_s 
�]T� ��a + � z + � � a ++ � h!ng�l��/a6x_s 
�]u� � e − � ^RxEg�h!g>�$m,h!d3d3^:k$a4g�]Ee~^,]�d3lRxPa4n�c-��b$a4`Eef^Tk�l,b�e~a4m,^,d3^,g�x:k>o l,ef^,mRx_`jh!g�] \Y[�!Z�\�� g�b�^,n�x `j^[d�a4`jt�n�^,` sfm,s$t�n>o n�g�`2a!sf]2h!g�g�^,d3^,g�x x_r�^[`jd3h�k ��g�a4d3sft�n�^Em,h!g�]2sf]2x_a4g�x �Tl,m[`jsf`j^�e}o l��/a4efs x_l�k�^,] �#�
��� ' �������  
��� ��� ��� � ����� )*��+�! �  µ̃k = µk + V Fzk ^,g/x_`j^�ef^,];k�^[n�c{m,h!d3b$a4`@x2sfd3^[g/x_]Wb�h!n�`Wn�g�^�]2h!efn�x_sfh!g{a!t�n�^,n�]2^�k�sfefn�l,^3sfk�l[a4ef^h!� µk(p, T ) = µ0

k(T ) + RT ln[ck] k�h!g�g�^�n�g `jl,]_n�e x_a6x)l,t�n�sf�4a4ef^,g�x \�� g `j^Rx_`jh!n���^&a4sfg�]_s:e~a&m,h!r�l,`2^,g�m[^ ^,g�x2`2^ e~ax_r�^[`jd3h�k ��g$a4d3sft�n�^u^RxEe~awd3l,m[a4g�sft�n�^v]jxPa6x2sf]2x2sft�n�^ \
Y[��
�\ � h!n�`En�g|g�^,n�`jh!g�^Wk�^T�/^,`@x_l,i�`2l/��h!g|a)��^,g d � ���

� h!g ��a + z + � e − � a ++

[ion]e
Y ��� 
 Y[Z�� Y!\ Z

[ion]i
Y[� Y 
�� � Y � −4



�J��� � ��� ��
����

§X£f�a§�¶W¤a�a¤a§\¬¥§XÃD£S¢L J�X§\�a�~¬��~ J¤8¢y§B²��B�_¢y§\µ� =¢S£Y·�§r­ É 9�9B³l¹\�X¢y¤8£y§�µd�B¬�¢f�a§\ªf·�¤ 3n¹X¢y§X�D£y§Xª2§\ªSµd¸\�X§\ªf¤a�B��¤U»1¬�§\ª ¾ ®F�a¬�ªS¤a§\¬�¢yª©1Â�µn�=£y©�¸XªS§\ª�§X£� =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�J��ª�¦B�B�1£V J�a�J¢yªV¤~�1£y§i¢y¦9§\��¤a¢ ¾nÅ �B¬�ª� .¦9�B��ªV¦D¬�»D¬�§¥­ É 9(9B³;ª\À �B¡�£y§\�N =¤8£�·� J��ª�¬���§£y©�¹X�J¢y¤a§Ê·�§_¢y¹\µd�B��ªS§Í�a¤~��¹. J¤8¢y§Ê§X£W·�§¥�L©N J¶Wµ"¶W�.Â9§\���,¤a�fª\À  *´Q�J¬�£y§Ê¬���§ -��:�/�����S+�� -�,z+ �(! #&% -('a+*) '�,�-�,�+ �"!/!F-S+ �#*
∂ρ/∂t = 0

´Q¬�ªQ£y¤8¿�¹\§V =¬�Ãº¹\�L©�§\�a�~§XªY·�§b£y§\¶Wµ�ª5�\�B��ªS¤U·�¹X¢y¹\§Xª8U ��� ¾ °�§\ªf =¬�£S¢y§\ª@©1Â�µd�=£y©�¸\ªS§\ªl¤a�D£y§i¢y¦9§\�� J�1£2·� =��ª@�a§¢L J¤aªS�B����§\¶W§X�1£YªS�J�1£Y�a§\ªYªS¬�¤a¦B =�1£y§\ª  «;�B�~·�¶º =� É���� ��&< 
;�D·�Á/"D¤a�Ê§i£M$� =£#� É����/� &|Î
• �a§\ªº¤a�B��ªºªS§�·�¹Xµ��~ J�\§X�1£_·� =��ªW�a§Ê�. J�� J�f£S¢L J��ªS¶W§\¶^¡�¢L J�� J¤8¢y§¥ªS�B¬�ªW��À §�3n§X£¥·�§Ê�~  ·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�
§X£_·�¬
�L©N =¶Wµ¹\�a§\�X£S¢y¤~»1¬�§�·�§V�~ ^¶WÌ\¶W§Y¼� �(\�B��»1¬�§V·� J��ªf�~ rªS�J�a¬�£y¤a�B��²M+ 0 *�0�­ É 9�9J³f ^¡�¤~§X�Í¬��ÍªS§X��ªY·� =��ªf�a§V�. =�N =���
• �a§V�L©N J¶Wµ_¹\�a§\�X£S¢y¤~»1¬�§V§\ªQ£Y�\�J��ªQ£L =�1£b·� J��ªf�~ ^¶W§\¶^¡�¢L =��§B²D�\§�»1¬�¤�ª\À ¹\�i¢y¤a£.Î E = −dV/dx = Vm/a

�
• °0§\ª��\�B���\§\�1£S¢L =£y¤a�J��ª�·�§\ª�¤a�B��ª�ÄÍ�U Í�a¤~¶W¤8£y§º·�§W�~ Ê¶W§\¶�¡�¢L J��§�ªS�B�1£�µ�¢y�Bµd�=¢S£y¤~�J����§\�a�~§Xª^ÄÍ�\§\�a�a§\ª�¶W§\ªS¬�¢y¹\§\ª·� =��ªf�~ rªS�J�~¬�£y¤a�B��»1¬�¤�¡N =¤~ÁJ��§V�~ r¶W§\¶�¡�¢L J��§b�BÀ §\ªQ£SÏoÄ=Ïo·�¤8¢y§�»D¬�§��U ^�\�J���\§\�1£S¢L *£y¤a�B�Ê¤~�1£S¢L =¶W§\¶^¡�¢L J�� J¤8¢y§

ck
§\ªQ£¢y§\�a¤a¹\§sÄ^�~ ^�\�B���\§\�1£S¢L *£y¤~�J�

[k]
·� J��ªf�a§V¶W¤~�a¤a§\¬Íµ� =¢

ck = κk[k]
²��BÐ

κk
§\ªQ£Y¬��¥¼k J�X£y§\¬�¢;Är·�¹X£y§X¢y¶W¤a��§X¢��

• �~ ^¶W§\¶^¡�¢L =��§b§\ªQ£Y©��J¶W�BÁB¸X��§ ¾¨l§X£S£y§�©1Â�µd�J£y©�¸\ªS§�·nÀ ©��B¶W�JÁB¹\��¹\¤8£y¹^ =ªSªS¬�¢y§^»1¬0À ¤a�,�0À ÂÊµN =ª�·�§s�\�J¶Wµn�Jªy J�1£y§s�a�B��ÁB¤8£y¬N·�¤a�N J�a§
jy = 0

§X£;µN =ª�·�§·�¹Xµn§X�N·� J���X§V�a�B��ÁB¤8£y¬N·�¤a�N J�a§
∂yj = 0

·� J��ªY�a§V�\�B¬�¢L J�1£.²N·�§VªS�J¢S£y§�»D¬�§����B¬�ªfµd�B¬�¦B�B��ª2��§��\�B��ªS¤U·�¹X¢y§X¢;»1¬�§��~ 
·�¤8¢y§\�i£y¤~�J�

x
£S¢L J��ªS¦9§X¢yªS§�Ä^�~ ^¶W§\¶�¡�¢L J��§b§X£f¢y¹X¹\�X¢y¤8¢y§º­ É 9(9B³@ªS�B¬�ªf�~ ^¼H�J¢y¶W§�ªS�. J�~ =¤a¢y§J²d¬���¤~·�¤a¶W§\��ªS¤a�J����§X�~�a§BÎ

jk = −ukRT
(
dck

dx
+ ckzkβe

dV

dx

) ­ É 9 � ³
§\�Í¬�£y¤a�a¤aªy J�1£Y�~§�¼k J¤8£;»1¬�§

βe = F/RT ¾ ®± *¢; =¤~�a�a§\¬�¢yª\²N�B�¥¢y§\¶º =¢L»1¬�§�»1¬�§±Î
d

dx

(
cke

zkβeV
)

= ezkβeV
(
dck

dx
+ ckzkβe

dV

dx

) ­ É XBÑ9³
�e�¥¢y§\µd�=¢S£L J�1£s­ É XBÑ9³2·� =��ª�­ É 9 � ³i²��B�Í�B¡�£y¤a§\�1£0Î

ezkβeV jk = −ukRT d

dx

(
cke

zkβeV
) ­ É X É ³

°eÀ ©1Â�µd�J£y©�¸XªS§2·�§2»1¬N =ªS¤8ÏoªQ£L *£y¤~�J���� =¢y¤8£y¹@¢y¹.·�¬�¤a£F��À ¹.»1¬N *£y¤~�J�W·�§@�X�B�1£y¤a�D¬�¤8£y¹@µd�B¬�¢F��À ¤a�B�
k
Ä ~∇·~k = djk/dx = 0

²
ªS¤l¡�¤a§\� »D¬�§

jk
§\ªQ£�¤~��·�¹\µd§X�N·� =�1£�·�§

x ¾ �V J��ªs��À ©1Â�µd�J£y©�¸XªS§_·�§º�L©N =¶WµÇ�X�B��ªQ£L =�1£Í­ dV/dx = −Vm/a
³i²'¤~�¦D¤~§X�1£b =�a�J¢yª'Î

d

dx

(
jke

zkβeV
)

= ezkβeV jkzkβe
−Vm

a
=
ukzkF
a

Vm
d

dx

(
cke

zkβeV
) ­ É X9ÈB³

ªS�B¤8£b§\�Ê¤a�1£y¹\Á=¢L J�1£b§X�1£S¢y§V�~§V¶W¤a�~¤a§\¬Í¤a�D£S¢L =�\§\�a�a¬��~ =¤a¢y§_­
x = 0

²
V (0) = Vi

²
ck(0) = ci

k

³@§X£Y�a§�¶W¤a�a¤~§X¬Ê§XÃD£S¢L J�X§\�8Ï
�a¬��~ J¤8¢y§º­

x = a
²
V (a) = Ve

²
ck(a) = ce

k

³iÎ

jk
(
ezkβeVm − 1

)
=
ukzkF
a

Vm

(
cike

zkβeVm − ce
k

)
avec Vm = Vi − Ve

­ É X/�9³
�e�Í¹\�X¢y¤a¦J J�1£b»1¬�§

ck = κk[k]
�BÐ

[k]
§\ªQ£b�~ r�X�B���X§\�1£S¢L =£y¤a�B��·� =��ªf�a§�¶W¤a�~¤a§X¬  
;�D·�Á/"D¤~�Í§X£M$� =£#� É����Q� &% 
;¤a�a�a§

É���� È3&|²,§X£s§X�  =µ�µd§\�~ =�1£.� *���� 
#- �^+ . + , 
V�a§r¢L =µ�µd�J¢S£0Î
Pk = (ukκkRT )/(aF)

�J�Çµd§X¬�£�¹\�i¢y¤a¢y§W�~ Ê·�§\��ªS¤a£y¹W·�§�\�B¬�¢L J�1£b·�§Vµ� =¢S£y¤a�\¬��a§\ª
jk
­��B¬Í�~ r·�§\��ªS¤8£y¹�·�§��\�J¬�¢L J�1£Y·�§��L©N =¢yÁJ§\ª

Ik
³@ªS�J¬�ªf�~ ^¼H�J¢y¶W§BÎ

jk = Pk
zkF2

RT Vm

[
[k]ie

zkβeVm − [k]e
ezkβeVm − 1

]
, Pk =

ukκkRT
aF et Ik = zk e jk

­ É X � ³

§X£Y�X§B²�µd�J¬�¢f�a§\ªb»1¬N *£S¢y§;£PÂ�µd§\ªf·nÀ ¤~�J��ªfµ�¢y¹Xµd�B�N·�¹X¢L J�1£yª2µd�B¬�¢Y�~ ^µ�©1Â�ªS¤a�J�~�JÁB¤a§���§X¬�¢y�B�� J�a§B²NÄ�ªy .¦9�B¤8¢ Å   + ²J$ + ²¨@  ++ §X£�¨l� − ¾�' �Ê�B¡�ªS§i¢y¦9§X¢L r¬��Ê�\�J¬�¢L J�1£;·nÀ ¤a�J��ª k ªS�=¢S£L J�1£�·�§��~ W�\§\�a�a¬��a§_­ jk > 0
³2ªS¤

zk(Vm − Ek) > 0 ¾
Y[��
�\�� o a4` �!n�d3^,g�x ^,]2x t�n�^�ef^,] �!a4`js~a6x_sfh!g�]Ck�^ ρ h!g/xCefsf^,n�aTk�^,] l,mPr�^,efef^,] x_`jq,]C`_a4b�sfk�^,][�/k�^�]_h!`@x_^Et�n>o h!g�b�^,n�xC`2^,d3b�e~a4m,^,`e~a;t�n�a4g�x2s x_lub$a4`E]_a;�4a4ef^[n�`:a4] ��d3b�x_h4x2sft�n�^um,h!g�]jxPa4g/x_^ \



�����3� � �S�#�h�h� ��� �}���Y��� � � � �	�Y�k�h�Q���k� � �J�E�

°' _·�§\��ªS¤a£y¹^·�§��\�J¬�¢L J�1£V·�§��L©N =¢yÁJ§\ª�£y�=£L J�a§r§\ªQ£
J =

∑
k
Ik ¾ ��¬�¼� J¤8£s·�§\ª;£S¢y¸\ª;¼k J¤a¡��a§\ªV�\�B���\§\�1£S¢L *£y¤~�J��ªV·�§¤a�B��ª^¨@  ++ µN *¢s¢L Jµ�µd�J¢S£^ÄÊ�X§\�a�~§Xªr·�§\ª� J¬�£S¢y§\ªs¤a�B��ª\²,�J� �J� ��¹\ÁB�a¤aÁB§_©N =¡�¤8£y¬�§\�a�~§X¶W§\�1£s��À ¤~�E�N¬�§\���\§º·�§\ª�¤~�J��ª¨@  ++ ·� =��ªf�a§V�\�J¬�¢L J�1£Y¶W§X¶^¡�¢L J�� J¤8¢y§ U � � ²��J�Ê�J¡�£y¤a§\�1£Y J�a�J¢yª\Î

J =
F2

RT Vm

[
w − ye−βeVm

e−βeVm − 1

] �JÐ {
w = PK[K]e + PNa[Na]e + PCl[Cl]i
y = PK[K]i + PNa[Na]i + PCl[Cl]e
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Ḡk = gk(zke)
2N [k]eff avec gk =

ukνk

a
=

ePk

kBT

­ É5� Ñ9³
� A K���'�A H�A�' �EG�@�AEKF@�; A�)Y'
H � L�� @�; G	K

°eÀ  J�i£y¤~¦D¤8£y¹^¹X�~§X�X£S¢y¤~»D¬�§^·�À ¬�����§\¬�¢y�B��§�§\ªQ£��. *¢L J�X£y¹X¢y¤aªS¹\§rµ� =¢���À ¹\¶W¤aªSªS¤a�B� ·�§+� ��, *�! ,z+ *�. '�	CQ - 0 ,z+ �(!Ç»1¬�¤'�\�J¢S¢y§\ªQÏµd�B��·�§\�1£5Ä�¬���§2¤a�D¦9§X¢yªS¤a�B�^£y§\¶Wµd�J¢L J¤8¢y§2§X£5�a�D�\ J�a§;·�§fµd�B�~ =¢y¤8£y¹b·�§f�~ V¶W§X¶^¡�¢L J��§ ¾ ¨l©N B»1¬�§fµd�J£y§\�1£y¤a§\��·�À  J�i£y¤~�J�ªS§�£S¢L B·�¬�¤8£� =¤a��ªS¤FµN *¢V¬���§�µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B��·�¬�µd�=£y§\�1£y¤~§X�e·�§^¶W§X¶^¡�¢L J��§
Vm
²� J�a�~ J�1£2´P¬�ªy»1¬0À Ä_¶W�D·�¤a¿�§X¢��a�1�. *Ï

�a§\¶W§\�1£2§X£2£S¢L J��ªS¤a£y�J¤8¢y§\¶W§\�1£fªS�B�ÍªS¤aÁB��§ ¾ ¨l§X£S£y§�µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B�¥¦J �§\��ªS¬�¤8£y§�ªS§Vµ�¢y�BµN =ÁB§X¢Yªy =��ªY·�¹X¼k�J¢y¶º *£y¤a�B�Í�a§�a�B��Á¥·�§���À  =Ã��B��§r·�¬���§\¬�¢y�J��§J²n�X§^»D¬�¤'µd§X¢y¶W§X£;·�§�£S¢L J��ªS¶W§i£S£S¢y§s��À §XÃ��\¤8£L =£y¤a�B����§\¬�¢y�J�N =�~§s¿N·�¸\�a§\¶W§X�1£;§i£�ªS¬�¢
·�§��~�J��ÁJ¬�§\ª�·�¤aªQ£L =���\§\ª ¾dÅ �J¬�ª; J�a�a�B��ª�¦9�J¤a¢�»1¬�§��\§sµ�©�¹\���B¶W¸\��§B²�¼k�J�N·� =¶W§\�1£L J�'µd�B¬�¢;�a§s¼H�B���i£y¤~�J����§\¶W§\�1£;·�¬ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§W��§X¢y¦B§\¬�Ãn²0§\ªQ£��~¤a¹¥ =¬Ç¼� =¤a£r»1¬�§W�a§\ª�µ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ªs¹\�a§\�X£S¢y¤~»1¬�§\ª^·�§º�~ �¶W§\¶�¡�¢L J��§W·�§º��À  =Ã��B��§_¦J =¢y¤a§\�1£
 .¦9§\���U _¦J J�a§\¬�¢�·�¬�µd�J£y§\�1£y¤a§\�±¶W§\¶�¡�¢L =�N =¤a¢y§JÎn��À �B��·�§r·�§^·�¹\µd�B�~ =¢y¤aªy =£y¤a�B��¢y¹\ªS¬��a£y§r·nÀ ¬���§��J�N·�§r·�§^¦J *¢y¤U *£y¤~�J�
·�§_µn§i¢y¶W¹. J¡�¤~�a¤8£y¹ ¾ �,¦J J�1£^·�§Í·�¹\�X¢y¤8¢y§Í�a§¥µ�©�¹\���J¶W¸\��§º�\�J¶Wµ��a§X£.²±ªS§_¢L =£S£L J�L©� J�1£WÄ��~ ��\�~ JªSªS§�·�§\ª�¼H¢y�B�1£yªr·�§¢y¹. J�i£y¤~�J��Ïo·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� µ�¢y¹\ªS§X�1£y¹\ª�·� J��ªs��À  J����§XÃ�§_¯l²�´P§º¦B =¤aªs£y�J¬�£^·nÀ  J¡d�J¢L· µ�¢y¹\ªS§X�1£y§X¢��a§º¶W¹\�. J��¤aªS¶W§º·�§º�a§\¬�¢
¹\¶W¤aªSªS¤a�B�0²�·� J��ª2¬���§;ªS¤8£y¬N =£y¤a�J�ÊªSµN *£y¤~ J�a§\¶W§\�1£f©��J¶W�BÁB¸X��§r­��~ �¦J =¢y¤~ J¡��~§�ªSµN =£y¤~ =�~§�·�§\¦D¤a§\�1£f·�§��X§�¼k J¤8£Y¤~�D¬�£y¤a�~§.³�\§�»1¬�¤n�\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·Ê J¬�Ã_§XÃ�µd¹X¢y¤a§\���\§\ªY·�¤8£y§\ªY·�§

((

' �E- 0 *&) 0 .1-"� �
))

Î�·� J��ª2�\§Vµ�¢y�=£y�1�\�B�a§�§XÃ�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L J��²��B�¥¢y§\�a¤~§
�a§\ªY§XÃD£S¢y¹\¶W¤8£y¹\ªY·�¬¥¼H¢L JÁJ¶W§\�1£b·�§V¶W§\¶�¡�¢L J��§�¹i£y¬N·�¤~¹J²N·�§�¼k �(\�J��Är�\§�»1¬�§;£y�B¬�ªY�a§\ªYµd�B¤a�1£yªb·�§V�~ r¶W§\¶�¡�¢L =��§
ªS�B¤a§\�1£@ªS¤a¶�¬��8£L J��¹\¶W§\�1£5 =¬º¶WÌ\¶W§@µd�J£y§\�1£y¤a§\��²1µd�B¬�¢@ =¡n�J�a¤a¢@�a§\ªl¦J *¢y¤U *£y¤a�B��ªlªSµ� =£y¤~ J�a§\ª@§X£lªS§Y�\�J���X§\�1£S¢y§X¢lªS¬�¢l�a§\ª¦J =¢y¤~ =£y¤a�B��ªe£y§\¶Wµd�=¢y§\�a�a§\ª ¾ °�§2µ�©�¹\���J¶W¸\��§@·�À ¹\¶W¤aªSªS¤a�B�W·�À ¬��^µn�=£y§\�1£y¤a§\��·�À  =�X£y¤a�B��­ ' �s+ �Q*S³,§\ªQ£5�a¤a¹YÄ;�U ;ªS¹.»1¬�§\���\§·�À ¹\¦B¹\��§\¶W§X�1£yª@ªS¬�¤a¦J J�1£y§BÎ
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3h(Vm − ENa)
­ É5��É ³�BÐ

n
²
m
§X£
h
ªS�B�1£b·�§\ª2¼k�J���X£y¤a�J��ªb·�§

Vm
§X£Y·�§

t
·�¹i¿N��¤a§\ª2¤~¶Wµ��a¤~�X¤a£y§X¶W§\�1£2µN *¢Y�a§\ªY¹.»1¬� =£y¤a�B��ª\Î

dm

dt
= αm(Vm)(1 −m) −mβm(Vm)

­ É5� ÈB³
Y[�!��\�� o ^,]2xC]_^,n�ef^,d3^,g/x ef^,n�`�
�`jl,t�n�^,g�m,^�k>o l,d3sf]_]2sfh!gwt�n�s�mPr�a4g �!^Ta[�/^,m:e}o a4d3b�efs x_n�k�^�k�^:e~aT]2x2sfdwn�e~a6x2sfh!g|� x_a4g�x�t�n�^:m,^Rx2x2^a4d3b�efs x2n�k�^T`j^[]jx2^W]2n �3]_a!g/x2^6� \Z�����\�� o n�g�s x_lvm,h!n�`2a4g/x_^/��m,h!`j`2^,]_b�h!g�k$a!g/xva4n�c��!a4ef^,n�`j]Ex ��b�sft�n�^,]:b�h!n�`En�g|a6c�h!g�^/�$^,]2xEef^ µ

� � m,d 2 \



�����3� � �S�#�h�h� ��� �}���Y��� � � � �	�Y�k�h�Q���k� � � ���

dn

dt
= αn(Vm)(1 − n) − nβn(Vm)
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dh
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= ḠNam
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{
du/dt = 3u− u3 − v
dv/dt = ε(v − ∆u)
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τu
§i£
τv = τu/ε

·�§Xª
¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B��ªY·�§

u
§i£b·�§

v ¾s* ¤��a§�µN *¢L J¶W¸X£S¢y§ ∆
§\ªQ£b =ªSªS§5�Vµn§i£y¤a£.²�¤a��¼k¹i¢y¤~§X¬�¢bÄ É ²��BÀ §\ªQ£Y¬��¥¶º�D·�¸\�a§;£oÂ�µ�¤~»1¬�§;·�§

Z���Y!\�� g)h!i�x2sf^,g�x �
αn(Vm) =

0.01(Vm + 55)

1 − exp[−(Vm + 55)/10]
βn(Vm) = 0.125 exp[−(Vm + 65)/80]

αm(Vm) =
0.1(Vm + 40)

1 − exp[−(Vm + 40)/10]
βm(Vm) = 4 exp[−(Vm + 65)/18]

αh(Vm) = 0.07 exp[−(Vm + 65)/20] βh(Vm) =
1

1 + exp[−(Vm + 35)/10]

Z��!Z�\ � ^,]p�!a4ef^,n�`j]�x ��b�sft�n�^[]�k�^,]�b$a4`2a!d3qRx2`j^[]8]2h/g/x � ḠNa 120 d � � m,d 2 ENa 50 d y
ḠK 36 d � � m,d 2 EK −77 d y

Cm 1 µ � � m,d 2 \
Gf 0.3 d � � m,d 2 Ef −54.4 d y
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¼k§X¢y¶W¹X§\ª\²�ªS§i¢L r¶W�D·�¹\�a¤~ªS¹�µN *¢b·�§\ª 	S+ �-O/.1*�' 	�* 0 �(% � -"!J,
Qδ(~r − ~rQ)

Î��\§VªS�J�1£Y�~Ä^�~§XªYÁJ¹\��¹X¢L *£y§\¬�¢yªb·�§��\�J¬�¢L =�1£·��J�1£�´Q§f¶W§\�1£y¤a�B���N J¤aªF�\¤8ÏP·�§\ªSªS¬�ªe�~ VªSµd¹\�X¤a¿��\¤8£y¹ ¾ ¨l§Y¶W�D·�¸\�a§2¤a¶ºµ��a¤~»D¬�§f·��B���2¬���§fµ�¢y�1�\¹.·�¬�¢y§Y·nÀ ©��B¶W�JÁB¹\��¹\¤aªy =Ï£y¤a�B�0²�¦J J�~ J¡��~§��. =¢f�~§Xªf¶W§\¶�¡�¢L =��§\ªl§X£f�a§\ª2¡n�J¬��\�a§\ªf·�§;�\�B¬�¢L J�1£Y JªSªS�1�\¤a¹\§\ªY�B�1£Y·�§\ª2¹\�L©�§\�a�a§\ªf�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ª
¿N��¤a§\ª\ÎJ¤a��ªS¬�Ër£e·�§@ªS§@µ��~ J�\§i¢5Ä;·�§\ª±¹\�L©�§X�~�a§\ªFªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢y§\ªFµd�J¬�¢e»1¬0À ¬���§@·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�J�r©��B¶W�BÁJ¸\��§@¶W�.Â1§\����§5ªS�J¤a£¦J J�~ J¡��a§ ¾ °0§\ªb�\�J¬�¢L J�1£yªbµ�¢y¹\ªS§\�1£yª;·� J��ªY�~§�£y¤aªSªS¬��X¹X¢y¹\¡�¢L J�,¦9�J�1£; J¤a��ªS¤± .¦9�J¤a¢�·�§\¬�ÃÍ�=¢y¤aÁB¤a��§\ª\Î�·nÀ ¬���§VµN =¢S£b¬���§�J¢y¤aÁB¤a��§Vµ�©1Â�ªS¤~»1¬�§B²1¹\�a§\�X£S¢y�J¶º JÁB��¹X£y¤~»1¬�§^­��a§;£y§X¢y¶W§

σ ~E
³i²�·nÀ  J¬�£S¢y§;µ� =¢S£2¬���§;�J¢y¤aÁJ¤~��§V¡�¤a�1�L©�¤a¶W¤~»1¬�§bªSµd¹\�\¤8¿N»D¬�§­��\�B¬�¢L J�1£yªY¤a�B��¤~»1¬�§XªbÁJ¹\��¹i¢y¹\ª; J¬���¤a¦9§. =¬�·�§\ªY¶W§\¶�¡�¢L =��§\ª\²��a�=¢yª�·�¬ÊµN =ªSªy JÁJ§^·�§Xªbµd�=£y§\�1£y¤a§\�aª;·�À  J�i£y¤a�B��§i£;·�§

��À  =�X£y¤a¦D¤a£y¹VªQÂ��� Jµ�£y¤U»1¬�§/���BÀ §\ªQ£b�\§V»D¬�§V·�¹X�X¢y¤8£Y�a§V£y§i¢y¶W§ ~Jp
³ ¾�F�Í�\�B���\�a¬�ªS¤a�B��²N�a§V¶W¤a�a¤~§X¬Í�\¹X¢y¹\¡�¢L J�0§\ªQ£.Î

� '#,*� % 0 ,*% � 
s­| *Ã��J��§\ª\²�·�§V·�¤ 3n¹X¢y§X�1£yªf�a�B��ÁB¬�§X¬�¢yª\²�¶�Â9¹\�a¤a��¤aªS¹\ªf�J¬Ê���B��²�ªQÂ��N Jµ�ªS§\ªL³i²
� ¼k�=¢S£y§\¶W§\�1£ !��"! . +�!�
 -S+�� *�­�ªS§\¬�¤a�|²�ªy *£y¬�¢L *£y¤~�J�0²N J¶Wµ��~¤8¿��. =£y¤a�B�Í���J�Í�a¤a��¹. =¤a¢y§.³i²¶º J¤aªYÄ��U r·�¤ 3n¹i¢y§\���X§�·�À ¬��Í¶W¤a�a¤~§X¬Íµ�©1Â�ªS¤U»1¬�§B²�¤a�0§\ªQ£b =¬�ªSªS¤�Î
� �F. -('#,z+*# %J*V­| =¬�ªSªS¤0¡�¤a§\�Ê·� J��ªfªy ^ªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§V»1¬�§V·� J��ªfªy ^¡�¤a�1�L©�¤a¶W¤a§*³i²
� - 0 ,z+ D;­�ÁB¹X��¹X¢L *£y§\¬�¢yªY·�§��\�B¬�¢L J�1£Y�a�1�. =¬�Ãn²NÄ^��À ¹\�L©�§X�~�a§�¶W¤~�i¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§*³i²§X£Ê���J¬�ªÊ J�a�a�B��ª�¶º J¤a�1£y§\�� J�1£Í¦B�B¤8¢Ê�\�B¶W¶W§\�1£_�\§\�~  ªS§�£S¢L J·�¬�¤a£Ê»D¬� J�1£y¤8£L =£y¤a¦9§X¶W§\�1£¥ªS¬�¢��a§\ªÍ¹.»1¬N =£y¤a�B��ªÊ·�§
2Ê =Ã �l§\�a�,·�¹\�i¢y¤a¦B =�1£Y�a§\ªf�\�B¬�¢L J�1£yªf§X£Y�a§V�L©N =¶Wµ¥¹\�a§\�X£S¢y�=Ïo¶º =ÁB��¹X£y¤~»D¬�§V»D¬�¤d¢y¸\ÁB��§\�1£b·� J��ª2�\§V¶W¤a�a¤~§X¬ ¾

� N	OFLQ@�; G�K '
H�A � L�'�A���% N�OFL�@�;>G	K�' H9A � L���� A�)Y) AE@ H�;�� � )QA('
H9A �FG�O�D L�KF@
* ¤f�~ ��\�B��·�¬��X£y¤a¦D¤a£y¹ σ ·�¬
¶W¤a�a¤a§\¬
§\ªQ£º�\�B���D¬�§B²e�a§\ªº¹\»D¬� =£y¤a�B��ªº·�§B2Ê =Ã �l§\�a�b§X£º��À ¹.»1¬N *£y¤~�J� ·�§Í�\�B�1£y¤a�D¬�¤8£y¹
~∇ · ~J = −∂ρ/∂t µd§\¬�¦9§\�1£WÌX£S¢y§�¬�£y¤a�a¤aªS¹\§\ª¥µd�B¬�¢_�. =�~�X¬��a§X¢Í�a§\ª_�L©� J¶Wµ�ªW¹X�~§X�X£S¢y¤~»D¬�§ ~E §X£_¶º JÁJ��¹X£y¤~»1¬�§ ~B¢y§\ªSµd�B��ªy J¡��~§Xª2¢y§XªSµd§\�X£y¤a¦9§\¶W§X�1£2·�§b�|À �e�l« §X£2·�¬ºªS¤aÁB�� J��2Ê�l«½­�¶º JÁB��¹X£y�JÏ §\���\¹\µ�©N =�~�JÁJ¢L Jµ�©�¤a§*³? 
 �J¶ �=�U =¤~��§\�
*�,4-/.10 É5�/� ��&< * �\�=£S£;ÈJÑJÑ9È3& ¾ °0§�£S¢L =¤8£y§\¶W§\�1£Y·�§\ªf¹.»1¬N *£y¤~�J��ªY·�§�2Í =Ã �@§\�a�'§XªQ£YªS¤~¶Wµ��a¤a¿�¹�§\�Í�\�B��ªS¤~·�¹X¢L =�1£;»1¬�§JÎ
� �a§V�\�B��·�¬��X£y§\¬�¢f§\ªQ£Y¤~��¿N��¤�§X£f©��B¶W�JÁB¸\��§/�
� �~ ^µd§X¢y¶W¹. J¡�¤a�~¤8£y¹r­�¶º JÁB��¹X£y¤~»1¬�§*³l·�§Xª2£y¤aªSªS¬�ªb·�§��U �£yÌX£y§�§\ªQ£Y¹\ÁB J�a§sÄ^�\§\�a�a§s·�¬¥¦D¤U·�§FÎ µ = µ0

�
� �a§\ªf£y§i¢y¶W§\ªf·�§�ªS�B¬�¢y�\§ ∂ ~E/∂t §X£ ∂ ~B/∂t ªS�B�1£Y��¹XÁB�a¤aÁB§. =¡��a§\ª�­| Jµ�µ�¢y�.Ã�¤~¶º *£y¤~�J�Ê»1¬� JªS¤8Ï ªQ£L =£y¤a�B���N J¤8¢y§*³��
� �~ �¢y¹\µd�B��ªS§�·�¬¥�i©� J¶Wµ¥§XªQ£b�a¤a��¹\ J¤8¢y§º­��~�J¤'·�À ' ©�¶_³ ¾°0§\ªf¹.»1¬� =£y¤a�B��ªY·�§ 2Ê =Ã �@§X�~�0ªS§�¢y¹.·�¬�¤aªS§\�1£b =�~�=¢yªbÄ2Î

~∇ · ~E = ρ/ε ~∇∧ ~E = 0
·nÀ �BÐ ~E = −~∇V ­ É5�/� ³

~∇∧ ~B = µ0
~J ~∇ · ~B = 0

­ È=ÑBÑB³
' �Í��¹\ÁJ�a¤~ÁJ§s�a§V£y§X¢y¶W§ ∂ ~E/∂t ·� J��ª ~∇ ∧ ~B

­�§\�ÍªS§�µ��U �(. J�1£;Ä^¬���§�¹\�L©�§\�a�a§s·�§�£y§\¶Wµ�ª2¤a�1£y§X¢y¶W¹.·�¤U =¤8¢y§B²��BÐÊ�a§\ª�. J¬�ªS§\ªs·�§r¦J *¢y¤~ =£y¤a�B��¢L Jµ�¤~·�§r�J�1£V¢y§\�~ *Ã�¹r¦9§i¢yª�Ñ¥§i£��BÐ��a§\ªV¢y¹i£S¢y�9 J�i£y¤~�J��ª�µ�¢y�*¦9�D»1¬�§X�1£�¬���§�¹\¦9�B�a¬�£y¤~�J� �a§\�1£y§
·�§Xª2µN *¢L J¶W¸X£S¢y§\ª\²��\�J��ªS¤~·�¹i¢y¹\ªf�\�B¶W¶W§Y�\�B��ªQ£L J�1£yªfÄ��L©N J»D¬�§;¤a��ªQ£L =�1£i³i²��X§V»1¬�¤dµd§X¢y¶W§X£2·�À §XÃ�µ�¢y¤a¶W§X¢@�a§��L©N J¶Wµ¶º JÁJ��¹X£y¤~»1¬�§�Ä^µN *¢S£y¤8¢b·�¬¥�\�B¬�¢L J�1£ , ��, -�. ~J ­�¬���§V·�§\��ªS¤8£y¹VªS¬�¢S¼k J�\¤~»1¬�§�·�§��L©N *¢yÁB§\ªL³iÎ

~B(~r) =
µ0

4π

∫
~J(~r′) ∧

(
~r − ~r′

||~r − ~r′||3
)
d3~r′

­ È=Ñ É ³
Å �J¬�ªY .¦B�B��ª2¦�¬Í»1¬�§;�\§V�\�J¬�¢L J�1£f£y�=£L J�0ªS§�·�¹\�\�J¶Wµn�Jªy J¤8£Y§\�Í¬��Í�\�J¬�¢L J�1£Y J�X£y¤8¼F§i£Y¬��¥�\�B¬�¢L J�1£Yµ� JªSªS¤8¼PÎ

~J(~r) = ~Jp(~r) − σ(~r)~∇V (~r)
­ È=Ñ9ÈJ³

* ¤N��À �J�¥ªS§;µ��~ J�\§�·� J��ª@�a§\ª@¶W¤a�a¤a§\¬�Ãr¤~�1£S¢L *ÏF�J¬_§XÃD£S¢L J�X§\�a�~¬��~ J¤8¢y§\ª\²�¤~�d��À Âº �µ� Jª2·nÀ §�3n§X£@�. Jµ� J�\¤8£y¤8¼kª\²�·��B���bµ� Jª@·�§µ�¢y�1�\§XªSªS¬�ªs·�À  =�\�\¬�¶�¬��~ *£y¤~�J�Ç·�§r�L©N *¢yÁB§\ª5�'·� J��ªV��À  =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�J�Ç»1¬N JªS¤8Ï ªQ£L =£y¤a�J���N =¤8¢y§B²'�a§\ª�¤a��©��B¶W�JÁB¹\��¹\¤8£y¹\ª
i�sfe~a4g>�$sfe�^,]jx �!l,g�l,`2a4ef^,d3^[g/xva4m,m[^,b�x2lwt�n>o n�g�^W]2n�` 
}a4m,^Wk�^ 5 d3d ×5 d3d ^[]jx�n�g�^W^,]2x2sfd�a6x2sfh!g `jl[a4efsf]2x2^;k�^We~a�]2n�` 
}a4m,^m,h!`jx2sfm[a4ef^;a4mRx2s �/^ug�l,m[^,]2]Pa4sf`j^ �;e~a �!^[g�q[]2^uk>o n�g)m,h!n�`_a4g/x�k�^vmPr$a4` �!^,]�k�^ve}o h!`2k�`j^uk�^ 10 g �;\ d � ��a4sfefef^Rx ��� � � � Z�����YR�0\



� �E� � ��� ��
����

£S¢L J��ªS¤a£y�J¤8¢y§\ª�ªS�J�1£;ªS¬�µ�µd�BªS¹\§Xª� .¦B�B¤8¢�·�¹P´QÄr¢y§\�~ =Ã�¹s¦9§X¢yªbÑ�²NªS¤,¡�¤a§\��»1¬0À �B�Ê¹\�X¢y¤8¢L 
∂ρ/∂t = 0

²d·nÀ �BÐ ~∇ · ~J = 0·�À  Jµ�¢y¸\ªf��À ¹\»D¬� =£y¤a�B��·�§V�X�B�1£y¤a�D¬�¤8£y¹ ¾  µN *¢S£y¤8¢b·�§���À ¹\»D¬� =£y¤a�B�Ç­ È=Ñ9ÈB³i²��J�Ê�J¡�£y¤a§\�1£b =�a�J¢yª'Î
~∇ · ~Jp = ~∇(σ~∇V )

­ È=Ñ/�9³
* ¤ σ §\ªQ£Y�\�J��ªQ£L J�1£y§W­�ªSµ� =£y¤~ J�a§\¶W§X�1£i³i²��\§X£S£y§V¹.»1¬� =£y¤a�B�Íª\À ¹\�X¢y¤8£,Î

~∇ · ~Jp = σ∆V
­ È=Ñ � ³�BÀ §\ªQ£SÏoÄ=Ïo·�¤8¢y§Y¬���§f¹.»1¬� =£y¤a�B��²D =�N J�a�JÁB¬�§;Ä��|À�
�#&% -�,z+ �(! 	�* � �S+�' '��(!�²�·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£5¬��r¶W¤a�~¤a§\¬W�X�B�1£y§\�� J�1£l·�§\ª5ÁJ¹\��¹iÏ

¢L =£y§\¬�¢yªf·�§;�\�J¬�¢L =�D£f·�¹\�X¢y¤8£yª2µ� =¢ ~Jp ¾�Å �B¬�ª5£y�B¬��L©��B��ª@�~Äs§\�Í»1¬��B¤d�a§�¶W¤a�a¤a§\¬_�\¹X¢y¹\¡�¢L J�n§\ªQ£2¬��_¶W¤a�a¤a§\¬ ((

 =�X£y¤8¼
))

²¼k�J�N·� =¶W§\�1£L J�a§\¶W§X�1£2·�¤ 3n¹X¢y§\�1£f·�§\ª@¶W¤~�a¤a§\¬�Ã
((

µ� JªSªS¤8¼kª
))

©N =¡�¤8£y¬�§\�a�a§\¶W§\�1£l¢y§\���\�B�1£S¢y¹Xª2§\�¥µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§ ¾ °eÀ  =�X£y¤a¦�¤8£y¹��§X¬�¢y�B�� J�a§�·��J����§��N =¤~ªSªy =���\§� J¬Í�\�B¬�¢L J�1£ ~Jp
µ�¢y¤a���X¤~µ� J�a§\¶W§\�1£f J¬Í¦9�B¤aªS¤a�N =ÁB§s·�§\ªf�\§X�~�a¬��~§Xª; =�a�J¢yªb»1¬�§��a§V�\�J¬�Ï

¢L J�1£ ~J ªS§^µ�¢y�JµN =ÁB§^µN =ªSªS¤a¦9§\¶W§\�1£�·� J��ª;£y�J¬�£��a§^¦9�B�a¬�¶W§ ¾ �F��£S¢y�B¬�¦J =�1£��a§^�\�B¬�¢L J�1£ ~Jp
²� =µ�µd§\�a¹^�a§^�\�J¬�¢L =�D£µ�¢y¤a¶º J¤8¢y§B²n�B���a�D�\ J�a¤aªy§W��À  J�X£y¤a¦D¤8£y¹W�X¹X¢y¹\¡�¢L J�a§ ¾ �V =��ª��a§^�. JªVÁJ¹\��¹X¢L =��² σ §\ªQ£V¬���£y§X��ªS§\¬�¢.²0»1¬�¤,ªS§�¢y¹.·�¬�¤a£VÄ_¬��ªS�. J�~ =¤a¢y§�ªS¤0�a§V¶W¤~�a¤a§\¬Í§\ªQ£Y¤aªS�J£S¢y�Jµd§ ¾ °FÀ ¤~�D¦B§X¢yªS¤a�B��·�¬¥�~ Jµ��~ =�\¤a§\���\�J�N·�¬�¤8£b =�~�=¢yª;Ä��U �¢y§X�U *£y¤a�B��§iÃ�µ��a¤~�X¤a£y§JÎ

V (~r) =
1

4π

∫
~Jp(~r′)

σ(~r′)
.

(
~r − ~r′

||~r − ~r′||3
)
d3~r′

­ È=ÑQPB³

Å �J¬�ª� .¦9�J��ªV¦D¬��\¤8Ïo·�§\ªSªS¬�ªs»1¬�§^�a§r�\�B¬�¢L J�1£�µ�¢y¤a¶º J¤8¢y§Ê­�ªS�J� ¬���¤a£y¹^§\ªQ£��|À � ¾ ¶_³b¹X£L =¤a£�¶W��·�¹\�a¤aªS¹W�X�B¶W¶W§�¬���§ªS¬�µd§X¢yµd�JªS¤a£y¤a�J��·�§V·�¤aµ �B�a§\ªb·�§V�X�B¬�¢L J�1£.Î
~Jp(~r) =

∑

i

Qiδ(~r − ~rQi)
­ È=Ñ/�9³

�BÐ
δ(~r)

§\ªQ£2�U �·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤~�J�Í·�§ �;¤a¢L =�;£S¢y¤~·�¤a¶W§\��ªS¤a�B����§\�a�a§ ¾ ®'�B¬�¢@¢y§\�a¤a§X¢Y�~ �µ�©1Â�ªS¤a�J�~�JÁB¤a§V�\§X�~�a¬��U =¤8¢y§�§X£2��À �5�5«�²¤a�,§\ªQ£;·��J������¹X�\§\ªSªy J¤8¢y§^·�§s·�¹X£y§i¢y¶º¤a��§X¢Y�~§Xª�·�¤aµ �J�a§\ªb¢y§XªSµd�B��ªy =¡��a§\ª�·�¬��X�B¬�¢L =�1£;µ�¢y¤a¶_ =¤8¢y§ ¾ ��§\¬�ÃÍµ�¢y�B¡��a¸\¶W§\ªªS§Vµd�BªS§\�1£Y J�a�J¢yª\Î
• °�§\ªe·�¤aµ �B�a§\ªFÁB¹\��¹X¢L J�a§\¶W§\�1£F¤a��¦B�D»D¬�¹\ª±µd�B¬�¢e¶W�D·�¹X�a¤~ªS§i¢5��À �e�l«	­�µ�¢y�J¡��a¸\¶W§l¤~�D¦B§X¢yªS§2�BÐ^��À �B�W·�¹i£y§X¢y¶W¤a��§l¬���§·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��·�§s·�¤~µ �J�~§Xªb�\�B¶Wµ� =£y¤a¡��a§� *¦B§\���a§�ªS¤~ÁJ�N =�,§\��¢y§XÁB¤aªQ£S¢y¹*³fªS�B�1£;·�§\ªb·�¤aµ �B�a§\ª

((

µ�©�¹X���B¶W¹X���B�a�BÁJ¤~»D¬�§\ª
))¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£L J�1£r��À  J�i£y¤~¦D¤8£y¹Ê·�À ¬���§!�\�B��§¥�\�J¢S£y¤a�. =�a§�Ä���À ¹X�i©�§\�a�a§�·�¬ �6+ . . +�� 6�,*�#*��±�a§\ªW·�¤aµ �B�a§\ª

((

µ�©1Â�ªS¤a�B�a�JÁB¤~»1¬�§\ª
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�a4s xwe}o ^,g�`j^��!sf]2x2`2^,d3^,g/x \ � l,m,`jsf`2^)m,^,]wk�sf]2x2h!`j]_sfh!g�]wb$a4`@x_sfm,sfb�^)k�n �(������� � ) � $ � ����� �}�8ef^,]l,efsfd3sfg�^,`ub�h!n�`w`j^Rx_`jh!n���^,`�ef^�]_s �!g$a4e l,ef^[mRx2`2sft�n�^)l,d3sf];a4n�g�s �/^[a4nKk�n�m[h!`@x2^,c�sfg�x2^,`j��sf^,g�x�k$a4g�]wef^
�(������� � ) � ��' 	����� ��� � � d � e~a4sfg�^,g � � �
� Y[�!��
6� � ��a4sfefef^Rx � � �
� Z�����YR�0\	� avt�n�^,]2x2sfh!g3t�n�^ �,o ^,g���sf]Pa �!^�sfm[s�^,]2x x_`jq,] k�s �-l,`2^,g�x2^���sfe�] o a �!s xCk�^E`2^,efsf^,`m,h!g�]2x2`2n�m,x_s �/^,d3^,g�x:e}o a4mRx_s ��s x2lvb�r	��]_sfh!efh��!sft�n�^ �;e}o l,mPr�^,efef^Tk�^,]Eg�^,n�`2h!g�^,]:^,xEm,^vt�n�sp^[g)`jl,]_n�e x2^��;e}o l,mPr�^[efef^�k�^ve}o l,ef^,mRx_`jh�
^,g�m,l,b�r$a4efh��!`_a!d3d3^;��h!n)b�efn�x �4xEk�^Te}o l,ef^[mRx2`2h�
}m[h!`@x_sfm,h��!`_a!d3d3^!��t�n�sp]_^,`2a4sfxE^,g�`j^��!sf]2x2`2luk�sf`j^,m,x2^,d3^,g�x:]2n�`�ef^Tm,h!`jx2^Rc ��m[^t�n�s�^,]jx:^Rc�m,efn m_r�^��ue}o r�h!d3d�^ �3b�h!n�`Ee~a4sf]_]2^[`�k�^vm��4x_luef^,]Ek�sf]2x2h!`2]2sfh!g�]:t�n�^ �j^T��sf^,g�]Ek�^vd3^,g�x2sfh!g�g�^,`P� \Z��!��\�� �/^,m D = 5.10−9 d 2 � ] ��sfe 
�a4n�x ∆t = 2.5 g�] �we}o sfh!g z + b�h!n�`Eb$a4`jm,h!n�`2sf` � g�d b�a4`Ek�s �-n�]_sfh!g \Z��!��\�� e�
�a4n�x�g�h4x_^,`�t�n�^Te~aub�`jh�m[l,k�n�`j^ukpo l[ef^,mRx2`2h!b�r	��]2sfh/efh��!sf^T^Rc�b-l,`jsfd3^,g�x_a4ef^va4b�b�^,efl,^ (( ]2b$a4m,^Tm,e~a4d3b )) ��t�n�s-m,h!g�]_sf]jx_^ �l,efsfd3sfg�^,`pef^,]p�!a4`js a6x2sfh!g�]8efh!g �!s x2n�k�sfg$a4ef^,]�k�^ b�h4x2^[g/x2sf^[e�b�h!n�`>g�^ ] o sfg/x_l,`j^,]_]_^,`�t�n>o a4n�cTb�r�l,g�h!d3q,g�^,]�x2`_a4g�]_d3^,dwi�`2a4g$a4sf`j^,] �^,]2xEe}o l[t�n�s �4a4ef^[g/xEm[h!g�m[`j^RxTk�^vg�h4x2`j^Wd3h�k�q,ef^w���/h!sf`Ea!n�]_]2s>ef^vd3h�k�q,ef^Tk�^ � h�k � ��sfg 
 � n�c�ef^ �/� � � \ 
 � \
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·� =��ª5�a§\ª5¦J =¢y¤~ J¡��a§\ª@·�À ¹X£L *£ ¾ ��§2¼� �(\�B�_ÄVµd�B¬�¦9�J¤a¢e¢y¹. J�a¤aªS§X¢2·�§\ª5¤8£y¹X¢L *£y¤a�B��ªl§\�Wµ� =¢L J�a�a¸\�a§B²D���J¬�ªl .¦B�B��ªe¬�£y¤a�a¤aªS¹b�a§¶W�D·�¸\�a§�·�§�·�¤ 3n¬�ªS¤a�J�Íµ�¢y�Jµd�BªS¹VÄ��\§X£f§&3n§X£2µN =¢b¨l©��Bµ� =¢L·¥§X£?�b¢y�/�
 É���� X�& ¾  �L©N J»D¬�§;ªS¤8£y§ x ·�§;��À  J¬�£y�J¶º =£y§B²�B�_·�¹X¿���¤8£@·�§\¬�Ãr¦J =¢y¤~ J¡��~§Xª2¡d�1�B�a¹\§X����§\ª
nl(x, t)

§X£
nr(x, t)

»1¬�¤�¢y§Xµ�¢y¹\ªS§X�D£y§X�1£@��À �D�X�\¬�µ� =£y¤a�B�Í·�§\ªl�~¤a§\��ª@§\�1£S¢y§�a§\ªrªS¤8£y§\ªr·�¬ ¢y¹XªS§. J¬�Î
nl(x, t) = 1

­k¢y§\ªSµ ¾ nr(x, t) = 1
³sªS¤@¬���§_µN *¢S£y¤~�X¬��a§Í =¢S¢y¤a¦9§¥§X�

x
 J¬ £y§\¶Wµ�ª

t
µN *¢

�~ ¥Á9 =¬��L©�§Í­k¢y§\ªSµ ¾ µN *¢V�U ¥·��J¤a£y§.³;�BÀ §\ªQ£SÏoÄ*ÏP·�¤8¢y§rªS§\�a�B���~ Í·�¤8¢y§\�i£y¤~�J� el
­k¢y§\ªSµ ¾ er

³i²��X�B¶W¶W§�¢y§\µ�¢y¹XªS§\�1£y¹^ªS¬�¢V�~ ¿NÁJ¬�¢y§ � ¾ � ¾

n  (x,t)=l

n  (x,t)=r

n  (x,t)=l

n  (x,t)=r

n  (x,t)=l

n  (x,t)=r
site  x

e el r

1

 0

1

1

 0

1

� �U�n�0�*� � ��� 3 �dEaC�(1> +.KyE &�/�O=+JGF(1/V+1(.KQ&�Cb+.KS<b[\<J> > (1> +BE8GU<Y?1<s> +�?�E A±(*)LE &�/;KiGU+D/*)XCb<JC�RJGU+D/=+BEaGU<b?1<X)E &�/*) �nOJGkEa/=[*EaOB<X)@<iK;/*&=KS+.KLE &�/*)"	�-*&1EaGe> <bKS<yI*KS< 
X6

7 ��¶W�B¬�¦9§\¶r§\�1£� =�~¹\ =£y�B¤8¢y§5§\ªQ£'�B¡�£y§\�D¬�§\�� J¬�£y�J¢y¤aªy J�1£,·�§±¼� �(\�B��µ�¢y�B¡N =¡�¤a�a¤aªQ£y§l·�§Xª0�L©N =��ÁB§X¶W§\�1£yª0·�§e·�¤8¢y§\�X£y¤a�B� ¾®,�B¬�¢r�\§X�U D²F�B� ·�¹X¿N��¤a£�¬���§_¦J *¢y¤U =¡��a§¥¡d�1�B�a¹\§\����§
µ(x, t)

»D¬�¤l¦J J¬�£
1
 .¦9§\�_�~ �µ�¢y�J¡N =¡�¤a�a¤a£y¹

p
Î±�~ �»1¬� J�1£y¤8£y¹

1 − µ(x, t)
ª\À ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¸X£y§_�\�B¶W¶W§W�~ �µ�¢y�B¡N =¡�¤a�a¤8£y¹Í·�§º�L©N =��ÁB§i¢r·�§_·�¤8¢y§\�X£y¤a�B�"§X�

(x, t) ¾ °0 �·�Â��� J¶W¤~»1¬�§W·�§��À  =¬�£y�J¶º =£y§V§\ªQ£b =�~�=¢yª\²NµN *¢Y�\�J��ªQ£S¢y¬��i£y¤~�J�0²��~ ^ªS¬�¤a¦J J�1£y§±Î
nl(x+ λ, t+ τ) = µ(x, t)nl(x, t) + [1 − µ(x, t)]nr(x, t)

nr(x− λ, t+ τ) = [1 − µ(x, t)]nl(x, t) + µ(x, t)nr(x, t)
­ È=Ñ:9B³

�b¤a��ªS¤|²�¬���§;µ� =¢S£y¤a�\¬��a§V»D¬�¤� *¢S¢y¤~¦B§X¢L ^§\�
x+ λ

Ä
t+ τ

ªS§\�a�J�Ê�~ r·�¤8¢y§\�X£y¤a�B�
el
­�¤ ¾ § ¾ nl(x+ λ, t+ τ) = 1

³l§\ªQ£.²
�B¬W¡�¤a§\�W¬���§fµ� =¢S£y¤a�\¬��~§Y =¢S¢y¤a¦J J�1£lªS§X�~�J�

el
§\�
x
Ä
t
ªS¤
µ(x, t) = 1

­��~ VµN *¢S£y¤a�\¬��a§Y��À  =¬�¢L �µN =ª5�L©N J��ÁB¹Y·�§fªS§\��ª\²§\�a�a§b =¬�¢L l´P¬�ªQ£y§
((

£S¢L .¦9§i¢yªS¹
))

�~§2ªS¤a£y§
x
³i²B�J¬r¡�¤a§\�r¬���§2µ� =¢S£y¤a�\¬��a§Y =¢S¢y¤a¦J J�1£5ªS§X�~�J�

er
§\�
x
Ä
t
ªS¤
µ(x, t) = 0

­��~ 
µN *¢S£y¤~�X¬��a§� J¬�¢L � =�a�J¢yª2�L©N =��ÁB¹;·�§bªS§X��ªL³ ¾ ®,�B¬�¢2�a§;ªS¤8£y§ x−λ

²D�a§\ªl¢��B�a§\ª2·�§
nl(x, t)

§X£
nr(x, t)

ªS�J�1£2¤a�D¦9§X¢yªS¹Xª ¾Å �J¬�ª; .¦9�J��ªbµ�¢y¤aªb¬��Ê¢y¹XªS§. J¬�·�§�£L =¤a�~�a§ L ¿���¤a§� .¦9§X��·�§\ªb�\�J�N·�¤8£y¤a�B��ª� J¬�ÃÊ¡d�J¢L·�ªY¢y¹��N¹X�i©�¤aªSªy J�1£y§\ª\²n�\§�»1¬�¤0ªS§£S¢L B·�¬�¤8£Yµd�J¬�¢f�~§V¡d�=¢L·¥Á9 J¬��L©�§B²
x = 0

²�µ� =¢0Î
nl(0, t+ τ) = 0 nr(0, t+ τ) = (1 − µ(λ, t))nl(λ, t) + µ(λ, t)nr(λ, t)

­ È=Ñ�X9³
§X£Yµd�J¬�¢f�~§V¡d�=¢L·Í·�¢y�B¤8£.²

x = (L+ 1)λ
²�µN *¢'Î

nl(L+ λ, t+ τ) = µ(L, t)nl(L, t) + (1 − µ(L, t))nr(L, t) nr(L+ λ, t+ τ) = 0
­ ÈJÑ � ³

Å �J¬�ªY .¦B�B��ª2¶W¤~ª2§\� �V¬�¦D¢y§;�\§V¶W�D·�¸\�a§V·� J��ªY·�§\¬�Ã_ªS¤8£y¬� =£y¤a�B��ª5�
• ���B¬�ªb .¦9�B��ªf£y�B¬�£;·nÀ  J¡d�J¢L·ÍªS¤~¶�¬��a¹V�~ W·�Â��N =¶W¤U»1¬�§�·�§V�|À  =¬�£y�B¶º *£y§�§\�Ê��À  J¡�ªS§X���\§�·�§V¶º§X¶^¡�¢L J��§B²�µd�B¬�¢Y�a§¦J J�a¤~·�§X¢Y§X£f�~§V�\ J�a¤a¡�¢y§X¢b§\�Í�X�B¶WµN *¢L J�1£Y J¬�Ã_¢y¹XªS¬��8£L =£yªf�\�B���D¬�ªfªS¬�¢Y�~ r·�¤ 3n¬�ªS¤~�J�Ê�a¤a¡�¢y§��
• ���B¬�ªF .¦9�J��ª±§\��ªS¬�¤8£y§@§X��¦D¤aªy JÁJ¹2ªy ;·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§5§\��µ�¢y¹\ªS§\���\§2·�§l¶W§\¶�¡�¢L J��§Xª5�*�~ ;»D¬�§\ªQ£y¤a�B��¶W¹X£y©��D·��B�a�JÁB¤~»1¬�§§\ªQ£5 J�a�J¢yª5·�§l¢y§\��·�¢y§@�\�B¶Wµ�£y§2·�¬�µ�©�¹\���J¶W¸\��§l§i£5·�§\ªFµ� =¢L =¶W¸X£S¢y§\ªFµ�©1Â�ªS¤a�J�~�JÁB¤~»1¬�§\ªeÄb£S¢L .¦9§X¢yªe·�§XªFµN =¢L =¶W¸X£S¢y§\ª§&3n§\�i£y¤a¼Hª^¤~�1£y§i¢y¦9§\�� J�1£^·� J��ª��a§\ª�¢y¸XÁB�a§\ª^µ�¢y�J¡N J¡�¤a�~¤aªQ£y§\ªr·nÀ ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J� ·�§º�|À  =¬�£y�B¶º *£y§B²FÄÊ¬���§º¹\�L©�§\�a�a§_�BÐ ¬���§
¶W§\¶�¡�¢L =��§; Jµ�µN =¢L �1~£b�\�J¶W¶W§;¬���§�¡N =¢S¢y¤a¸X¢y§VªS§\¶W¤8Ï µd§X¢y¶W¹. =¡��a§;ªy J��ªfªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§�¤a�1£y§X¢y��§ ¾


 ; � ��O�'�; G	Kv)/; � DFA
�V J��ªs�a§º�. =ª�ªy J��ªs¶º§X¶^¡�¢L J��§B²����J¬�ª� .¦B�B��ª��\�J¢S¢y§X�X£y§\¶W§\�1£�¢y§\µ�¢y��·�¬�¤8£s�a§º¢y¹XÁB¤a¶W§_·�§º·�¤ 3n¬�ªS¤a�J� �a¤a¡�¢y§_ =¤~��ªS¤
»1¬�§;��À §&3n§X£Y·�§;ªy =£y¬�¢L =£y¤a�B�Í�a¤~¹VÄ��~ �£L =¤a�~�a§�¿N��¤a§V·�¬_ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§^­��a§�¶W�B¬�¦9§\¶r§\�1£l¤a�N·�¹X¿N��¤�·�§V·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�Í§XªQ£b =�a�J¢yª¢y§\¶Wµ��~ =�\¹Wµ� =¢s¬���§^¢y§\�~ =Ã� =£y¤a�B�Ç¦9§X¢yª�¬�� ¹X£L *£^·nÀ ¹.»1¬�¤a�a¤~¡�¢y§W©��J¶W�BÁB¸X��§*³ ¾ °FÀ  =¬�£y�J¶º =£y§W�\§X�a�~¬��~ J¤8¢y§¥ \ÂD J�1£�¬���§



�����3� � �S�#�h�h� ��� �}���Y��� � � � �	�Y�k�h�Q���k� � � � �

·�Â��N =¶W¤~»D¬�§Y =¢S£y¤8¿N�X¤~§X�a�~§J²��a§\ª2µ� =¢L =¶W¸X£S¢y§\ª
λ
²
τ
§X£
p
��§;µd§\¬�¦9§\�1£lª\À ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¹i£y§X¢Y»1¬0À  =¬_¦D¬¥·�¬_�\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§\�1£

¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§_·�§º��À  J¬�£y�B¶º =£y§J²,µN *¢�§XÃ�§\¶Wµ��a§rµN *¢��\�B¶Wµ� =¢L =¤~ªS�J�" .¦9§\�_·�§\ªs�a�B¤aª�µ�©�¹\���J¶W¹\���J�~�JÁB¤~»1¬�§\ª-V U � ¾
' �Í¶W�J�1£S¢y§�µ� =¢Y¬���§V =�N =�aÂ�ªS§�·�§;£oÂ�µd§ ((

�L©N J¶Wµ_¶W�*Â9§\�
))

·�¬Í�X�B¶Wµd�J¢S£y§X¶W§\�1£2ÁJ�~�J¡N =�,·�§���À  J¬�£y�B¶º =£y§�»1¬�§��a§�\�1§XËW�X¤~§X�1£l·�§f·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�
D
·�§@�~ �µ� =¢S£y¤a�\¬��a§f·� =��ªF�a§f¶W¤a�a¤a§\¬^¶W�D·�¹\�a¤aªS¹2§\ªQ£F¢y§\�a¤~¹Y =¬�Ã�µ� =¢L =¶W¸X£S¢y§\ªe·�¬^¶W�D·�¸\�a§\ª

µN *¢Y�~ ^¢y§X�U *£y¤a�B�  ¨l©��BµN *¢L·Í§X£M�;¢y��� É5�/� X3& Î
D =

λ2

τ

(
p

2(1 − p)

) ­ È É Ñ9³
�e� ¼� J¤aªy J�1£¥¦J *¢y¤~§i¢_�a§�µN =¢L =¶W¸X£S¢y§

p
­|·��B���

D
¦J =¢y¤~ J¡��a§�§i£

λ
§X£
τ
�\�B��ªQ£L J�1£yªL³i²l¤a�Y§\ªQ£¥ =¤~��ªS¤bµd�BªSªS¤a¡��~§�·�§¢y§\µ�¢y��·�¬�¤8¢y§B² -",�* 0 % ! % !(+ #&%J* � � 	�6�.1*i²n�a§^�X�B¶Wµd�J¢S£y§\¶W§X�1£;·�¤ 3n¬�ªS¤8¼l·nÀ ¬���§s¶WÌ\¶W§VµN =¢S£y¤a�\¬��a§r·� J��ª�·�¤ 3n¹X¢y§\�1£yª

¶W¤a�~¤a§\¬�Ã��B¬�·�§�µN *¢S£y¤~�X¬��a§\ª�·�¤ 3n¹i¢y§\�1£y§\ªV·� J��ª;¬���¶WÌ\¶W§s¶W¤a�a¤a§\¬ ­�µd�B¬�¢V·�§\ª�¹\�L©�§\�a�a§\ª�·�§s£y§\¶Wµ�ª;§X£V·�À §\ªSµ� J�\§
·��J����¹\§\ªL³i²s+ 0 *�01·�§Y¼k J¤8¢y§;¦J =¢y¤a§X¢2�X�B�1£y¤a�D¬�§\¶W§X�1£l�a§b�\�1§XËr�\¤a§\�1£f·�§b·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� ¾ �V =��ªl�\§;»1¬�¤NªS¬�¤8£.²D���B¬�ª5¿�Ã�§X¢y�J��ª��À ¹X�i©�§\�a�a§@ªSµN *£y¤~ J�a§

λ
¹\Á9 =�~§@Äf��À ¹\µN =¤~ªSªS§X¬�¢e·�§5�~ Y¶W§X¶^¡�¢L J��§ ¾h* ¤1·�§eµ��a¬�ª'���B¬�ª0¿�Ã��B��ª'�a§5�\�1§XËW�\¤a§\�1£F·�§l·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�­��\�B���D¬¥§XÃ�µd¹X¢y¤a¶W§\�1£L =�~§X¶W§\�1£i³i²D J�a�J¢yªY·�À  Jµ�¢y¸\ª�­ È É Ñ9³i²�¼� =¤a¢y§V¦J =¢y¤a§X¢ p ¢y§\¦D¤a§\�N·D¢L ^Äs¼� =¤8¢y§�¦J *¢y¤~§i¢ τ ²� J¬�£S¢y§\¶W§\�1£·�¤8£YÄ^�B¡�ªS§X¢y¦9§X¢Y��À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B��·�¬¥ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§VÄr·�§\ªf¹\�L©�§\�a�~§Xªb·�§;£y§\¶Wµ�ª@¦J =¢y¤~ J¡��~§Xª-V URU ¾


 ; � ��O�'�; G	K+AEK �ED�%�'�A K��FA H � O�K�A =?A = � D L9K�A
�bµ�¢y¸\ªF�\§fµ�¢y¹\�a¤~¶W¤a�� J¤8¢y§B²9���B¬�ªeµd�B¬�¦9�B��ªFµN =ªSªS§X¢@Ä��~ �ªS¤8£y¬� =£y¤a�B�º»1¬�¤����J¬�ªF¤~�1£y¹i¢y§\ªSªS§Y§i£l J¡d�=¢L·�§X¢5�~ �ªS¤a¶^¬��~ =£y¤a�B�·�¬�·�¹\µ��~ J�\§\¶W§X�1£;·�§\ªb¤a�J��ª;µ�©1Â�ªS¤~�J�a�BÁB¤~»1¬�§X¶º§X�1£b¤a¶Wµd�J¢S£L J�1£yªb·� J��ªY¬��Ê¶º¤a�a¤a§\¬��\�J�1£y§\�N =�1£�·�§Xªb¶W§\¶^¡�¢L =��§\ª ¾
Å �J¬�ªÍ .¦9�B��ªÊ·��B����µ��~ J�\¹�§X� �\§X¢S£L =¤a��ªÍªS¤a£y§Xª mj

·�¬ ¢y¹\ªS§. =¬$·�§XªÍ�B¡�ªQ£L J�\�a§\ªÊµd�J���X£y¬�§\�aª\²2µ�¢y¹\ªS§\�1£L =�1£Í¬���§µd§X¢y¶W¹. =¡�¤a�a¤a£y¹^¿N��¤~§r§X£�·�¤aªSªQÂ�¶W¹i£S¢y¤U»1¬�§B²�µd�B¬�¢s¶W�D·�¹X�~¤aªS§X¢�·�§\ª�¶W§\¶�¡�¢L =��§\ª ¾ °' Ê·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§r·�§\ª�µ� =¢S£y¤a�\¬��a§\ª J¬Í��¤a¦9§\ J¬Ê·nÀ ¬���§�¶W§\¶�¡�¢L J��§
mj
§\ªQ£b =�~�=¢yª\Î

nl(mj + λ, t+ τ) = µl(mj , t)nl(mj , t) + (1 − µr(mj , t))nr(mj , t)

nr(mj − λ, t+ τ) = (1 − µr(mj , t))nl(mj , t) + µl(mj , t)nr(mj , t)
­ È ÉBÉ ³

7 �Ç�L©� J��ÁJ§\¶W§\�1£�·�§_·�¤8¢y§X�X£y¤a�B�" J¬ ªS¤8£y§ mj
�\�=¢S¢y§\ªSµd�B��· ªS�J¤a£rÄÊ¬��Ç�L©N J��ÁB§\¶W§X�D£s·�§_·�¤8¢y§\�X£y¤a�B� ªSµd�B�1£L J��¹B²

�\�B¶W¶W§2·� =��ªe�a§Y�\ Jªl·�§f�~ �·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�W�a¤a¡�¢y§J²1ªS�B¤8£@Ä�¬���§2¢y¹���§XÃ�¤a�B�WªS¬�¢5�U �¶W§\¶^¡�¢L J��§@�a�J¢yªy»1¬�§f��À ¤a�J�º�0À  �µN Jªeµ�¬�~ b£S¢L .¦B§X¢yªS§X¢ ¾ °�§\ªFµ� =¢S£y¤a�\¬��~§Xªe \ÂD J�1£F J¤a��ªS¤�¬���§lµ�¢y�B¡N =¡�¤a�a¤8£y¹2µ��a¬�ª±ÁJ¢L =�N·�§@·�§l�i©� J��ÁJ§X¢e·�§lªS§\��ªeÄb�~ b¶W§\¶�¡�¢L =��§»1¬0À  J¤a�a�a§\¬�¢yª2·� =��ªl�a§;¶W¤a�a¤a§\¬0²
µi(mj , t)

·��B¤8£@¦B =�a�B¤8¢
1
 .¦B§\�b¬���§bµ�¢y�B¡N =¡�¤a�a¤8£y¹

pm
i

µ��a¬�ª5¼k J¤a¡��a§�»D¬�§
p
­
i = l, r

³ ¾
Å �J¬�ªV .¦9�J��ª�µ�¢y¤aª pm

i ≡ p/ri
ªS¤±¡�¤a§\��»D¬�§��a§^¢L =µ�µd�J¢S£

α = rl/rr
»1¬N =�1£y¤8¿N§��~ Í·�¤aªSªQÂ�¶W¹i£S¢y¤~§ ¾�� �,¼� J¬�£s =�a�J¢yª¢y§\�a¤a§X¢��a§\ªbµN *¢L J¶W¸X£S¢y§\ª

rl
§X£
rr
­��B¬�·�§�¼k �(\�J��¹.»1¬�¤a¦J J�a§\�1£y§

r ≡ rl
§X£
α
³f J¬�ÃÍµN =¢L =¶W¸X£S¢y§\ªYµ�©1Â�ªS¤a�B�a�BÁJ¤~»D¬�§\ª ¾�b¬���¤a¦9§. J¬�·�§��~ º¶W§\¶^¡�¢L J��§B²N�a§^�X�B¬�¢L =�1£Vª\À ¹\�i¢y¤a£.Î

j = (µlnl − µrnr)λ/τ ¾ °0§��\�B¬�¢L J�1£�¶W�.Â1§\��§\ªQ£V·��B���B²·� =��ªf¬���§V =µ�µ�¢y�*Ã�¤a¶º =£y¤a�J�Ê·�§��L©N =¶Wµ¥¶W�.Â1§\�0Î
〈j〉 =

λ

τ
[ 〈µl〉〈nl〉 − 〈µr〉〈nr〉 ])

­ È É ÈB³
�b§X�U *£y¤a¦9§\¶W§\�1£2µn§X¬�·nÀ ¤a�B��ªf£S¢L .¦B§X¢yªS§\�1£Y�~ r¶W§\¶�¡�¢L J��§B²��\§�»1¬�¤0 =¬�£y�=¢y¤~ªS§��a§\ªb Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B��ª 〈nl〉 ∼ cl/2

§i£
〈nr〉 ∼ cr/2

�d§\��¬�£y¤a�a¤aªy J�1£V�a§\ª;¦J J�a§\¬�¢yª 〈µl〉 = ql = p/r
§X£ 〈µr〉 = qr = ql/α

·�§\ª;¶W�.Â1§X����§Xª\²N�~ _·�§\��ªS¤a£y¹
·�§��\�J¬�¢L J�1£b·�§��i©� =¢yÁJ§\ªf£y�J£L =�~§

J = zkeN〈j〉 ª\À ¹\�i¢y¤a£.Î
J =

zkeNλ

2τ
(qlcl − qrcr)

­ È É �9³°' ^�X�B¶WµN *¢L J¤aªS�B�� .¦B§\�V��À ¹.»1¬N *£y¤~�J��·�§ Å §i¢y��ªQ£�­ É 9�X9³fÄ^��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§W­ J = 0
³2·��B����§BÎ

α = ezkβeEk
­ È É5� ³

Z�Y ��\ �:h4x2h!g�]�m,^[b�^,g�k$a4g/x�t�n�^)e}o sfg/x_^,`jb�`2lRx_a6x_sfh!g ]_^ 
}a4s xw]jx_`jsfmRx_^,d3^,g�x3k�a4g�]�e~a�efsfd3s x2^ λ → 0 ^,x τ → 0 � ^Rx3t�n>o h!ge}o ^Rc�x2`_a4b�h!ef^Wa4n�c��!a4ef^,n�`j] � g�sf^,]Ek�^ λ ^,x τ
\Z�Y!Y!\�� �/^,m D = 2.10−5 m,d 2 ] −1 � �4a4ef^[n�`�a4b�b�`jh c�sfd�a6x_s �/^ k�n m,h�^��3m,s~^,g/x�k�^ k�s �-n�]2sfh!g k�^,]�sfh!g�] z + h!n � e − ^,g]_h!efn�x2sfh!g a4t�n�^,n�]2^�� � r�^,g ^Rx �:sfmPr�h!ef]2h!g Z������4� �$h!g|h!i�x_sf^,g/x τ ∼ 10−10 ]Eb�h!n�` p = 0.1 ^Rx τ ∼ 10−8 ]Eb-h!n�` p = 0.9

\
� o ^Rc�b�`2^,]2]_sfh!g�k�n3x2^,d3b�] ^,g���`2a4sf^��!`2a4g�k�^,n�` τ = (λ2/2D).p/(1− p) ^,]2x m[^,b�^,g�k$a4g/x:a4] ��d3b�x2h4x2sft�n�^:^Rx�sfe �3a4n�`2aWk�^,]^��p^Rx2]�k�^TxPa4sfefef^ � g�sf^!�$k>o a4n�x_a4g�x�b�efn�]Et�n�^ p ^,]2x �!`2a4g�k>� �we~awefsfd�s x2^/��h!g|h!i�]_^,`j�/^Wd �,d3^�n�g|m,`jh!]_]_h[�/^,`�^,g p = 1 �/^,`2]n�g)d3h!n��/^,d3^[g/x�k�lRx_^,`jd3sfg�sf]2x2^vk�^vk�l,`2s �/^��;e~aW��s x2^,]_]2^ λ/τ

\



� ��� � ��� ��
����

®± =¢� J¤a�a�a§\¬�¢yª\²,��À ¤~�1£y§i¢yµ�¢y¹X£L *£y¤a�B� µ�©1Â�ªS¤a�J�~�JÁB¤~»1¬�§º·�§r�~ ÍªS¤~¶�¬��~ *£y¤~�J�  =¶º¸X��§WÄ¥¤U·�§\�1£y¤8¿N§X¢0Î
κk ∼ 1/r

­����J£y�B��ª
»1¬�§

p
²
rm
§X£
α
·�¹\µd§\�N·�§\�1£b·�§���À §\ªSµd¸\�X§�¤a�B��¤~»1¬�§

k
³ ¾ °' r�\�B¶Wµ� =¢L J¤aªS�J��·�§XªY¢y¹\ªS¬��a£L *£yª�·�§�ªS¤~¶�¬��~ *£y¤~�J��µn�J¬�¢¬���ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§^��§^�\�J¶Wµ�¢y§\�� J�1£V»D¬�À ¬���§�ªS§\¬��~§r¶W§\¶�¡�¢L =��§s§X£s·�§\ªV�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£yª�·�¹X�X¢y¤8£yªs =�N J�8ÂD£y¤~»1¬�§\¶W§\�1£ J¬ Æ � ¾ È  =�L©�¸\¦9§X�1£º·�§Í¦J =�~¤~·�§X¢º���=£S¢y§Ê¶W�D·�¸\�a§Í�D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§º¢y§Xµ�¢y�D·�¬�¤aªy J�1£º��À §&3n§X£_·�§\ªW¶W§\¶�¡�¢L J��§Xª^ªS¬�¢W�~ ·�¤ 3n¬�ªS¤~�J��·�§\ªf¤a�B��ª ¾

� ��� �IH¥�k���1�'�.�.�H�d� �D���F�D�=���F���B�.���N���
°eÀ  J�� J�8Â�ªS§l£y©�¹\�=¢y¤U»1¬�§lµ�¢y¹\ªS§X�1£y¹\§@ J¬�Ã^Æ � ¾ ÈY§X£5Æ � ¾ �;¶W�J�1£S¢y§l»1¬�§5�~§XªFµ�©�¹X���B¶W¸X��§\ª'µ�©1Â�ªS¤~�J�a�BÁB¤~»1¬�§\ª±¤a¶Wµ��a¤~»1¬�¹\ª·� =��ªW�|À  J�i£y¤a¦�¤8£y¹�¼H�B���i£y¤~�J����§\�a�a§�·�§\ªº��§\¬�¢y�J��§\ªW�B�1£º�~¤a§\¬  J¬ ��¤a¦9§\ J¬ ·�§Ê�~§X¬�¢yªº¶W§\¶^¡�¢L =��§\ª ¾ °' �¢y¹\ªS¤aªQ£L J���X§¶W§\¶�¡�¢L =�N J¤8¢y§�¢L J�a§\�1£y¤8£V¼k�=¢S£y§\¶W§\�1£��~§^µN =ªSªy JÁB§W·�§\ª�¤a�B��ª�·�À ¬���¶W¤~�a¤a§\¬�Ä_¬��� J¬�£S¢y§ ¾ � �F§XªQ£s J�a�=¢yª�¤a¶Wµd�J¢S£L J�1£·�§�ªS�J¬��a¤aÁB��§X¢���À §XÃ�¤aªQ£y§\���X§^·�§s·�§\¬�Ã¥¹\�L©�§X�~�a§\ª;·�§V£y§X¶Wµ�ªnÎN��À ¬���§�¢L =µ�¤~·�§8V U2VB²

((

µ�©1Â�ªS¤~»1¬�§
))

²d·�§��~ º·�¤ 3n¬�ªS¤a�B��·�§Xª
¤a�B��ªe·� =��ª±�~§Xªe¶W¤a�~¤a§X¬�Ãs¤a�1£S¢L =Ï0§i£e§XÃD£S¢L =Ï �\§\�a�a¬��~ =¤a¢y§Xª\²1��À  J¬�£S¢y§f�a§\�1£y§J²

((

µ�©1Â�ªS¤a�J�~�JÁB¤~»1¬�§
))

²B·�¬�µN JªSªy =ÁB§Y·�§\ª±¤~�J��ªe J¬
£S¢L .¦9§X¢yªe·�§2�~ �¶W§X¶^¡�¢L J��§B²=�\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·� J�1£5 J¬�ªSªS¤�·�§2�X§2¼� =¤8£@ =¬�Ã�¹\�L©�§X�~�a§\ª5·�§@£y§\¶Wµ�ªF·�§\ªFµ�©�¹\���B¶W¸\��§\ªF J�X£y¤8¼Hª ¾¨l§�ªS�B�1£f·��B���
.1*�' �������/��+ 
�, 
�' 	�*�' � *����&� -(!F*�' #&%�+�� *���� *�, , *�!J, 	Q* �E-(' '�*�� 	CQ % !�* 
 0 �J*�. .1* , *�� � �(�#*�. .1* � % !�*
-(% ,*�#* ¾�Å �Bª5¢y¹XªS¬��8£L =£yªl¶W�B�1£S¢y§\�1£5�~ �µd�BªSªS¤a¡�¤~�a¤8£y¹�·�§f¢y¹. =�~¤aªS§X¢2¬��º J¬�£y�B¶º =£y§fªS¤a¶ºµ��a§b·��B�1£5�~§Xª@µN *¢L J¶W¸X£S¢y§XªlªS�J�1£¢y§\�a¤a¹\ªbÄ^�~ rµ�©1Â�ªS¤~�J�a�BÁB¤a§ ���\§X£S£y§V B·�¹.»1¬N =£y¤a�J��·��B¤8£YÌX£S¢y§V§X���\�=¢y§s =¶W¹\�a¤a�J¢y¹\§J²N§\�Íµ�¢y§\�N =�1£f§\�Í�\�B¶Wµ�£y§BÎ
• �a§V¼� J¤8£�»1¬�§��~§�¶W¤a�a¤~§X¬�§iÃ�£S¢L =�\§\�a�a¬��~ J¤8¢y§�§XªQ£;§X�Ê¼k J¤8£;�a¤a¶W¤a£y¹VµN *¢;·�§\¬�Ã¥¶W§\¶^¡�¢L =��§\ª2ªS§\¶W¤8Ï µd§X¢y¶W¹. =¡��a§\ªY·��B�1£�a§\ªYµ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹XªYªS�J�1£Y¦J =¢y¤~ J¡��~§XªYªS§\�a�B�Ê�a§V£oÂ�µd§V·�§V�\§X�~�a¬��a§ �
• �~§�¼� J¤8£V»1¬�§��a§\ª;¶W¤a�~¤a§\¬�ÃÊ¤a�1£S¢L =Ï@§X£;§XÃD£S¢L *Ïo�X§\�a�~¬��~ J¤8¢y§^ªS�J�1£��\�J¶Wµd�BªS¹\ª;·�§�·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ªb§\ªSµd¸\�\§Xª�¤a�J��¤~»1¬�§\ªb§\�¤a�1£y§X¢L J�X£y¤a�J��ªYµ� =¢Y��À ¤~�1£y§i¢y¶W¹.·�¤~ J¤8¢y§�·�¬¥µd�J£y§\�1£y¤a§\��¶W§\¶�¡�¢L =�N =¤a¢y§ �
• �~ ¥ÁJ¹\�B¶W¹i£S¢y¤~§r·�§\ª�§\ªSµ� J�\§Xª�¤a�1£y§X¢y�\§\�a�a¬��~ =¤a¢y§Xª�»D¬�¤±§\ªQ£�·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§^ªS§X�~�J�Ç»1¬�§���À �J� �L©�§i¢y�i©�§rÄ¥¶W�D·�¹\�a¤~ªS§i¢��a§�\�J¢S£y§iÃ�²�·�§\ª@��§X¢S¼kª@�J¬¥·�§\ªl���.ÂD =¬�Ã ¾ �F�_µN =¢S£y¤a�\¬��a¤~§i¢.²��\§X£S£y§b¹X£L Jµd§;§XªQ£@¼k�J�N·� J¶W§\�1£L J�a§;·� =��ªl�~ �·�¹X£y§i¢y¶º¤a�� =£y¤a�B�·�§Xªf§&3n§X£yªf¦9�J�a¬�¶W¤~»D¬�§\ª@ªS¬�¢f�~§VªS¤aÁJ�N J�'�5�5« ¾
°eÀ �B¡D´Q§\�i£y¤a¼�·�§Ê���J£S¢y§Ê¶W�D·�¹X�~¤aªy *£y¤~�J� ¹X£L =¤a£_·�§Í¼H�B¬�¢y��¤8¢_¬��
¶W�D·�¸\�a§ �|+�!U+�� -/.,Ä���À ¹X�i©�§\�a�a§�·�§\ªW��§\¬�¢y�J��§\ª\²lÄ
¤a�1£y¹\ÁJ¢y§X¢r·� =��ª�¬���§_·�§\ªS�i¢y¤aµ�£y¤a�B�"©�¤a¹X¢L *¢y�L©�¤~»1¬�§¥ =¬�ÃÇ¹X�i©�§\�a�a§\ªrªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢y§XªÍ­�¶W�D·�¸X�~§Xª^·�§_·�¤aµ �B�a§\ª\²±¶W�D·�¸\�a§\ª·�§V�i©� J¶Wµ�ªf�\�J¢S£y¤a�. =¬�Ã�³i²N¹\�L©�§\�a�a§\ªbµ��a¬�ªf¢y¹. =�a¤~ªQ£y§XªV =¬�ªSªS¤'¡�¤a§\��·�¬Êµd�J¤~�1£;·�§�¦D¬�§

((

�\�JÁB��¤a£y¤8¼
))

»1¬�§�·�¬Íµn�J¤a�1£;·�§
¦D¬�§�·�§��|À �e�5« ¾ °' WªS¤a¶Wµ��~¤a�\¤8£y¹�·�¬�¶W�D·�¸\�a§��D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§�¬�£y¤~�a¤aªS¹B²d�\�B¶Wµ� =¢y¹s =¬�ÃÍ¶W¤~ªS§Xªb§\� �V¬�¦1¢y§�§XÃD£y§\��ªS¤a¦9§\ª�\�B¬�¢L J¶W¶W§\�1£2¬�£y¤a�~¤aªS¹\§Xª�­��a�BÁB¤a�\¤a§\� Å � 7 � ';Å ²DµN =¢Y§XÃ�§\¶Wµ��a§*³@ ^¹X£y¹�¢y§\�L©�§X¢y�L©�¹\§�µd�J¬�¢Yµd�B¬�¦9�B¤8¢Y¹X£y¬�·�¤a§X¢b·� J��ª�a§V¶WÌ\¶W§b�. J·�¢y§��~§XªY�X�B¬�¢L =�1£yªf¤a�B��¤U»1¬�§\ªfª\À ¹X£L J¡��a¤~ªSªy J�1£;·� J��ªY·�§\ªfªQÂ�ªQ£y¸\¶W§Xª2¶^¬��8£y¤~�X§\�a�~¬��~ J¤8¢y§\ª ¾ °0§;¢y¹\ªS¬��8£L *£b·�§�\§\ª2ªS¤a¶�¬��~ =£y¤a�B��ª2µ�¢y¹\�a¤~¶W¤a�� J¤8¢y§\ª2§\ªQ£f·�§b¼H�B¬�¢y��¤8¢f¬��_�. J·�¢y§;�Bµd¹X¢L *£y�B¤8¢y§Vµd�B¬�¢2¹X£y¬N·�¤a§X¢2�~ �ÁB§\��¸\ªS§V·�§;�|À �e�5«	 J¬��¤a¦9§\ J¬Í¹\�a§\�i£S¢y�Bµ�©1Â�ªS¤a�B�a�BÁJ¤U»1¬�§ ¾ °0§\ªY»1¬�§XªQ£y¤~�J��ªf�J¬�¦9§i¢S£y§\ªY J¬�Ã�»D¬�§\�a�a§\ªf���B¬�ª@£S¢L .¦B =¤a�~�a�J��ªYªS�B�1£.Î
� ·nÀ ¬���§ÊµN =¢S£¥·nÀ ¹X¦B =�a¬�§X¢_�U Çµ� =¢S£¥·�§Xª *�� *�,*' 	�* ,"�/. % � *W·� J��ª_�~ Ç�\�J¶W¶^¬���¤~�\ =£y¤a�B� ¤a�1£y§X¢y��§X¬�¢y�J�N J�a§/�l¬���§
»1¬�§\ªQ£y¤a�B� �\�J����§XÃ�§�§\ªQ£Í·�À ¹\�a¬��\¤~·�§X¢Í�a§ �RO�.1* 	�*�' 0 *�. . %E.1*�'�-/. +�-/.1*�'^·� J��ª_�\§X£S£y§��\�B¶W¶�¬���¤a�. =£y¤a�B� §X£¥·� J��ª_�~ ·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�Í§X£Y�~ �¢y¹\ÁB¬��~ =£y¤a�B��·�§\ªf�\�J¬�¢L =�D£yªf¤a�B��¤~»D¬�§\ª5�
� ·�À  =¬�£S¢y§eµ� =¢S£,·nÀ ¹\�~ J¡d�J¢y§i¢M*�! �E-"� -/. . 6�.1*e·�§\ª0¶W�D·�¸X�a§\ª0¶W¹\ªS�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§\ª0§&3n§\�i£y¤a¼Hª,µd�J¬�¢0�|À  =�X£y¤a¦�¤8£y¹l·�§F¢y¹\ªS§\ J¬s·�§\ª
��§X¬�¢y�B��§\ª;­|·�§\ªS�i¢y¤~µ�£y¤a�B�¥·�§b�~ sµ�¢y�BµN =Á9 *£y¤~�J�Í·�§\ªlµd�J£y§\�1£y¤a§\�aª2·�À  =�X£y¤a�B�ÍÄ���À ¹\�L©�§\�a�a§V·�À  JªSªS§X¶^¡��~¹X§\ª2·�§b��§\¬�¢y�J��§\ª
µN *¢e·�§Xª±¶W�D·�¸\�a§\ª±·�§l�L©N =¶Wµ�ª'�\�J¢S£y¤a�. =¬�Ã�³'§X£±µn�J¬�¢±�a§\ªF�X�B¬�¢L =�1£yª±¤a�B��¤~»1¬�§Xª,¢y¹\ªS¬��8£L J�1£yª2­|ÄY�|À �=¢y¤~ÁJ¤~��§Y·�§l�|À �e�l«V³ ¾
7 ��§f¢y¹\µd�B��ªS§;Ä��\§\ª@·�§\¬�ÃW»1¬�§\ªQ£y¤a�J��ªl�\�J�N·�¬�¤8¢L J¤8£2Ä�¬���§Y¤~�1£y§i¢yµ�¢y¹X£L *£y¤~�J�_¶W¤a§\¬�Ã^¼H�B�N·�¹\§;·�§Y��À �e�5« §\�W£y§i¢y¶W§\ª·�À  J�i£y¤~¦D¤8£y¹¥¹\�a§\�i£S¢y�Bµ�©1Â�ªS¤a�B�a�BÁJ¤U»1¬�§ ¾ ¨l§\�~ �µd§i¢y¶W§X£S£S¢L J¤8£r·�§_¶W¤~§X¬�Ã ¤~·�§X�D£y¤8¿�§X¢^�~§Xªr�a¤a¶W¤8£y§\ª^§X£^�a§\ªr¡�¤~ J¤aªr¤a�1£y§X¢SÏ¦9§\�� J�1£�·� =��ªs�|À  =�N J�8Â�ªS§¥§X£���À ¤~�1£y§i¢yµ�¢y¹X£L *£y¤~�J� ·�§º��À �5�5«�²e·nÀ  Jµ�µd�=¢S£y§X¢r·�§\ª��X�B�1£S¢L J¤a�1£y§\ª�µ�©DÂ�ªS¤a�B�a�JÁB¤~»1¬�§\¶W§\�1£¼k�J�N·�¹X§\ªFµd�B¬�¢F�~ b¢y¹\ªS�J�~¬�£y¤a�B�W·�¬�µ�¢y�J¡��a¸\¶W§l¤a�D¦9§X¢yªS§B²=§X£e·�À ¤a�1£y¹\ÁJ¢y§i¢e�a§\ªF�\�B���N =¤~ªSªy =���\§Xª5 J�.»1¬�¤aªS§\ªF�L©�§5�@��À  =��¤a¶º J�
 J¬Í��¤a¦9§\ J¬Ê·�§\ªf��§X¬�¢y�B��§\ªf¤aªS�B�a¹\ªY�B¬Ê·�§�µd§X£y¤8£yª2¢y¹\ªS§. =¬�ÃÍ·�§���§X¬�¢y�B��§\ª ¾

Z�Y[Z�\�� efef^W^,]jxv^,g 
�a4s x�x2`2q,]vef^[g/x2^ ��e}o l,mPr�^,efef^;d3h!efl,m,n�e~a4sf`2^!�-d�a4sf]:e~a�k�s �-n�]2sfh!g ��x_`2a[�/^,`2]uef^[]�d3^[d;i�`2a4g�^,]T^,]2xT^[g�m[h!`j^b�efn�]�ef^[g/x2^/��m[h!g�k�n�sf]Pa4g/x �;k�^,]Eb�r�l,g�h!d3q,g�^,]��;k�^,]:l,mPr�^,efef^,]:k�^vx2^,d3b�]�t�n�a4]_sfd3^,g�x�d�a4m,`2h!]2m[h!b�sft�n�^,]W��d3]R� \
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7 �ÍªQÂ�ªQ£y¸\¶W§V§\ªQ£;»1¬� J�a¤8¿N¹�·�§ 0 �(� �F.1*���*f�a�J¢yªy»1¬�§�ªS�B���=¢yÁ9 =��¤aªy =£y¤a�B��¤~¶Wµ��a¤U»1¬�§�·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ªY¹X�i©�§\�a�a§\ª;·�À §\ªSµ� J�\§§X£;·�§V£y§\¶Wµ�ªf§X£b§\��ÁJ§\�N·D¢y§�¬��Ê�\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§\�1£fÁB�a�J¡N J�,¤a��¹\·�¤8£.²N��§�ªS§s·�¹\·�¬�¤aªy =�1£bµN Jªb·�¤8¢y§\�X£y§X¶º§X�1£b·�¬Ê�\�B¶rÏ
µd�J¢S£y§\¶W§X�1£l·�§\ª5µ� =¢S£y¤a§\ªl¹\�a¹\¶W§\�1£L =¤a¢y§Xª;­��B�WµN *¢y�~§b·�§

((

µ�¢y�Bµ�¢y¤~¹i£y¹\ªl¹\¶W§i¢yÁB§\�1£y§\ª
))

³ ¾ ¨bÀ §\ªQ£@�~§Y�. Jª@·�§Y���J¶^¡�¢y§\¬�ÃªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª@¡�¤~�J�a�BÁB¤~»1¬�§Xª\Î��J¢yÁB J��¤aªS¶W§\ª2µ��a¬�¢y¤~�X§\�a�a¬��~ J¤8¢y§\ª\²N�X§X¢y¦9§. =¬0²�¹X�\�BªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª ¾ ��§;µ��a¬�ª\²��\§\ª2ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª@ªS�J�1£·�¤aªSªS¤aµN *£y¤a¼Hª\²��J¬�¦9§X¢S£yª\²D¶º =¤~�1£y§X��¬�ª@·� J��ªl¬��_¹i£L =£2ªQ£L =£y¤a�B���N =¤a¢y§�©��J¢yª2·�À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§B²D�\§�»1¬0À �B�_µd�J¬�¢S¢L J¤8£f Jµ�µd§\�a§X¢¬��
((


�#&%k+ . + �&�#* 	�
"!F-(�|+ #&% *
))

²��\�J�1£S¢��B�a¹�µ� =¢f�~§Xª?��¬�Ãº§\�1£S¢L J�1£yª2§X£fªS�J¢S£L J�1£yª ¾ °�§\¬�¢fªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§�¹\¶W§i¢yÁB§V J¤a��ªS¤'·�§�a§\¬�¢F·�Â��� J¶W¤~»1¬�§ ¾ ®± *¢F�\�B��ªS¹.»1¬�§\�1£.²*�BÀ §\ªQ£F�a§lµ��a¬�ª,ªS�J¬�¦9§X�D£± J¬s��¤a¦9§. =¬^·�§l�~ ;·DÂ��N J¶W¤~»1¬�§e§X£F·�§lªy ;·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�J�»1¬�§V·�§\¦1¢y�B�1£fÌX£S¢y§�¹\�~ J¡d�J¢y¹X§\ªb�a§\ªY Jµ�µ�¢y�1�i©�§\ªf¶^¬��8£y¤aÏ ¹\�L©�§\�a�~§Xª\²�µd�J¬�¢fÌX£S¢y§�¢y¹\§X�~�a§\¶W§X�1£Y§XÃ�µ��~¤a�. *£y¤a¦9§\ª ¾�;§\¬�Ã�·��B¶º =¤~��§\ª�·�§��~ ºµ�©1Â�ªS¤~»1¬�§V£y©�¹X�J¢y¤~»1¬�§B²d�~  � 
 0 -(!(+ #&%J* '#, -�,z+�'#,z+ #&%J*;§X£��a§\ª ' 
"'#,96�� *�'�	�
(! -(�6+*#&% *�'y²¼k�J¬�¢y��¤aªSªS§\�1£Y·�§Xª2�\�B���\§\µ�£yª2§X£Y·�§\ª2¶W¹X£y©��D·�§\ªlµd�B¬�¢2�\�J¶Wµ�¢y§\��·�¢y§b§X£f·�¹\�i¢y¤a¢y§V»1¬� J�1£y¤8£L =£y¤a¦9§\¶W§X�1£@�a§;¼k�J���X£y¤a�J��Ï
��§X¶º§X�1£�ÁJ�~�J¡N =�l·�§\ª�ªQÂ�ªQ£y¸X¶º§Xª��\�J¶Wµ��a§XÃ�§\ª ¾�7 ��µ�¢y§\¶W¤a§X¢V§X��ªS§\¤aÁB��§\¶W§\�1£�§\ªQ£s·�§^ªS�B¬��a¤aÁB��§X¢s¬���§^·�¤aªQ£y¤a���X£y¤a�J�§\ªSªS§\�1£y¤a§\�a�a§B²d»1¬�¤�·��J¤a£fÌX£S¢y§Vµ�¢y¹\ªS§\�1£y§VÄ^��À §\ªSµ�¢y¤8£b�a�J¢yªy»1¬�À �J�� J¡d�=¢L·�§V��À ¹X£y¬N·�§�·nÀ ¬��¥ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§�¶�¬��8£y¤8Ïo¹X�i©�§\�a�a§\ª�­ ´P§
¢y§\µ�¢y§\�N·�ªf¤a�\¤'·� J��ªf�a§V�\�B�1£y§XÃD£y§�¡�¤a�J�~�JÁB¤~»1¬�§��~ r·�¤aªS�\¬�ªSªS¤a�B��ÁJ¹\��¹X¢L J�a§�µ�¢y¹XªS§\�1£y¹\§V§\�Í¤a�1£S¢y�D·�¬��X£y¤a�B��²nÆ ÉB¾ ÈB³ ¾

7 ��§sµ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§s�\�~ JªSªS§�¢y§\ÁJ¢y�J¬�µd§��a§\ª�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ªb�BÐ���À �J��  ' 
 �E-"� -�,z+ �(! 	�*�'�
 0 �J*�. .1*�'�­oÆ�È ¾aÉ ³ ¾�7 ����¤a¦9§. =¬�0À ¤a� ��¬�§\���\§f�~§Xªl��¤a¦9§. =¬�Ã^ªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢yª@»1¬�§fµ� =¢l��À ¤a�1£y§X¢y¶W¹\·�¤~ J¤8¢y§;·�§ �E-(� -"�76�,*�#*�' *�� * 0 ,z+ D�' ¾ 7 �W§XÃ�§\¶Wµ��~§@¼� J¶W¤8Ï�a¤~§i¢2§XªQ£@�\§\�a¬�¤n·�§Y�U �·�¤ 3n¬�ªS¤a�B��Î1�a§bµ�©�¹\���J¶W¸\��§2�B¡�ªS§X¢y¦9¹Y§\ªQ£@·�¹\�X¢y¤8£lµN =¢l¬���§Y�a�B¤d·�§b·�¤ 3n¬�ªS¤a�B��­ 〈~r 2(t)〉 ∼ Dt
³i²

¬���§Ç·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B� ·�§ µ�¢y�B¡N =¡�¤a�a¤8£y¹ ·�§ µ�¢y¹\ªS§\���\§ ­
P (~r, t) ∼ e−r2/4Dt ³¥�J¬$¬���§ ¹\»D¬� =£y¤a�B�$·�§Ç·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�­

∂tc = D∆c
³��n�\§Xª�·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤~�J��ª�¶W¹\ªS�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§Xª��B¬�¶º =�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§Xª���§s¼H�B�1£V¤a�1£y§X¢y¦B§\��¤8¢V»1¬0À ¬���ªS§\¬��±µN =Ï

¢L J¶W¸X£S¢y§�§&3n§X�X£y¤8¼P²n�a§s�\�1§XËW�\¤a§\�1£V·�§�·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�
D
²dªS§\¬��~§�£S¢L J�\§� J¬�ÃÊ¹\�L©�§X�a�~§Xª�ªS¬�µ�¢L J¶W�J�~¹X�\¬��~ J¤8¢y§\ª;§\�D¦D¤aªy JÁB¹X§\ª·�§b��À  JÁJ¤a£L *£y¤~�B�_£y©�§X¢y¶W¤~»1¬�§f¶W�B�a¹\�X¬��~ J¤8¢y§�Äs��À �J¢y¤aÁJ¤~��§�·�¬º¶W�B¬�¦B§\¶W§X�1£l·�§;·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� ¾ �^À  J¬�£S¢y§\ª@§XÃ�§\¶Wµ��~§XªlªS�J�1£�~  ¦D¤aªS�\�JªS¤a£y¹Ç·nÀ ¬�� ��¬�¤~·�§J²2�a§\ªÊ�\�J��ªQ£L =�1£y§\ªÊ¹\�~ =ªQ£y¤U»1¬�§\ª�·�À ¬���§�¶º J�X¢y�J¶W�B�a¹\�\¬��a§��B¬ ·�À ¬���§�¶W§\¶�¡�¢L J��§J²@�a§\ª

�\�B��ªQ£L J�1£y§\ªV�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§\ªV·�À ¬���§�¢y¹\ J�X£y¤a�B���i©�¤a¶º¤~»1¬�§J²n�a§\ª�£L =¬�Ã�·�§^�X¢y�B¤aªSªy =���\§W§X£�·�§^¶W�J¢S£L J�a¤8£y¹r·�À ¬���§^µd�Jµ�¬�Ï�~ =£y¤a�B� ¾ ¨l§X£S£y§º�X�~ JªSªS§¥·�§rªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª�§XªQ£��a§_·��B¶º J¤a��§º·nÀ  Jµ�µ��a¤~�\ =£y¤a�B�"·�§Xª�£y©�¹\�J¢y¤a§Xª^·�§W�L©N J¶Wµ�¶W�.Â1§X� §i£�·�§¢y¹\µd�B��ªS§_�a¤a��¹. =¤a¢y§J²e·�§º�~ �·�¹X�\�B¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B� §\� ¶W�D·�§Xª�¢L Jµ�¤U·�§\ª�§X£�¶W��·�§\ªs�a§\�1£yª¥­
((

 =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º *£y¤~�J� µ� =¢L J¶W¹iÏ£S¢y¤~»D¬�§
))

³ ¾ ¨l¤a£y�J��ªb·�§\¬�ÃºªS¤a£y¬� =£y¤a�B��ªY§XÃ�§\¶Wµ��U =¤8¢y§\ªY·�¬¥µd�B¤a�1£b·�§V¦D¬�§V·�§��~ ^¶W�D·�¹\�a¤aªy =£y¤a�B� ¾
• °' W·�§XªS�X¢y¤aµ�£y¤a�B��·�§��~  0 -�, -/. 
"'5* *�! � 
"� -�,z+*#&% *b·� =��ªY�a§s�. B·D¢y§�·�§��U W�X¤~��¹X£y¤~»1¬�§��L©�¤a¶W¤~»1¬�§!�\�B��·�¬�¤8£�ÄW·�§Xª
¹.»1¬N *£y¤~�J��ª^·nÀ ¹\¦9�B�a¬�£y¤a�B�"�X�B¬�µ��a¹\§\ª^µd�J¬�¢��a§\ª^�\�J���X§\�1£S¢L =£y¤a�B��ªr·�§Xª�ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£yª�§X£^·�§\ª�§X�J�XÂ�¶W§\ª5�'��¹. J��¶W�B¤a��ª\²�a§\ªÍ£y§X¶Wµ�ª_�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»D¬�§\ª�·�§��\§\ªÍ¹.»1¬� =£y¤a�B��ªÍªS�B�1£Í£oÂ�µ�¤~»1¬�§\¶r§\�1£º£S¢y¸\ªÊ·�¤ 3n¹X¢y§\�1£yª ­��a§\ªÍ�\�J���\§X�1£S¢L =£y¤a�B��ª
·�§XªY§X�J�XÂ�¶W§\ª2§i£b·�§\ªf�\�B¶Wµ��a§XÃ�§\ªf§X�J�XÂ�¶º =£y¤~»1¬�§Xª@¢y§\�~ =Ã�§\�1£f£S¢y¸XªY¦D¤8£y§V¦9§X¢yªY·�§\ªf¦J J�a§\¬�¢yªYªQ£L =£y¤a�J���� J¤8¢y§\ªL³ ¾ ¨5§\�~ µd§X¢y¶W§X£'·�§e�a§\ª,§X�D¦�¤aªy =ÁB§X¢±§i£±·�§e�a§\ª0¢y¹\ªS�B¬�·�¢y§5ªS¹\µ� =¢y¹\¶W§X�D£.²\ªS¬��X�\§\ªSªS¤a¦9§\¶W§X�1£.².�\§l»1¬�¤B�\�J�N·�¬�¤8£,ÄY·�§\ª0�\¤a��¹X£y¤~»1¬�§Xª§&3n§\�i£y¤~¦B§\ª2µd�J¬�¢2�a§��J¬¥�a§\ª2ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£V­��\¤a��¹X£y¤~»1¬�§ 2Í¤a�L©N =§\�a¤a§\����§B²�µ� =¢2§XÃ�§\¶Wµ��a§B²�·� J��ª2�a§;�. Jªf·nÀ ¬��_ªS¬�¡�ªQ£S¢L =£2§X£
·�À ¬���§�ªS§\¬��~§V§\� �XÂ�¶W§*³i²D¦9�B¤8¢�Æ � ¾ È1²	 2Í¬�¢S¢L .ÂÊÈJÑJÑ9È�& ²N§X£  «;�J�U·�¡d§X£y§X¢ É5�/� ��&,µd�B¬�¢b·�§\ªf§XÃ�§\¶Wµ��a§Xª2�\�B���X¢y§X£yª ¾
• °' ;µ�¢y�JµN JÁB =£y¤a�B�º·nÀ ¬�� � ��, *�! ,z+ *�.�	CQ - 0 ,z+ �"!s·� J��ªe¬��^¶W¤a�~¤a§X¬r§XÃ��\¤8£L =¡��a§�­�¶W�D·�¸X�~§2·�§ 
;�D·�Á/"D¤~��Ï 
;¬�Ã��a§XÂ�µd�J¬�¢�a§\ª@��§\¬�¢y�J��§\ª5§X£@µ��~¬�ªlÁB¹X��¹X¢L =�a§\¶W§\�1£@¹\»D¬� =£y¤a�B��ª@·�§b¯,¤8£#� 
;¬�ÁB©�Ï Å  JÁJ¬�¶W��²  2Í¬�¢S¢L \Â_ÈJÑBÑBÈ3&  $V§\§\��§X¢@§X£ * ��§iÂ�·
É���� X�&H³5§\ªQ£l¬��º =¬�£S¢y§Yµ�©�¹\���B¶W¸\��§f·��J�D£5�~ s·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�B�ºª\À  Jµ�µ�¬�¤~§YªS¬�¢l�~ V¶W¤~ªS§f§\�W¹\¦D¤U·�§\���\§Y§X£l�a§b·�¹\�\�J¬�µ��~ JÁB§·�§�¦J =¢y¤~ J¡��a§\ªf¢L Jµ�¤U·�§\ªf§X£b·�§V¦J *¢y¤U =¡��a§\ªY�a§\�1£y§Xª ¾
°0 �ªS§\�\�B��·�§Í�\�~ JªSªS§B²e¢y§\µ�¢y¹XªS§\�1£y¹\§ÍµN =¢W�a§\ªWµ�©�¹\���B¶W¸\��§\ª^�X¢y¤8£y¤~»1¬�§\ªÊ­k£S¢L J��ªS¤a£y¤a�J��ªº·�§Íµ�©N =ªS§Ê·�¬ ªS§\�X�B�N·

�J¢L·D¢y§B²NµN *¢b§XÃ�§\¶Wµ��a§*³l§X£b�a§\ªbªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§\ªf¼H¢L =�X£L J�a§\ª\²d¢L =ªSªS§\¶^¡��a§��~§XªbªQÂ�ªQ£y¸X¶W§\ªY�JÐ0²N J¬��\�J�1£S¢L J¤8¢y§B²d�a§\ªb¹X�i©�§\�a�a§\ª
��§@ªS§f·�¹\�\�J¬�µ��a§\�1£eµN =ª ¾ °' ;ªS¤aÁJ�N =£y¬�¢y§f�~ ;µ��a¬�ª±�. =¢L J�i£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»D¬�§f§\�^§\ªQ£5�~ �	S+�,�*�� -�*�! 0 * 	�*�'?. �"! -(%J*�% ��' *�, , *�� ��'
	�* 0 �(� � 
�. -�,z+*�(! ¾�7 ��§V�\�J��ªS¹.»1¬�§\���X§��B¡�ªS§X¢y¦J J¡��a§s§XªQ£;�~ rµ�¢y¹\ªS§\���X§s·�§ �N¬��X£y¬N *£y¤~�J��ªYÄ^£y�B¬�£y§\ªY�a§\ªb¹\�L©�§\�a�~§Xª^­�§X�

�����
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µ�¢L *£y¤U»1¬�§B²D·� =��ªl¬���§YÁB J¶W¶W§Y·�À ¹\�L©�§X�~�a§Xª2¡d�J¢y��¹\§bµ� =¢@�~ V£L J¤a�a�a§V·�¬ºªQÂ�ªQ£y¸\¶W§*³ ¾ 	FÂ�µ�¤~»D¬�§\¶W§\�1£.²B�~ s·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�·�§Xª��N¬��X£y¬N *£y¤~�J��ªsªS¬�¤8£^¬���§º�a�J¤2·�§ºµ�¬�¤aªSªy J���X§_§X£^���B� µ��~¬�ª�¬���§º�a�J¤@§XÃ�µd�B��§X�1£y¤~§X�~�a§BÎ,µd�B¬�¢�¬���§º�J¡�ªS§X¢y¦J =¡��a§
A
·�§Í¶W�.Â1§\����§ 〈A〉 ²F�~§Xª ��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ª δA = A − 〈A〉 ªS�B�1£_·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�¹X§\ªWªS¬�¤a¦J J�1£º®±¢y�B¡0­ δA) ∼ |δA|−γ J¬ �a¤a§\¬ ·�§º®±¢y�B¡0­

δA) ∼ e−δA/A0 ¾ ' � �J¡�ªS§X¢y¦B§W¹\ÁB J�a§\¶W§\�1£s·�§\ªVµ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ªs·�§^¢y¹\µd�B��ªS§º J���J¢y¶º J�a§\ª\Î0¬���§µd§X¢S£y¬�¢y¡� =£y¤a�B� ¤a�1£y§X¢y¦B§\�N =�1£sÄÍ��À ¹X�i©�§\�a�a§_¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§rµd§\¬�£�ÌX£S¢y§r�B¬Ç¡�¤a§\��£y�J£L J�a§\¶W§X�1£� =¶º�=¢S£y¤a§B²'�J¬Ç¡�¤a§\� J¶Wµ��~¤8¿�¹\§�§X£Vµ�¢y�BµN =ÁB¹\§b´Q¬�ªy»D¬�À  J¬�Ã�µ��~¬�ª�ÁJ¢L =�N·�§\ªV¹X�i©�§\�a�a§\ª\²0§X£V�X§r·�§s¼� �(\�B� - ���}+ �(�}+,¤a¶Wµ�¢y¹.·�¤a�X£y¤a¡��a§ ¾�* §\¬��a§¬���§; Jµ�µ�¢y�1�L©�§bÁB�a�B¡� J�a§�µn§X¬�£2·��B���bµd§i¢y¶º§i£S£S¢y§b·�À  Jµ�µ�¢y¹\©�§\�N·�§X¢2·�§Y£y§\�aª2ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª ¾ �l¤a§\�¥µ��~¬�ª\²D��À §XªSªS§\�1£y¤a§\�0·�¬µ�©�¹\���J¶W¸\��§�§\ªQ£b�\�J�1£y§\�D¬�·� J��ªY�a§s�a¤a§\��§\�1£S¢y§��a§\ªb¹\�L©�§\�a�a§\ª\²n J¬�£S¢y§X¶W§\�1£b·�¤a£;·� J��ªY�U ^¼� �(\�B��·��B�1£Y�~§XªM�N¬�Ã¥·�§
¶º =£y¤a¸X¢y§B²�·nÀ ¹X��§X¢yÁJ¤~§V§X£b·nÀ ¤a��¼k�J¢y¶º *£y¤~�J�Êª\À �J¢yÁ9 =��¤aªS§\�1£;§X�1£S¢y§V�a§\ªb·�¤ 3n¹X¢y§\�1£yªf��¤~¦B§. J¬�Ãn²�§X£f���B�Ê·� J��ªf�~§Xªb·�¹i£L J¤a�aª
Ä�¬���§¥¹\�L©�§\�a�~§Ê·��J����¹X§ ¾ ¨l§\�~ �ªS§¥£S¢L B·�¬�¤8£rµN *¢W��À §iÃ�¤aªQ£y§\���\§Ê·�§¥ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§\ªW =¬�£y�=ÏoªS¤a¶W¤a�~ J¤8¢y§\ª\²l·�§¥µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ª·�À ¤a�D¦J =¢y¤~ J���\§�·�À ¹\�L©�§X�~�a§V§X£b·�À ¬���¤a¦9§X¢yªy =�a¤a£y¹ ¾
• °�§\ª5¢y¹\ªS§. =¬�Ãº·nÀ  =µ�µ�¢y�=¦D¤aªS¤a�B����§\¶W§\�1£b­�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§f¦B =ªS�\¬��~ =¤a¢y§b�i©�§5�b�a§\ª@ J��¤~¶º =¬�Ã�³±µ�¢y¹XªS§\�1£y§\�1£l¬���§YªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§¢L J¶W¤8¿N¹X§B²�©�¤a¹i¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§B²D¢y§\¶Wµ��~¤aªSªy =�1£2£y�B¬�£2�|À §\ªSµ� J�\§J²�§X£Y·��B�1£2�a§\ª2µ�¢y�Bµ�¢y¤a¹X£y¹\ª@¼H¢L =�X£L J�a§\ªYªS§;¢y§��N¸X£y§X�D£f·� J��ª2�~ 
�a�B¤l·nÀ ¹\�L©�§\�a�a§

B ∼ M3/4 ¢y§\�a¤U =�1£s�~ Í¶º JªSªS§ M ·�§r��À �J¢yÁB J��¤aªS¶W§ºÄ¥�|À ¹\��§X¢yÁB¤a§
B
»1¬0À ¤a�e�a¬�¤F¼� =¬�£��\�B��ªS�B¶W¶W§X¢

µN *¢�´P�B¬�¢Wµd�J¬�¢^¢y§\ªQ£y§X¢W§X� ¦D¤~§  �5¢y���f�
§X£ ! §\ªQ£_È=ÑBÑBÑ3& ¾ °0§Xª^¢y¹\ªS§. =¬�Ã ·nÀ ¤a�1£y§X¢L =�X£y¤a�B��ª�­k¢y¹\ªS§. =¬�Ã ¶º¹i£L J¡d�JÏ�a¤U»1¬�§\ª\²��L©N 21U��§\ªb J�a¤a¶W§\�1£L =¤a¢y§XªL³2�B¬�·�§V�\�J¶W¶^¬���¤a�. *£y¤a�B�Íµ�¢y¹\ªS§\�1£y§X�D£f§\¬�ÃÍ =¬�ªSªS¤'·�§\ªfµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ªY·�À ¤a�D¦J =¢y¤~ J���\§
·�À ¹\�L©�§X�a�~§r¢y§��N¹X£L =�1£��a§\¬�¢��=¢yÁ9 J��¤~ªy *£y¤a�B� µN *¢S£y¤a�\¬��a¤a¸X¢y§B²0£S¢y¸Xªs·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ª�·�§^�\§\�a�a§\ªs·�À ¬���¢y¹XªS§. J¬Ç J�a¹. *£y�B¤8¢y§º�BÐ�a§\ªY�\�J����§XÃ�¤~�J��ªfªS�J�1£Y¹X£L J¡��a¤~§Xª; =¬Ê©� Jªy *¢L·Ê .¦9§\��¬���§�µ�¢y�B¡� J¡�¤~�a¤8£y¹�¿�Ã�¹\§
 �b�a¡d§X¢S£f§X£ �@ *¢L J¡N =ªS¤±ÈJÑJÑ É & ¾
• °�§5·�¹\¦9§\�a�Jµ�µd§\¶W§\�1£0·�§F�\�B�a�B��¤a§\ª±·�§e¡� J�X£y¹i¢y¤~§Xª'§\ªQ£'¬���§XÃ�§\¶Wµ��a§F·�§F�X¢y�J¤~ªSªy =���\§e¼H¢L J�i£L J�a§B²=·��J�1£'�a§e¶W¹\�\ J��¤aªS¶W§­
((

¤a��ªQ£L =¡�¤a�a¤8£y¹�·�§V�i¢y�B¤aªSªy J���\§
))

 J¬Ê��¤a¦9§\ J¬�·�§\ªYµd�J¤~�1£y§XªL³2ªS§V¢y§X£S¢y�J¬�¦9§V·� J��ªb·�§�£S¢y¸\ªY���B¶^¡�¢y§\¬�Ã_·��B¶º J¤a��§\ªY·�§�~ ºµ�©1Â�ªS¤~»1¬�§º­|·�¤aÁB¤8£L =£y¤a�B��¦D¤aªy»1¬�§\¬�ªS§B²N¹\�\�~ J¤8¢yª�§X£�·�¹\�L©N *¢yÁB§\ª;¹\�a§\�X£S¢y¤~»1¬�§Xª\²d¼H¢L =�X£y¬�¢y§Xª\²n�X¢y¤aªQ£L J¬�Ã�·�§\��·�¢y¤8£y¤~»1¬�§\ª\²
·�¤aªSªS�B�a¬�£y¤~�J�d³ ¾ °eÀ §\ªSªS§X�1£y¤~§X�e·�§s�\§\ª;µ�©�¹\���J¶W¸\��§XªY§\ªQ£;¢y§\µ�¢y��·�¬�¤8£;µN *¢�¬���¶W�D·�¸\�a§s�D¬�¶W¹X¢y¤~»1¬�§J²��\�B���D¬�ªS�J¬�ª;�a§���J¶ ·�§)-�-(� 
 -Q-�,z+ �(! . +��|+ , 
#*4�E-(�
. - 	�+ � % 'a+ �(!�­��J¬ �V°	� �\�J¶W¶W§ ��¤ 3n¬�ªS¤~�J��°0¤a¶W¤8£y§.·B�bÁBÁ=¢y§\Á9 *£y¤a�B�d³ ¾ ¨bÀ §XªQ£¬��¥¶W�D·�¸\�a§;£PÂ�µ�¤U»1¬�§;µd�B¬�¢f§XÃ�µ��a¤~»1¬�§X¢f��À  Jµ�µN *¢y¤a£y¤a�J��·�§�ªQ£S¢y¬��i£y¬�¢y§\ª2¼U¢L J�X£L =�a§\ª� N;¤a�\ªS§5"ÍÈJÑJÑ É & ¾
• ��§\ª@·�Â��N =¶W¤U»1¬�§\ª5�X�B¶Wµ��a§iÃ�§Xª\²Dµ�¢y¹XªS§\�1£L J�1£2·�§Xª@�\�J¶ºµd�=¢S£y§\¶W§\�1£5�\�B�a�a§\�X£y¤8¼kªf§X£2·�§\ªlµ�¢y�Jµ�¢y¤a¹X£y¹\ª@¹\¶W§X¢yÁJ§\�1£y§\ª
¢y§\¶º =¢L»1¬� J¡��a§\ªW�J�1£_¹X£y¹�¶W¤aªS§\ªW§\� ¹\¦D¤U·�§\���\§�·� J��ª_·�§Xªº¶W��·�¸\�a§\ª_·nÀ��(' 0 + . . -�, *�% � ' 0 �(%"� . 
�') * £S¢y�BÁB =£#��È=ÑBÑ É & $� J��§�"9�Í§X£+	0ªS¬N·� ÊÈJÑJÑBÑ3& ¾ * ¬�¤a¦J J�1£�»1¬�§^�a§W�X�B¬�µ��~ JÁB§W§\ªQ£��~�1�. =�b­��\�B¬�µ��~ JÁJ§_·�¤ 3n¬�ªS¤8¼L³;�B¬ ÁB�a�J¡N J�b­��\�J¬�µ��~ JÁB§·�§s£oÂ�µd§

((

�L©N =¶Wµ�¶W�.Â1§\�
))

³i²d¼� J¤a¡��~§^�B¬�¤a�1£y§\��ªS§B²n§X£�ªS¬�¤a¦J J�1£��a§\ª��. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»D¬�§\ª�·�§\ª�·�Â��N =¶W¤U»1¬�§\ªY�~�1�. =�a§\ª
­��BªS�\¤a�a�~ =£y¤a�B��ª;µ�¢y�Bµ�¢y§Xª\²N�L©N J�JªL³i²N�B�Êµd§\¬�£Y�B¡�ªS§X¢y¦9§i¢;·�§\ªYµ�©�¹\���B¶W¸\��§\ªf·�§ ' 
(! 0 � ���(!(+�'�-�,�+*�(!�­�¤a�D¦9�D»1¬�¹Xª\²N·� J��ª�a§r�\�B�1£y§XÃD£y§r·�§\ª;¢y¹\ªS§. J¬�Ã�·�§^��§\¬�¢y�B��§\ª\²0µd�J¬�¢V§XÃ�µ��a¤~»D¬�§X¢V�\§i¢S£L J¤a��ªs =ªSµd§\�X£yªs·�¬�¼H�B���i£y¤~�J����§\¶W§\�1£V�\¹X¢y¹X¡�¢L J�U³
�B¬�·�§ ' 
 -(� 
 -Q-�,�+*�(! ­|»D¬�¤'µd�B¬�¢S¢L J¤8£�µN *¢S£y¤~�X¤~µd§i¢� =¬�ÃÊ¶W¹\�. =��¤aªS¶W§\ª;·�§s�U _·�¤ 3n¹X¢y§\���\¤~ =£y¤a�B���\§\�a�a¬��~ =¤a¢y§.³� ! ¤~��¼U¢y§\§
ÈJÑJÑBÑ�&< «;�~ JªSª�È=ÑBÑ É & ¾
®'�B¬�¢2�\�B���\�a¬�¢y§B²�ªS�B¬��~¤aÁJ���B��ªY·�§X¬�ÃWµd�B¤a�1£yª2¤a¶Wµd�J¢S£L =�1£yª\²�Äsµ�¢y§\�N·D¢y§;§\�_�\�B¶Wµ�£y§;·� J��ª@�U �£S¢L J��ªSµd�JªS¤a£y¤a�J��Ä

�~ r¡�¤a�B�a�BÁJ¤a§^·�§XªY¶W¹X£y©��D·�§\ªY·�¹\¦9§X�~�Jµ�µd¹\§Xªb·� =��ªb·nÀ  J¬�£S¢y§XªY�\�B�1£y§XÃD£y§\ª ¾ � �0ª\À  JÁB¤8£b£y�B¬�£;·nÀ  J¡d�J¢L·Ê·�§V�~ rµ�¢y¹XªS§\���X§ªQÂ�ªQ£y¹\¶º =£y¤~»1¬�§l·�§l�\¤8¢y�\¬�¤a£yªF·�§5¢y¹\ÁB¬��U *£y¤a�B�rµ� =¢F�a§\ªy»1¬�§X�~ª±��À ¹i£L =£eÁB�a�J¡N J�D¢y¹X£S¢y�9 =ÁB¤8£5���B��ªS§\¬��a§\¶W§\�1£±ªS¬�¢±�a§\ªF¹X£L *£yª\²
¶º J¤aª± J¬�ªSªS¤DªS¬�¢±�~§Xªe·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§\ª'§i£F�a§\ª±µN *¢L J¶W¸X£S¢y§\ª'¢y¹\ÁJ¤~ªSªy =�1£e�~§XªF�\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§X�D£yª' J¬�Ã�¹\�i©�§\�a�a§\ªF¤a��¼H¹X¢y¤a§\¬�¢y§Xª ¾¨l§X£S£y§F¢y¹\ÁJ¬��~ =£y¤a�B��ªS¬�µ�µ��a¹\¶W§\�1£L =¤8¢y§e·�§Xª0¶W¹\�. =��¤aªS¶W§\ª�§X£'·�§F�a§\¬�¢yª'µ� =¢L =¶W¸X£S¢y§\ª'·�§F�\�B�1£S¢��J�~§eµN *¢'�a§eµ�©�¹\���J¶W¸\��§¢y¹\ªS¬��a£L =�1£eµn§X¬�£Fµd§X¢y¶W§X£S£S¢y§@ J¬^ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§2·�§2ªS§2ªQ£L J¡�¤a�~¤aªS§X¢l·� J��ªe·�§XªFªS¤a£y¬� =£y¤a�B��ªe¶º =¢yÁB¤a�� J�a§\ªn´Q J¶º J¤aªe�J¡�ªS§X¢y¦B¹\§\ª
ªS¤a���B��Î9µn�J¤a�1£yªl·�§f¡�¤8¼k¬�¢y�. =£y¤a�J��­|·�¹X£y§\�i£y¤a�B�º·�§Xª5ªS�B��ª5µN *¢l�a§\ª5�\§\�a�a¬��~§Xªl�\¤a�~¤a¹\§Xª2·�§f��À �=¢y§\¤a�a�~§b¤~�1£y§i¢y��§  ¨@ J¶º =�~§i£ *�,
-/.10�È=ÑBÑJÑ�&|²�µN =¢l§XÃ�§\¶Wµ��a§*³i²9�J¬º¹X£L =£yªl�X¢y¤8£y¤~»1¬�§\ª ¾E' �ºµ� =¢y�a§;·� =��ª5�\§;·�§i¢y��¤a§X¢@�\ Jª@·�§ 0 ��+ ,z+ 0 -�. + , 
 -"%E, �() �(�*-�-(!(+�' 
�*­��a§\ª�·��B����¹\§\ª�ªS¬�¢s�a§\ªs§XÃD£y¤a���X£y¤a�J��ªs·�À §\ªSµd¸\�X§\ªsªS¬�ÁBÁJ¸X¢y§\�1£�»D¬�§r��À ¹X¦9�B�a¬�£y¤~�J� µd�B¬�¢S¢L J¤8£sÌX£S¢y§W¬�� µ�¢y�1�\§\ªSªS¬�ª�·�§
�\§W£oÂ�µd§  �;¢y�BªSªS§X�fÈ=ÑBÑ É &k³ ¾ 7 ��§r£y§X�~�a§ºªQ£L J¡�¤~�a¤aªy =£y¤a�B� ·� =��ª�¬���§rªS¤a£y¬� =£y¤a�B� ���B�ÇÁJ¹\��¹X¢y¤~»1¬�§WªS§º¶W§X£�§\�Çµ��U =�\§ J¬��\�J¬�¢yªV·�§���À � ¦9�J�a¬�£y¤a�B��ªS¤±§\�a�a§r�\�J��ªQ£y¤8£y¬�§�¬��� .¦J J�1£L =ÁB§^ªS¹\�a§\�i£y¤8¼ ¾ ¨l§\�~ ¥���B¬�ªV =¶W¸\��§� J¬�ªS§\�X�B��·�µd�B¤a�1£.²�Äªy .¦9�B¤8¢r�U �µ�¢y¹\ªS§\���\§¥¤a¶Wµ��a¤a�\¤8£y§B²F·� J��ª��a§\ªrªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ªs�B¡�ªS§i¢y¦9¹\ª\²e·�§_�U $' 
�.1* 0 ,z+ �(! ! -�,*% �#*�. .1*�·��B�1£^¤a�aªrªS�J�1£r�a§µ�¢y�D·�¬�¤8£ ¾ ¨l§i£S£y§_ªS¹\�a§\�X£y¤a�J� ª\À §\ªQ£^§XÃ�§X¢y�\¹\§_ÄÍ£y�B¬�ªs�a§\ª���¤a¦9§. =¬�Ã ·�§º�a§\¬�¢^�=¢yÁ9 J��¤aªy =£y¤a�B� ¾ �l¤a§\� µ��a¬�ª\²,·�¬ ¼� =¤8£
·�§s��À ¤a�1£S¢y¤a�. *£y¤~�J�Ç·�§\ª�·�¤ 3n¹X¢y§X�1£y§\ª;¹\�L©�§\�a�a§\ª\²��JÀ §XªQ£V�\�B�=´Q�J¤~�1£y§\¶W§X�1£V»1¬�§s�a§XªV·�¤ 3n¹X¢y§\�1£yª;��¤a¦9§. =¬�Ãn²d§i£�µd§\¬�£SÏ ÌX£S¢y§
§\���\�J¢y§r·� .¦J J�1£L JÁJ§^�~§X¬�¢yª�¢y§X�U *£y¤~�J��ª\²0�B�1£V¹i£y¹rªS�J¬�¶W¤aªVÄ_�~ ¥µ�¢y§XªSªS¤~�J� ªS¹\�a§\�i£y¤~¦B§B²0�\§r»1¬�¤'£y§\�N·�Äº¢y§\¶W§i£S£S¢y§�§\��. J¬�ªS§��|À ¤~·�¹X§�·�À ¬���§VªS¹\�a§\�i£y¤~�J��µd�J¢S£L J�1£Y§XÃ��\�a¬�ªS¤a¦9§X¶W§\�1£fªS¬�¢b�a§\ªY�J¢yÁ9 =��¤aªS¶W§\ª; =�L©�§\¦B¹\ªs­��B¬ÊªS¬�¢Y�~§X¬�¢bÁB¹X���B¶W§J²
¦D¬Í�X�B¶W¶W§;¬���§;¢y§\µ�¢y¹\ªS§\�1£L =£y¤a�J�Ê�\�B¶Wµ��~¸i£y§�·�§\ªf�=¢yÁ9 J��¤aªS¶W§\ªL³ ¾
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((

-=&1G|Cb<�<LKYEa/.jk&1G|Cb+*KyE &�/�<J/ºRJE &�> & T E < )) h �0<=GH?1<=G 	 ��&1G RBE8m=+D/�
XhN7 /=`o4+� ��+JGU)f4 � �B4�6
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ªS¬��X�\¸\ªYµd�B¬�¢Y�a§\ªYªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ªYÄ^��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§ ¾ °0§\ªY�J¬�£y¤a�aªYªS�B�1£Y§\���X�J¢y§sÄr·�¹\¦9§\�a�Jµ�µd§X¢b·� J��ªY�a§V�. Jªb·�§\ªfªQÂ�ªQ£y¸X¶W§\ª�\�B¶Wµ��a§XÃ�§\ªY§X£b�a�B¤a��·�§���À ¹\»D¬�¤a�~¤a¡�¢y§B²d§\��µ� =¢S£y¤a�\¬��~¤a§i¢V·� =��ªY�a§s�. =ª�·�§\ªYªQÂ�ªQ£y¸X¶W§\ªY¦D¤a¦J J�1£yª ¾ ���B�����B��ªb»1¬�§\�~»1¬�§\ª§XÃ�§\¶Wµ��a§Xª2�\�~ JªSªS¤~»1¬�§\ªYµd�B¬�¢Y¤a�a�a¬�ªQ£S¢y§X¢b�X§Vµ�¢y�Bµd�Jª ¾

7 ��§�µ�¢y§\¶W¤a¸X¢y§�¦B�B¤a§Vµd§X¢y¶W§X£S£L J�1£f·�§;¢y§\µ��~ J�X§X¢b�a§V�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£f·nÀ ¬��¥§\��ªS§\¶�¡��a§V·nÀ ¹\�a¹\¶W§\�1£yªV­| =£y�J¶W§\ª\²¶W�B�a¹\�\¬��a§\ª\²D¡N J�i£y¹X¢y¤a§\ª\²D¼k�B¬�¢y¶W¤aªL³l·� J��ª@¬��º¶W�D·�¸\�a§b�X�B�1£y¤a�D¬_§\ªQ£2·�§;·�¹\�X¢y¤8¢y§;�a§;�X�B¶Wµd�J¢S£y§X¶º§X�1£l·�§+� � 
�*�!�!�*�'
. � 0 -�.1*&' +�!/'#, -(! , -(!�
#*�'L²=µN *¢,§iÃ�§X¶Wµ��a§F�~ f�\�J���\§X�1£S¢L =£y¤a�B��¶W�*Â9§\����§2­����B¶�¡�¢y§F·�À ¹\�a¹\¶W§X�1£yª0µN *¢,¬���¤8£y¹5·�§e¦9�J�~¬�¶W§*³
�B¬ �~ "¦�¤8£y§\ªSªS§�¶W�.Â1§X����§ ¾ ¨bÀ §\ªQ£� =¤a��ªS¤�»1¬0À �B� ·�¹X¿���¤8£Í�~  , *�� ��
�� -�,*% �#*Ê·�À ¬�� Á9 ��ÇÄ µN =¢S£y¤8¢�·�§��~ "¦D¤8£y§\ªSªS§»1¬N B·D¢L =£y¤~»1¬�§_¶W�.Â1§\����§_·�§Xªr¶W�B�a¹\�X¬��a§\ªW·�§¥¶º =ªSªS§

m
»1¬�¤@�a§Í�\�J��ªQ£y¤8£y¬�§X�1£.²FªS¬�¤a¦J J�1£r�~ �¢y§\�~ =£y¤a�J�

m〈v2〉 =
3kT

�BÐ
k
§XªQ£^�~ ��\�J��ªQ£L J�1£y§_·�§��l�B�8£#�\¶º =�����'�B� ¶W�J�1£S¢y§º»1¬�§W�\§X£S£y§_·�¹i¿N��¤a£y¤a�J� �\�(6 ���\¤~·�§_ .¦9§X�_�~ Ê���J£y¤a�J�

¼� =¶W¤~�a¤a¸X¢y§¥·�§r£y§\¶Wµd¹X¢L =£y¬�¢y§W�a�=¢yªy»D¬�§º�a§ºÁ9 ��º§\ªQ£^ÄÊ��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§ ¾ ¨l§X£S£y§_·�¹\¶º =¢y�L©�§W��À §XªQ£��\§\µd§\��·� J�1£s¦J =�U =¡��a§»1¬�§;·� J��ªl¬���§b�X§X¢S£L J¤a��§��a¤a¶W¤a£y§�­|·�¤8£y§b¡�¤a§\�_ª�-�¢
((

�~¤a¶W¤8£y§;�X�B�1£y¤a�D¬�§
))

³l·� =��ª@�~ J»D¬�§\�a�a§��a§�¦B�B�a¬�¶W§
d3~r
�\�B��ªS¤~·�¹X¢y¹

�\�B¶W¶W§�¹\�a¹\¶W§X�1£L J¤8¢y§��\�B�1£y¤a§\�1£; =ªSªS§5�^·nÀ ¹\�a¹\¶W§\�1£yªYµd�J¬�¢;»1¬�§��a§\ªY¤~��©��J¶W�BÁB¹X��¹\¤8£y¹\ªYªS§s¶W�.Â1§X����§X�1£.² +�0 *�0�µd�J¬�¢»1¬�§^�a§W�. *¢L J�X£y¸X¢y§º·�¤aªS�X¢y§i£sªS�B¤8£�¢y§\�~ =£y¤a¦9§\¶W§X�1£���¹\ÁB�a¤aÁB§. =¡��a§B²,§X£s»1¬�§^�a§W�L©N =¶Wµ
a(~r)

·�¹\�i¢y¤~¦J =�1£���À �J¡�ªS§X¢y¦J =¡��a§
·�À ¤a�1£y¹X¢yÌX£@µ�¬�¤aªSªS§bÌX£S¢y§Y�\�B��ªS¤U·�¹X¢y¹b�\�B¶W¶W§f¬���§f¼H�B���X£y¤a�B�º¢y¹\ÁB¬��~¤a¸X¢y§ ¾ ¨bÀ §\ªQ£2��À  =µ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�J�¥·�¤a£y§b·�§Xª �6+ . +�*&%��
0 �"!J,z+�!�% 'L²�¬�ªS¬�§\�a�a§V§\�¥¶W¹\�. =��¤~»1¬�§�·�§\ª%�N¬�¤~·�§\ª2§X£f§\�_£y©�¹\�=¢y¤~§V·�§���À ¹\�~ JªQ£y¤a�\¤8£y¹  °' =�N·� J¬Í§i£b°�¤a¼HªS©�¤8£#��& ¾ ¨l§�£PÂ�µd§·�À  Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º =£y¤a�B�_§\ªQ£f¹\ÁB J�a§\¶W§\�1£2¬�£y¤a�a¤aªS¹�Ä^·�§\ª2¹X�i©�§\�a�a§\ªf�N =���B¶W¹i£S¢y¤U»1¬�§\ª@§X�¥µ�©1Â�ªS¤~»D¬�§;·�§Xª2µd�B�8Â�¶W¸X¢y§\ª\²DµN =¢
§XÃ�§\¶Wµ��a§�µn�J¬�¢;·�¹\�X¢y¤8¢y§s��À � � � �\�B¶W¶W§�¬���§�¿N¡�¢y§V¹\�~ JªQ£y¤~»1¬�§�©��B¶W�JÁB¸\��§º­ (( ¶W�D·�¸\�a§s·�¬Ê¦9§X¢ )) ³  �Y�a�~§X¶º J�N· *�,-/.10 É5�/� �3& ¾ ��§º¶WÌ\¶W§B²0��À ¤~�1£y§i¢y¦J J�a�a§Ê·�§º£y§X¶Wµ�ªs¤a��¿N��¤a£y¹XªS¤~¶º =� dt ·��B¤8£^ÌX£S¢y§¥ JªSªS§��¥ÁJ¢L J��·"·�§\¦J J�1£��a§\ªs£y§\¶Wµ�ª�. =¢L =�X£y¹X¢y¤aªQ£y¤~»1¬�§\ªY¶W¤a�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§Xªfµd�B¬�¢Y»D¬�§��~ r·�¹\µd§\��·� J���\§b£y§\¶Wµd�J¢y§\�a�a§V·�¬¥�L©N J¶Wµ

a(~r, t)
ªS�B¤8£f¢y¹\ÁB¬��a¤~¸i¢y§ ¾¨l§X£l =¢yÁJ¬�¶W§\�1£F§\ªQ£5¤a¶Wµ��a¤a�\¤8£y§f§X� 0 +�!�
�,z+*#&% * 0 �k+ �6+ #&%J*i²B�BÐr��À �B�º·�¹\�X¢y¤8£l·�§XªF¢y¹. =�X£y¤a�B��ª5ªS§fµ�¢y�D·�¬�¤~ªy =�1£5�L©N =�\¬���§§\�1£S¢y§Ê»1¬�§\�~»1¬�§Xªr¶W�B�a¹\�X¬��a§\ªWµN *¢_·�§\ªW¹\»D¬� =£y¤a�B��ªº·�¤ 3n¹i¢y§\�1£y¤a§\�a�~§Xªºµn�J¬�¢W�a§\ªW�\�B���\§\�1£S¢L *£y¤~�J��ªº·�§\ªW·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ª

§\ªSµd¸\�\§Xª2§\�ºµ�¢y¹\ªS§X���\§ ¾ ¨l§i£S£y§�·�§XªS�X¢y¤aµ�£y¤a�B�_µn§X¬�£l�\§\µd§\��·� J�1£l¹\�L©��J¬�§X¢@ª\À ¤a�dÂº V£S¢y�Bµºµn§X¬¥·�§b¶W�B�a¹\�\¬��a§\ª@§\�V´Q§\¬­k£PÂ�µ�¤U»1¬�§\¶W§X�1£'¶W�B¤a��ª±·nÀ ¬���¶W¤a�a�a¤a§X¢i³i²Jµ� =¢F§XÃ�§\¶Wµ��a§lµd�J¬�¢±¬���§5¢y¹. J�i£y¤~�J�^�i©�¤~¶W¤~»1¬�§e§\�J�XÂ�¶º *£y¤U»1¬�§lÄb��À ¤a�1£y¹X¢y¤a§\¬�¢
·�À ¬��Í�\�J¶WµN =¢S£y¤a¶W§\�1£@�\§\�a�a¬��~ J¤8¢y§_­�¦B�B¤8¢Y�~ r·�¤aªS�\¬�ªSªS¤a�J��·� J��ªbÆ�È ¾ � ¾~É §X£  «;�J�J�\§!*�,4-/.10NÈ=ÑBÑ9È�&H³ ¾

7 ��§_·�¹\¶º *¢y�i©�§_ JªSªS§5�Ê =�N =�~�JÁB¬�§¥§\ªQ£r�~ �µ�¢y�1�\¹\·�¬�¢y§¥·nÀ � �(� � - 
�!�
�+ '�-�,z+ �(!�²5�JÐ"�~ �·�§\ªS�i¢y¤~µ�£y¤a�B�
·�¹X£L J¤a�a�a¹\§
·�À ¬�� ¶º¤a�a¤a§\¬ ¤~��©��J¶W�BÁB¸X��§B²± J¬�Ã µn§i£y¤a£y§Xª^¹\�L©�§X�~�a§\ª\²F§\ªQ£�¢y§\¶Wµ��U =�\¹\§_µN *¢^¬���§_·�§XªS�X¢y¤aµ�£y¤a�B�"§&3n§\�i£y¤~¦B§B²FÄ�µ��a¬�ª
ÁJ¢L =�N·�§s¹\�L©�§\�a�a§B²n�BÐ��~§�¶W¤a�a¤a§\¬� Jµ�µN =¢L �1U£��\�J¶W¶W§�¬���¶W¤~�a¤a§\¬�©��B¶W�BÁJ¸\��§ ¾ °FÀ §XÃ�§\¶Wµ��a§�·�§s�U _·�¤ 3n¬�ªS¤a�B��·nÀ ¬���§µN *¢S£y¤~�X¬��a§s·� J��ªY¬��Í¶W¤a�~¤a§\¬Êµd�=¢y§\¬�Ã_¢y§\¶Wµ��a¤0·�§ �N¬�¤~·�§B²�§XªQ£;µ�¢y¹\ªS§\�1£y¹VªS¬�¢b�~ ^¿NÁJ¬�¢y§�2 ¾~É �d¤a�'ª\À  Jµ�µ��a¤~»D¬�§�§\�1£S¢y§ J¬�£S¢y§\ªYÄ^�~ r·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�Ê·�À ¤a�B��ªY§X£Y·�§�µd§X£y¤8£y§\ªf¶W�B�a¹\�\¬��a§\ªY·� =��ªf�a§�£y¤aªSªS¬Ê�\¹X¢y¹X¡�¢L J�  Å ¤~�L©��B�aªS�B��ÈJÑBÑ É & u~}�v9x ¾

�����



� �E� � ���	�5
�� �

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

� �U�n�0�*� �½��v 3 � T +1(=[Jm=<Bh2> <�C�Ea> E <J(�OJ&1GH<=(\I GUZ\<=> �2> <X)ºEa/.KQ<JG~)PKLE [\<X) 	 <=/ R1> +D/=[ 
s)P&�/.K¥GH<=CsO1> E )?1<Wzn(BE ?1<W?1+1/*)º> <\:�(=<J>,OBGU<J/=? O1> +=[\<Í> +Í?�E A±(*)LE &�/Dh'+.-=<\[�(1/Í[X&D< �^[*E <=/.K�?1<º?�E A±(*)LE &�/
D
<iKs?1<

/*&�C�RBGU<J(*)Q<X)2[X&�/*?�E KLE &�/*)l+1(\IºRJ&1GU?9)\hnGU<J/=?1+1/.Kl[i&�C�O.KS<;?�(�jk+9E K@:�(=<s> <X)bO=+JG~KyE [J(1> <i)Y/=<sOBZJ/=giKiGU<J/.K
O=+=)±?1+1/*)l> <X)lGUZ T E &�/*)±)Q&�> E ?1<X)�	 <=/�/.&DEaG 
X6 ��?�G~&1E KS<Bh1> <YCVE8> E <J(2<[A�<\[iKLE j'm*&�CY& T gJ/=<BpJ&�/b?1Z\[=G�E Kl> M ZLKS+.K> &D[\+1>FO=+BGb(1/=<º[X&�/=[\<J/.KiGH+.KLE &�/Í<[A�<\[iKyE -=<W&�R.KS<=/1(=<ÊO=+BGb(1/=<ÊCY&*A\<J/1/=<º)iO=+*KyE +1> <r)X(1G;(1/_-*&�> (1Cb<
GH<=OBGUZX)S<=/.KS+.KLE jP6��J<º[i&�<[�r[.E <J/.Ks?1<W?�E A±(*)LE &�/_< A�<\[LKLE j

Deff
heOBG~&�OB&1GaKLE &�/1/=<J> B

D
heGH<=/=?�[X&�C�O.KS<?1<Íjk+��i&�/"Cb&.A\<J/1/=<�?�( GU+1> <J/.KyE )Q)S<JCb<J/.Kr?1<�> +�?�E A±(*)LE &�/�?>F�+1( CY&DEa/=?�GU<Ê<X)iO=+J[\< GUZ\<=> > <JCb<J/.K

+J[X[\<X)Q)LE8R1> <Bpn> +s?�E A±(*)yE &�/^GH<i)PKS<sE [*Ed/*&1G|Cb+D> <B6

7 ��§� =¬�£S¢y§s¦9�B¤a§s¶W§\�N =�1£;·�À ¬����\�J¶Wµd�J¢S£y§\¶W§\�1£Y¤a�N·�¤a¦�¤~·�¬�§\�,ÄW¬���§s·�§\ªS�i¢y¤aµ�£y¤a�B���\�B�1£y¤a�D¬�§s§XªQ£V·�§�·�¹\�X¢y¤8¢y§��~ 	S+�'#,*�}+ �&% ,z+ �(!�	�*5����� �#- �^+ . + , 
l·�À ¬���§b�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��~§;¤a��·�¤a¦D¤U·�¬�§\�a�a§ ¾ ®± =¢2§XÃ�§\¶Wµ��a§B²1�~ �·�¤aªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B�¥·�§bµ�¢y�B¡� J¡�¤~�a¤8£y¹·�§ºµ�¢y¹\ªS§\���X§¥·�À ¬���§ºµ� =¢S£y¤a�\¬��a§¥ J��¤a¶W¹\§º·�À ¬��Ç¶W�B¬�¦9§\¶r§\�1£�¡�¢y�3�f��¤a§\�"§XªQ£^¬���§W¼k�J���X£y¤a�J�
P (~r, t)

¢y¹\ÁB¬��a¤~¸i¢y§B²¦9¹X¢y¤8¿N J�1£��|À ¹.»1¬� =£y¤a�B� ·�§^·�¤ 3n¬�ªS¤a�J�
∂tP = D∆P ¾ 7 �� J¬�£S¢y§^§XÃ�§\¶Wµ��a§B²d�\§X�~¬�¤e·�À ¬���¼H¢y�J�D£�·�§r·�¤ 3n¬�ªS¤a�B�0²n§\ªQ£¤a�~�a¬�ªQ£S¢y¹�ªS¬�¢_�~  ¿�ÁB¬�¢y§ 2 ¾ È ¾ 7 ��§Ê¤~·�¹X§�ªS¤a¶W¤a�~ J¤8¢y§�ªS�B¬�ªQÏ £y§X�N·
�~  	(% -/. + , 
 �(! 	�*&) 0 �(� ��% ' 0 %E.1*º§\� ¶W¹\�. J��¤~»D¬�§»1¬N J�1£y¤~»1¬�§JÎD¬���§bµN =¢S£y¤a�X¬��a§�µd§\¬�£2ÌX£S¢y§�·�¹X�X¢y¤8£y§�µN *¢f¬���§Y¼k�J���X£y¤a�B�Í·�À �B��·�§

ψ(~r, t)
£y§\�a�a§V»D¬�§ |ψ(~r, t)|2 ªS�B¤8£fªy ·�§X��ªS¤8£y¹Y·�§fµ�¢y�B¡� J¡�¤a�a¤8£y¹Y·�§2µ�¢y¹\ªS§X���\§f§X�

~r
Ä���À ¤a��ªQ£L =�1£

t ¾ ¨bÀ §\ªQ£@ J¬�ªSªS¤�¬���§2¤~·�¹\§2µ�¢y¹\ªS§\�1£y§f·� =��ªF�U ;£y©�¹\�J¢y¤a§Y·�§XªªQÂ�ªQ£y¸\¶W§\ª�·�Â��� J¶W¤~»1¬�§Xª\²��BÐ ��À �B� ¢y§\¶Wµ��~ J�\§r�~ Ê·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤~�J� ·�§r�~ ¥£S¢L *´Q§X�X£y�B¤8¢y§
[x(t)]t≥0

·�¬�ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§W·� J��ª
��À §XªSµN J�X§r·�§sµ�©N =ªS§ X ­�§\ªSµ� J�\§�·�§\ªb�\�B��¿NÁJ¬�¢L =£y¤a�J��ª�·�¬�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§*³2µN *¢��X§\�a�~§^·�§sªy  � *�' % �#*6+ !/,�-(�}+�-(! , *i² +�0 *�0
µN *¢F�\§X�~�a§2·�§lªy ;·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B�^·�§lµ�¢y�J¡N =¡�¤a�a¤a£y¹2·�§lµ�¢y¹\ªS§X���\§l¤~��ªQ£L J�1£L =��¹\§@·� J��ª X ²=§\�s¢y¹\ÁJ¤a¶W§@ªQ£L *£y¤a�B���� J¤8¢y§/�J�B�µd§\¬�£l¹\Á9 =�~§X¶W§\�1£f·�¹\�X¢y¤8¢y§� =¤~��ªS¤n�a§b¢y¹\ÁJ¤~¶W§Y£S¢L =��ªS¤8£y�B¤8¢y§B²�§\�_¹X£y¬�·�¤~ J�1£@��À ¹\¦9�J�a¬�£y¤a�B�Í·�§b�~ �·�¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�B�_¤a��¤a£y¤~ =�~§ ¾

� �U�n�0�*� �½�U} 3 -�G~&�/.K5?1<b?�E A±(*)LE &�/b&�R*)S<JGa-=ZwB^>8M Z\[Jm=<J> > <�C�E [JG~&B)S[i&�OBE :�(=<Jh$BrO=+JG~KyEaGd?NM8(1/�OBG~&Jtn>B<J/
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­�¹\�D¬�¶W¹i¢L =£y¤a�B�º§XÃ� J�X£y§B²1¢y§\���=¢y¶º J�a¤aªy =£y¤a�B�N³ ¾ �V J��ª@�~§;�. =ªf·�§bµn�J�8Â�¶W¸i¢y§\ª@�a¤a��¹\ J¤8¢y§\ª\²��~ s�a�B��ÁJ¬�§\¬�¢Y·�§\ª@µN =ªV­m+ 0 *�0�~ ;£L =¤~�a�a§Y·�§\ªF¶º J¤a�a�a§\ª5·�¬�¢y¹\ªS§. =¬d³±§XªQ£5µ�¢y¤aªe¹XÁ9 J���B¬rªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢5Ä;�~ ;�~�J��ÁJ¬�§\¬�¢l·�§2µd§X¢yªS¤aªQ£L =���\§Y·�§2�~ ��L©� 21U��§B²B·�§¼� �(\�B�ÊÄ�µd�J¬�¦9�J¤8¢f��¹\ÁB�a¤aÁB§X¢f£y�J¬�£y§;�\�B�1£S¢L =¤a�1£y§V J��ÁB¬��~ =¤a¢y§�ªS¬�¢f��À �J¢y¤a§\�1£L *£y¤a�B�Í¢y§\�~ =£y¤a¦9§V·�§�·�§\¬�Ãºµ� Jª2ªS¬��\�\§\ªSªS¤8¼kª ¾°' �·�¤aªQ£y�J¢yªS¤a�B� �~ �µ��a¬�ªr¤a¶Wµd�J¢S£L J�1£y§J²5·� J��ªW�a§Ê¶W�D·�¸X�~§ÍªS¬�¢W¢y¹XªS§. J¬�²5§\ªQ£º�~ �µd§X¢S£y§Ê·�§Í��Ào+�'���,*��� �s+ *Wµ�¢y¹\ªS§\�1£y§·� =��ªf�a§�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§;¢y¹\§\� ¾ ¨l§X£S£y§�·�¤aªQ£y�J¢yªS¤a�B��§\ªQ£;·nÀ  J¬�£L =�1£Yµ��a¬�ª2¼� =¤a¡��a§_­k¢y§\�~ *£y¤~¦B§\¶W§\�1£i³@»1¬�§��a§�µd�B�8Â�¶W¸X¢y§��B¬Ê�~ £S¢L *´Q§X�X£y�B¤8¢y§bªS�B�1£l�a�B��ÁBª\²1§X£@»1¬�§2�U V�\�J����§XÃ�¤8£y¹b·�¬r¢y¹\ªS§\ J¬º§\ªQ£l¹\�a§\¦B¹\§s­�¬��^¢y¹\ªS§. =¬W£S¢y¤U =��ÁJ¬��~ J¤8¢y§b§\ªQ£
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X6�P� � > +�OBG~&�R=+1RBEa> E KQZ
p
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)LEdKQ&�(*)�> <X)^> E <J/*);+J?�C�E )Q)LEaR1> <i);)P&�/.K^OJGUZX)S<J/.KP) 	

pB = 1

;<iK 	SR�
b)LEdKQ&�(*)�> <X);)LE KS<i)�)Q&�/.K;&D[\[J(1OBZX)

	
p=1
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hN+1(s-*&DE )yEa/=+ T <s?�Ma(1/=<�&1G RBE KS<rOBZJGkE &J`?�E :�(=< 	 <J/ T GU+=)�
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(xn)n≥0
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xn+1
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xn
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x∗
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xn

B
xn+1
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7 ��§¥¢y¹.·�¬��X£y¤a�B� µ��a¬�ªº·�¢L =ªQ£y¤U»1¬�§Ê§\ªQ£¥·nÀ §X�D¦�¤aªy =ÁB§X¢_¬���§ �E-(��,z+ ,z+ �(!Ç¿���¤a§ X = ∪n
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·�§Í�|À §\ªSµ� J�\§�·�§
µ�©� JªS§ X ·�¬^ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§J²J§X£5·�§@¢y§Xµ�¢y¹\ªS§\�1£y§i¢5��À ¹X£L =£5¤a��ªQ£L =�1£L J��¹2���B�^µ��a¬�ªFµN *¢e�~§2µd�B¤a�1£ xt

·�§2��À §\ªSµ� J�\§b·�§2µ�©N JªS§
·�¹X�X¢y¤a¦B =�1£F��À ¹X£L =£5·�¬�ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§@Äb��À ¤a��ªQ£L J�1£

t
¶_ =¤aª±µN *¢F�~§@ªQÂ�¶^¡d�J�~§

st
¤a�N·�§XÃ� J�1£±�~ Y¢y¹\ÁB¤a�B�
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�BÐ�ªS§@£S¢y�J¬�¦9§l�X§µd�B¤a�1£
xt ¾ 7 ��§b£S¢L *´P§\�X£y�J¤a¢y§�§XªQ£b =�~�=¢yªYªS¤a¶Wµ��a§\¶W§\�1£l¢y§Xµ�¢y¹\ªS§\�1£y¹X§Vµ� =¢f¬���§ ' %k+ , * 	�* ' 
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x0
§XªQ£b·��B���VªS�J�Ê¹\�i¢y¤a£y¬�¢y§�·�¹X�\¤a¶º J�a§V�\�J¶Wµ��a¸X£y§�§X£Y§X�~�a§V�~§�·�¹X¿N��¤8£f§\�1£y¤a¸X¢y§\¶W§\�1£  �l B·�¤a¤0§X£b®,�J�~¤8£y¤ É��/��� & ¾°�§¥µd§\��·� =�1£r·�Â��� J¶W¤~»1¬�§º·�§\ª^¶W�D·�¸X�~§Xªr·�§_µd§X¢y�X�B�~ =£y¤a�B�
§XªQ£^¼k�B¬�¢y��¤@µN *¢r�\§Í»1¬�À �J�  =µ�µd§\�a�a§Ê·�§\ª -"%E, �()

� -�, *�' 0 *�. . %E. -S+�� *�'���·� =��ª��X§\ªV¶W�D·�¸X�~§Xª\²���À §\ªSµ� J�\§B²0�a§�£y§\¶Wµ�ªb§X£V�a§\ªV¦J *¢y¤~ J¡��a§\ª�·nÀ ¹i£L =£yª�ªS�B�1£�·�¤aªS�X¢y¹i£y¤~ªS¹Xª ¾ °�§\ª J¬�£y�B¶º =£y§Xªf�\§\�a�a¬��~ =¤a¢y§Xªb¼k�J¬�¢y��¤aªSªS§\�1£;·�§Xªf¶º�D·�¸\�a§\ªY·�¤~ªS�i¢y§X£yªb·nÀ ¹\»D¬� =£y¤a�B��ªY·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤~ªQ£y§Xªf�\�J�1£y¤~�D¬�§\ª\²�µ��a¬�ª2¼k =Ï
�\¤a�a§\ªVÄºªS¤a¶�¬��a§X¢;§X£;µd§X¢y¶W§X£S£L J�1£b·�§\ªb¹X£y¬N·�§\ªbªQÂ�ªQ£y¹X¶º =£y¤~»D¬�§\ªs­�§XÃ�µ��a�J¢L *£y¤~�J��·�§���À §\ªSµ� J�\§r·�§\ª;µ� =¢L J¶W¸i£S¢y§\ª;·�§�\�B�1£S¢��J�a§B²1µN =¢5§XÃ�§\¶Wµ��a§*³ ¾ � �D¦9§X¢yªS§X¶º§X�1£.²J�B�Wªy J¤8£2 =ªSªS�1�\¤a§X¢f·�§\ªe¹.»1¬N =£y¤a�J��ª5�\�J�1£y¤~�D¬�§\ªl·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§\ª5ÄV¬��º =¬�Ï£y�B¶º *£y§5�X§\�a�~¬��~ J¤8¢y§B²B·�¹\�X¢y¤a¦J J�1£'�|À ¹\¦B�B�a¬�£y¤a�B��·�§5·�¤a¦9§i¢yªS§\ª'¶º�.Â9§\����§\ª�ªQ£L =£y¤aªQ£y¤~»D¬�§\ª@­��X¼ ¾ Æ 2 ¾aÉ ³��=§X�~�a§\ª,µd§X¢y¶W§X£S£y§X�1£·�À ¤a�1£y§X¢yµ�¢y¹i£y§X¢V�a§\ª�µN *¢L J¶W¸X£S¢y§Xª�¶W¤a�X¢y�JªS�\�Bµ�¤U»1¬�§\ªV·�§���À  J¬�£y�B¶º =£y§��\§\�a�a¬��~ J¤8¢y§r§\��£y§X¢y¶W§\ª�·�§�µN *¢L J¶W¸X£S¢y§\ª;¶º =Ï
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 � �(!�'5* '}+ -(� ����	/-/.1*i²n¦B�B¤8¢��~ º¿�ÁB¬�¢y§ 2 ¾ X9³ ¾�� �aªµd§\¬�¦B§\�1£e·�§2�\§2¼k J¤8£0´P�B¬�§i¢l¬��^¢��J�~§Y·�À ¤a�1£y§X¢S¢y¬�µ�£y§\¬�¢e§X£F£S¢L J��ªQ¼H�J¢y¶W§X¢e¬��^ªS¤~ÁJ�N J�N·�À §\�1£S¢y¹X§f�\�J�1£y¤a�D¬r§\�rªS¤aÁB�� J�N·�§
ªS�J¢S£y¤a§�·�¤aªS�X¢y§X£�Ñ � ÉB¾ °eÀ ¬���·�§Xª ((

¤a�1£y¹X¢yÌX£yª
))

·�§��\§X£S£y§��\�B�D¦B§X¢yªS¤a�B��§\ªQ£;�~ r¢y�B¡�¬�ªQ£y§\ªSªS§�»1¬0À §\�a�a§�·��B����§s J¬�ªS¤aÁB�� J�
·�§2ªS�=¢S£y¤~§J²1 J�a�J¢yª5¶W�B¤a��ªFªS§\��ªS¤a¡��~§Y =¬�Ã�¡�¢y¬�¤8£yªeªS¬�¢y¤a¶Wµn�JªS¹\ªe J¬rªS¤aÁB�� J��§\�1£S¢L J�1£5»1¬�§2��§2�~§2ªS§X¢L J¤8£5¬��^ªS¤aÁB�N =��¢y§\�a¤~¹·�§^¼� �(X�B� ÁJ¢L J·�¬�¹\§_ =¬ÇªS¤aÁB�� J�@·nÀ §X�D£S¢y¹X§ ¾ �F� £y©�¹\�J¢y¤a§_·�§W��À ¤a��¼k�=¢y¶º =£y¤a�B��²,�B�Çµ� =¢y�a§X¢L J¤8£^·�§r�\�B�D¦9§i¢yªS¤~�J�"·nÀ ¬��0 ��	/-�-�* -(!F-/. � -S+ #&%J*;§X� 0 ��	Q- - * 	S+ -S+ , -/. ²n¤a�\¤F¡�¤a�� J¤8¢y§B²�§\�

((

£y�J¬�£��B¬�¢y¤~§X�
)) ¾�7 ��§�£y§\�a�~§^�\�B�D¦B§X¢yªS¤a�B��ªS§^µ�¢y��·�¬�¤8£·� =��ª��~ �¶W§\¶�¡�¢L =��§W·�À ¬��Ç��§\¬�¢y�B��§BÎ,¬�� µd�=£y§\�1£y¤a§\�2·nÀ  J�X£y¤a�B�"��À §XªQ£^¹\¶W¤aª^ J¬ ��¤a¦B§. J¬"·�§_��À  =Ã��B��§Í»1¬�§WªS¤@�a§

ªQ£y¤a¶^¬��~¬�ª^­��a§^ªS¤aÁB�� J�e·�À §\�1£S¢y¹\§.³b§\ªQ£�ªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢�Ä_¬���ªS§\¬�¤a� ¾ °eÀ  J¶Wµ��a¤a£y¬�·�§�·�§\ª;µd�J£y§\�1£y¤a§\�aªV·�À  J�X£y¤a�J��¹\¶W¤aª;§\ªQ£ J�a�J¢yª�¤a��·�¹\µd§\��·� =�D£y§s·�§s�\§\�a�a§r·�¬�ªS¤aÁB�� J�F·�À §\�1£S¢y¹X§/�dªS§\¬��a§��~ W¼H¢y¹\»D¬�§\���X§^·nÀ ¹\¶W¤aªSªS¤a�B��§X��·�¹\µd§X�N·  $V§\§\��§X¢�§X£
* ��§XÂ�· É���� X�& ¾

* ¤aÁB�N =�a�B��ª¥§\��¿N� »D¬�§�·� =��ª_�a§\ª¥¶W¤a�a¤~§X¬�Ã
ªSµN *£y¤U =�a§\¶W§\�1£¥¹X£y§\��·�¬�ª\²l�U Ç�\�J�J´Q�J���X£y¤a�J� ·�À ¬���§�·�Â��N =¶W¤U»1¬�§§XÃ��\¤8£L J¡��~§��J¬ ¡�¤aªQ£L J¡��~§�§X£Í·�À ¬�� �\�B¬�µ��~ JÁJ§ ·�¤ 3n¬�ªS¤a¼sµd§X¬�£¥§\��ÁB§\��·�¢y§i¢Ê·�§Xª¥µ�©�¹X���J¶º¸X��§\ª_·�§�µ�¢y�Bµ� JÁ9 *£y¤~�J�0² Jµ�µd§\�a¹\ªY·�§\ª�D�� �(!J,*' 	�* � 
#- 0 ,z+ �(!/) 	S+ � % 'a+ �(!�²N�BÐ¥��À �B�Í¦9�J¤8£fªS§�µ�¢y�JµN =ÁB§X¢f�~§
((

¡N JªS�X¬��a§\¶W§\�1£
))

·�À ¬��_¹X£L =£Y·�¤aªS�X¢y§X£
Ä^¬��Ê J¬�£S¢y§W­oÆ;È ¾ � ¾aÉ ²d J����§iÃ�§V¯l²9 2Í¬�¢S¢L \ÂÊÈJÑBÑBÈ3&H³ ¾
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xx c

f max

� �H�d�0�*� �½� � 3(-J&�/=[iKLE &�/�?1<�GHZ=OB&�/*)S< /*&�/ > E `
/=Z\+9E8GH<fK|A1OBE :�(=< 	

((

)LE T CY&�%k?1< )) 
l+.-=<\[s(1/V)Q<J(BEa> xc<iK�(1/=<�)Q+*Ki(1GH+.KLE &�/�B�> +^-J+1> <=(1G
fmax

6Fce+1/*)�> +
> EaC�E KQ<Ê&�qÇ[\<LKPKS< OB<J/.KQ<�KQ<J/=? -=<JG~)�> M E8/.t�/BEah5&�/
&�R.KLE <J/.KV(1/=<�jk&�/=[LKLE &�/r<J/ÍCb+BGU[Jm=< 	SGUZJOJ&�/*)S<�<J/
((

KQ&�(.Kl&�(ºGkE <=/
))

h�[X&�(1G|R9<V<=/ºOJ&DEa/.KyEa> > ZX)�
X6

�½��� �IH¥�k���B�*�D� ,�' �B�d�d�.����� � 6'�D�\�D�B� �k�'�k�\�\� ,�' �.�X���	�0���\�.�k�0�0�
®,�B¬�¢��\�J���\�a¬�¢y§B²0���B¬�ªV���J£y§X¢y�J��ª�»1¬�§^�X§W·�¹\¡N *£V§\�1£S¢y§^�a§W·�¤~ªS�i¢y§X£�§X£V�a§r�\�J�1£y¤~�D¬�¢y§P´P�B¤a�1£�£S¢y¸XªVªS�B¬�¦9§\�1£��\§\�a¬�¤
§XÃ�¤aªQ£L J�1£l§\�1£S¢y§b·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¤aªQ£y§Y§X£lªQ£y�1�i©� JªQ£y¤a�\¤8£y¹ ¾ 	FÂ�µ�¤~»1¬�§\¶W§\�1£.²J�a§bªQÂ�ªQ£y¸\¶W§f§\ªQ£2·�¹X�X¢y¤8£2 J¬º��¤a¦9§. J¬W¶W¤a�X¢y�BªS�\�=Ïµ�¤~»1¬�§�µ� =¢Y¬��¥£S¢y¸\ªfÁJ¢L =�N·¥���B¶�¡�¢y§�·�§V·�§XÁJ¢y¹\ªb·�§V�a¤a¡d§X¢S£y¹�·�¹X£y§i¢y¶W¤~��¤aªQ£y§\ª\²�·��B�1£f��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�0²��L©N J�=£y¤~»D¬�§B²�§\ªQ£
£S¢y¸\ªY¢L Jµ�¤~·�§\¶W§\�1£Y¤a¶Wµ�¢y¹.·�¤a�X£y¤a¡��a§º­�¦9�B¤8¢Y¿NÁB¬�¢y§
2 ¾ � ³ ¾  ¬���§�¹X�i©�§\�a�a§�¬��Êµd§\¬�ªS¬�µd¹X¢y¤a§\¬�¢y§J²d¶W¹\ªS�BªS�X�Bµ�¤U»1¬�§B²N¤~�ªS§X¢L Í·��B���^µ��a¬�ª�µd§X¢S£y¤a��§\�1£�§X£Vµ��a¬�ª�§XËW�. =�\§W·�À ¬�£y¤a�a¤aªS§X¢�¬���§^¶W�D·�¹\�a¤aªy =£y¤a�B��ªQ£y�D�L©� JªQ£y¤~»1¬�§) �e¢y¤~�X¶W�B�1£sÈJÑJÑ9È3&��
��À ¹i£L =£b·�¬_ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§;§\ªQ£Y J�a�J¢yªb·�¹\�X¢y¤8£fµN *¢Y·�§\ª2�B¡�ªS§X¢y¦J J¡��a§\ª

a(~r, t)
 =�~¹\ =£y�B¤8¢y§\ª ¾ 2Ê J¤aªf�~§Xªf¶W�*Â9§\����§\ªlªSµN =£y¤~ =�~§Xª­�¦9�J¤a¢y§V£y§X¶Wµd�J¢y§\�a�a§\ªL³2�a�1�. J�a§\ª;§X£b¤a��ªQ£L J�1£L J��¹\§\ª

ā(~r, t)
ªS�J�1£;·�§\ªY�L©� J¶Wµ�ª2���J��ªS§X¬��a§\¶W§\�1£f¢y¹XÁB¬��a¤a§X¢yª\²d�X�B¶W¶W§���J¬�ªf��À  .¦B�B��ªY¦D¬Ê J¬�Æ 2 ¾aÉ ²N¶º J¤aªY J¬�ªSªS¤,·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§\ª\Î��J�Ê¶W�.Â1§\����§;���J�ÊªS§\¬��a§\¶W§\�1£Y�a§\ªY¤a��©��B¶W�JÁB¹\��¹\¤8£y¹\ª¶º J¤aªV J¬�ªSªS¤e·�§\ª �N¬��i£y¬N =£y¤a�J��ª ¾ °' �´Q¬�ªQ£y¤8¿N�. *£y¤~�J�Ç¶º *£y©�¹\¶W =£y¤~»D¬�§�·�§r�X§X£S£y§W *Ër¢y¶º =£y¤a�B��ª\À  =µ�µ�¬�¤a§rªS¬�¢V�~ ¥�~�J¤·�§XªbÁJ¢L =�N·�ªb���J¶^¡�¢y§\ªf§X£b�a§�£y©�¹X�J¢y¸\¶W§XÏ �a¤a¶W¤8£y§V�\§\�1£S¢L =���N�\�B¶W¶W§;£y§\�a�a§B²d§X�~�a§s�0À §\ªQ£b¦J J�~ J¡��~§s»D¬�À  JªQÂ�¶Wµ�£y�=£y¤U»1¬�§XÏ

¶W§\�1£.²N§X£V§X�~�a§^¹\�L©��J¬�§^·� J��ªV·�¤a¦9§X¢yªS§\ª;ªS¤a£y¬� =£y¤a�B��ªV�X¢y¤8£y¤~»1¬�§\ª;�BÐ��\§\ªV·�§\¬�ÃÍ£y©�¹X�J¢y¸\¶W§\ª;��§�ª\À  Jµ�µ��a¤U»1¬�§\�1£�µN Jª\Î
�\�J¢S¢y¹X�U *£y¤a�B��ª@·�§2µd�J¢S£y¹\§f¤a��¿���¤a§f§\�1£S¢y§f�a§\ª5¤a��·�¤a¦D¤U·�¬�ª\²9·�¤~ªQ£S¢y¤a¡�¬�£y¤a�B��ª5¤a�N·�¤a¦�¤~·�¬�§\�a�a§\ª5�~ =¢yÁJ§\ª\²1���B�rªQ£L =£y¤a�B���N *¢y¤8£y¹�B¬Í¤a��©��B¶W�BÁJ¹\��¹\¤8£y¹Xªs­�¦B�B¤8¢�Æ�È ¾ ÈB³ ¾°�§\ª; =¬�£y�B¶º *£y§\ªY�\§\�a�a¬��~ J¤8¢y§\ª�¶W§X�D£y¤a�J����¹\ªb =¬�Æ 2 ¾ Èrµd§\¬�¦B§\�1£YÌX£S¢y§�¬�£y¤a�a¤aªS¹\ª;µd�B¬�¢b¶W��·�¹\�a¤aªS§X¢;��À ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B� J�a¹. *£y�B¤8¢y§ ·�À ¬�� ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§�ÄÇ�|À ¹\�L©�§\�a�~§�¶W¹\ªS�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§��@��À  J¬�£y�B¶º =£y§�§\ªQ£Í J�a�=¢yª¥¢y¹\ÁJ¤�µ� =¢Í·�§\ªº¢y¸\ÁB�a§\ª¥µ�¢y�B¡� =Ï
¡�¤a�a¤aªQ£y§\ª ¾ °�§W�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£VªSµN =£y¤a�=Ï £y§X¶Wµn�=¢y§\�5·�§W��À  J¬�£y�J¶º =£y§W§\ªQ£s¢y§\�a¤a¹_ÄÊ�~ �·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤~�J� ¶º =�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§·�¹i£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§WµN *¢^ Jµ�µ�¢y�.Ã�¤a¶º *£y¤~�J� ·�§

((

�L©N =¶ºµ�¶W�*Â9§\�
))

Î0£PÂ�µ�¤~»1¬�§X¶W§\�1£\²�ªS¤
X
§\ªQ£�¬���§W�B¡�ªS§i¢y¦B =¡��a§�­| J�a¹. =Ï£y�B¤8¢y§*³±·�§@��À  J¬�£y�B¶º =£y§J²J�|À �J¡�ªS§X¢y¦J =¡��a§f¶º =�X¢y�BªS�X�Bµ�¤~»1¬�§2·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤~ªQ£y§l�\�=¢S¢y§\ªSµd�B��·� J�1£y§@ªS§X¢L  〈X〉 §X£F�B���B¡�£y¤a§\�1£��À ¹\»D¬� =£y¤a�B�_·nÀ ¹\¦9�J�~¬�£y¤a�B�º¶º =�X¢y�BªS�\�Jµ�¤~»1¬�§f§\�W¤~·�§\�1£y¤8¿d =�1£ 〈X2〉  .¦B§\� 〈X〉2 ²D =¬�£S¢y§\¶W§X�1£l·�¤8£l§\�W��¹XÁB�a¤aÁB§. =�1£2�a§\ª�N¬��X£y¬N *£y¤a�B��ª

δX = X−〈X〉 ¾ � ¦J J�a¬�§X¢e��À ¤a�E�N¬�§X���\§f·�§2�\§\ª ��¬��X£y¬� =£y¤a�B��ªe·� J��ªF�~§2�\�B¶Wµd�=¢S£y§\¶W§\�1£±ÁB�a�J¡N J��²U+ 0 *�0¹\¦J J�a¬�§X¢5��À ¹X�. =¢S£@Ä��~ ;£y©�¹X�J¢y¤a§Y·�§2�i©� J¶Wµ^¶W�.Â1§X�0²=§X£5§\�^¿��W·�§2�\�J¶Wµ�£y§B²J¹\¦J =�~¬�§X¢5�~ �¦J J�a¤U·�¤8£y¹Y·�§2�U V·�§\ªS�X¢y¤aµ�£y¤a�J�
¶º J�X¢y�JªS�\�Bµ�¤~»D¬�§�·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§B²1§\ªQ£2��À ¬��Í·�§\ª@¤a�1£y¹X¢yÌX£yª2·�§\ª2 J¬�£y�B¶º =£y§Xª@�\§\�a�a¬��~ =¤a¢y§Xª  ¨l©��JµN *¢L·_§X£4�;¢y�/� É���� X�& ¾

� �D¦9§X¢yªS§X¶W§\�1£.²'�~ �·�¤aªS�X¢y¹i£y¤~ªy *£y¤a�B�$­�µ� =¢^µ�¢y�=´Q§X�X£y¤a�B� �J¬"µ� =¢^�\�B =¢yªS§XÏ Á=¢L J¤a��¤a��Á�²E+ 0 *�0'µN *¢^¶W�.Â1§\����§W�a�1�. J�a§·� =��ª2��À §\ªSµ� J�\§�·�§�µ�©N =ªS§*³@·nÀ ¬��¥ªQÂ�ªQ£y¸\¶W§;·�Â��� J¶W¤~»1¬�§b·�¹X£y§X¢y¶W¤a��¤aªQ£y§;�\�J�N·�¬�¤8£2ÁB¹\��¹X¢L J�a§\¶W§X�1£YÄ�¬���§�·�§\ªS�X¢y¤aµ�Ï
£y¤a�B��ªQ£y�D�L©� JªQ£y¤~»1¬�§/�0§X��§&3n§X£.²�¬���£y§X¢y¶W§^·�§^¡�¢y¬�¤8£�·��B¤8£�ÁJ¹\��¹X¢y J�a§\¶W§\�1£VÌX£S¢y§W *´P�B¬�£y¹ºÄ¥�~ Í·DÂ��� J¶W¤~»1¬�§�µd�J¬�¢¢y§\��·�¢y§Í�\�B¶Wµ�£y§Ê·�§Xª_·�§\Á=¢y¹\ª_·�§Í�a¤a¡d§X¢S£y¹�»1¬�¤f��§ÊªS�B�1£_ =�~�=¢yª_µ��~¬�ªº·�¹\�X¢y¤8£yªº§iÃ�µ��a¤~�X¤a£y§X¶W§\�1£.²e§i£º�B¡�£y§X��¤8¢_·�§\ª
¹.»1¬N *£y¤~�J��ª2¼H§X¢y¶W¹\§\ª ¾

�5! 0 �(! 0 . % 'a+ �"! � % ! ����� *+��� 
�!��(�76�!F* � *�% , , 
 �s+ #&%J*�� *�!J,���,*�#* 	 
 0 �}+ , �E-(� % !�* ' % 0 0 *�' 'a+ �(! 	�* � ��)
	!6�.1*�'
*�� � ��� , 
�' � 	CQ 
 0 �J*�. .>*�' 0 ���S+�' '�-(! , *�' �M*�, 	�* ! -�,*% �#*�' � 	S+�' 0 �#*�,�� 0 �(!J,�+ !/% �(% 	 
�, *����|+�!U+�'#, *���'#, � 0 � -('�,z+ #&%J* �
	S+ � 
��#*�!J, *�' �4*�! -/. , *�� !F-(! 0 *�0
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� �U�n�0�*� �½� � 3 ��&�?1g=> <�Cb&�> Z\[=(1> +9E8GH<ÍEaCb+ T Z�	 T +=]Ê?9<��=&1GU<J/.KQ]�
r<LIDO1> E :�(=+1/.KW>8M &1G�E T Ea/=<¥?�(�[\+.`GH+=[iKQgJGU<W+1> Z\+.KP&DEaGU<^?1<_> +º?�E A±(*)LE &�/D6 � [*EahF(1/=<_O=+BGaKLE [J(1> <�)S<W?1Z=O1> +=[\<^?1+1/*)�(1/ÊGHZi)S<\+1(¥?1<^[\<J/.KXGU<X)?�E A±(*)S<J(1G~)�t1IJ<X)\h,+*-=<\[Ê> <i)S:�(=<J> )V<J> > <^)X(1RBE KV?1<i)s[X&�> > E )LE &�/*)�Z=> +*)PKLE :�(=<i) ��)S+¥-BE KQ<X)Q)S<Jh5RBE <J/_?1Zitn/BE <
<J/.KXGU<_> <X)�[i&�> > E )LE &�/*)Xh,GU<X)PKQ<rZ T +1> <|Bº)S+W-BE KQ<X)Q)S<sKXm=<JG|C�E :�(=<B6 �s+D> T GUZ¥> <^[\+BGU+=[iKSg=GH<¥O*+BG~jk+9E KS<JCb<J/.K?1ZiKS<=G C�Ea/BE )PKS<V?1<s[\<ºCY&D?1gJ> <Jh'> +�KXGU+R� <\[iKP&DEaGU<�<i)PKVE8CsOJGUZ\?�E [iKyE8R1> <3BÍ> &�/ T KS<JG|Cb<Bhd[\+BGF[=m=+J:�(=<�[X&�> `> E )LE &�/^?9&�(1R1> <r>8M Ea/=[\<=G~KyE KX(*?1<V+D/ T (1> +9E8GH<V)X(1G@> +r[X&�/=?�E KyE &�/WE8/BE KLE +1> <Bh�?�(=<�+1(¥RBG|(BE K;Ea/=ZL-BE KS+1R1> <JCb<J/.KOBGUZX)S<=/.K_?1+1/*)�> <Ê)PA*)PKSg=C;<J6(�n/"OBGU+.KLE :�(=<Jhf> < O1m=ZJ/*&�CbgJ/=<Ê&�R*)S<=G~-=Z�+1(\I�KS<JC�O*)Ê> &�/ T )_<iK_+1(\IT GU+D/=?1<i)2Z\[=m=<J> > <i)l)XO=+.KLE +D> <i)l+VKP&�(.KQ<X)b> <X)@[\+BGU+=[iKSZ=G�E )PKLE :�(=<i)l?NMa(1/^CY&�(.-=<JCb<J/.Kl)oKQ&D[Jm=+*)PKLE :�(=<B6 �V/Cb&�/.KXGU<b:�(DM E8>J)i(BE Kf(1/=<�> &1ED?1<b?�E A±(*)LE &�/s/*&1G|C;+1> <Jh1)Q&�(*)@[\<JGaKQ+9E8/=<X)l[X&�/=?�E KLE &�/*)e)X(1G±> +V?1<J/*)yE KSZY?1<X)&�R*)PKQ+J[=> <X)\hB:�(BE1/=<@?9&DE -=<=/.K�9iKXGU<;/BE.KXG~&�O�/*&�CsRJGU<J(\I'	SOBE Z T <\+ T < 
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� �H�n�0�*� v$3 2Í�D·�¸\�a§s·�¬ÍÁB ��s·�§�°��J¢y§\�1£#�JÎ���À �J¢y¤aÁB¤a��§s·�¬¥�i©� J�JªY¶W�B�a¹\�\¬��~ J¤8¢y§ ¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ È��� �H�n�0�*��} 3 °0§VªQÂ�ªQ£y¸\¶W§;¶W�D·�¸\�a§V·�¬
((

µ�¤~ªQ£y�J�� J·�¤~ J¡� =£y¤~»1¬�§
)) ¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ È �� �H�n�0�*��� 3 ��¹\�\�J¶Wµd�BªS¤8£y¤a�B�Í©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤U»1¬�§�·�Â��� J¶W¤~»1¬�§;·�§���À §\ªSµN =�\§s·�§�µ�©� JªS§ ¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ �/�� �H�n�0�*� � 3 �l¤a�~ J��·�¹X£L J¤a�a�a¹ ,�'lªQÂ�ªQ£y¸\¶W§;©��J¢yªf¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§ ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ �:9

� �H�n�0�*� � 3 ¯,�~¬��X£y¬� =£y¤a�B��ªb·�§V·�§\��ªS¤8£y¹V�i¢y¤a£y¤~»1¬�§Xª ¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾ � P� �H�n�0�*� � 3 ��§\ªfªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§Xª2¼H¢L =�X£L J�a§\ªb¶º *£y©�¹\¶º *£y¤U»1¬�§\ª\ÎD�U ^�X�B¬�¢y¡d§V·�§ 
;¤a�a¡d§X¢S£Y§X£f�~§�£L =¶W¤aªY·�§ * ¤~§i¢yµ�¤a��ª "D¤ ¾\¾\¾X¾ � 9� �H�n�0�*� w 3 7 ��§�ªQ£S¢y¬��X£y¬�¢y§;¼H¢L J�i£L J�a§s�� =£y¬�¢y§\�a�~§JÎ��~§V�L©��J¬ �b�J¶º J��§\ªS�\� ¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾4� X� �H�n�0�*� � 3 �b§X���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J��·� =��ªf��À §\ªSµ� J�\§V¢y¹\§\� ¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾ P��� �H�n�0�*� � 3 �b§X���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J��·� =��ªf��À §\ªSµ� J�\§��\�J�J´Q¬�ÁB¬�¹ ¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾ P �� �H�n�0�*� vD� 3 ¯,�~�=£;·�§;¢y§\���=¢y¶º J�a¤~ªy *£y¤a�B��·� J��ªf¬��¥§\ªSµN =�\§�·�§�¶W�D·�¸\�a§\ª ¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ P/P� �H�n�0�*� vNv$3 �l¤8¼k¬�¢y�. =£y¤a�B��·�¬Í·��J¬�¡��~§X¶W§\�1£f·�§�µd¹X¢y¤a�D·�§ ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾ P�9� �H�n�0�*� v�} 3 ��¤~ JÁJ¢L =¶W¶W§V·�§V¡�¤8¼k¬�¢y�\ =£y¤a�B��·�§���À  Jµ�µ��a¤~�\ =£y¤a�B���a�BÁB¤aªQ£y¤~»1¬�§ ¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾ P�X� �H�n�0�*� v � 3 �b§X���J¢y¶º =�~¤aªy *£y¤~�J�Êµd�B¬�¢Y�a§VªS�\¹\�� =¢y¤a�º·�¬Í·��J¬�¡��a§\¶W§X�1£f·�§�µd¹X¢y¤a�D·�§ ¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ �BÑ� �H�n�0�*� v � 3 � �E�N¬�§X���\§�·�¬Í¡�¢y¬�¤8£YªS¬�¢Y�~ ^¡�¤8¼k¬�¢y�. =£y¤a�J��·�§�·��B¬�¡��a§\¶W§\�1£f·�§Vµd¹i¢y¤~�D·�§ ¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ � É� �H�n�0�*� v � 3 �b¬�£y�JÏ ªS¤a¶º¤a�~ =¢y¤8£y¹V·�¬¥¶W�B¬�¦B§\¶W§X�1£@¡�¢y���f��¤a§\� ¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾ �/�� �H�n�0�*� v � 3 ¯�¢y�J�1£b·�§;¢y¹. =�X£y¤a�B��ÏP·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� ¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ 9 �� �H�n�0�*� v�w 3 * £S¢y¬��X£y¬�¢y§b¼H¢L =�X£L J�a§�·nÀ ¬��¥¼U¢y�B�1£b·�§�¢y¹\ J�X£y¤a�B��ÏP·�¤ 3n¬�ªS¤a�B� ¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾ 9�X
� �H�n�0�*� v � 3 	0¢y�J¤aªb¶W�D·�¸X�~§XªY·�§�µd�B�8Â�¶W¸X¢y§\ª2ªS¬�¢f¢y¹\ªS§. =¬ ¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ XQP� �H�n�0�*� v	� 3 	0¢L =��ªS¤8£y¤a�B��ª;·�§�µ�©� JªS§�§\�¥£L J¤a�a�~§V¿���¤a§ ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ ��É� �H�n�0�*��}�� 3 ��¤aªQ£S¢y¤~¡�¬�£y¤a�J��·�¬Íµ� =¢L J¶W¸i£S¢y§�·nÀ �J¢L·�¢y§�§X£Yµ� .Â�ªy =ÁB§V¹\��§i¢yÁB¹X£y¤~»1¬�§�·nÀ ¬��¥ªQÂ�ªQ£y¸X¶W§VÄr·�§\¬�Ãº¹X£L =£yª ¾X¾\¾X¾�� È� �H�n�0�*��}�v$3 2Í�D·�¸\�a§sÄr·�§\¬�Ãº¹X£L =£yª\Î�µ� =¢L =¶º¸i£S¢y§V·�À �J¢L·D¢y§V§X£Y�\ JµN =�\¤8£y¹��. =�~�=¢y¤8¿d»1¬�§ ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾
���� �H�n�0�*��}N} 3 ¨l¤a��¹X£y¤~»1¬�§�·nÀ ¬���§;£S¢L J��ªS¤8£y¤a�B�Ê�\�J��¼H�J¢y¶º =£y¤a�B����§X�~�a§�§X£f§&3n§X£b·nÀ ¬��¥�. =£L =�aÂ�ªS§\¬�¢ ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾ � 9� �H�n�0�*��}�� 3 ¨@ Jµ�£y¬�¢y§V�\�J��¼H�J¢y¶º =£y¤a�B����§X�~�a§��J¬� J·� Jµ�£L =£y¤a�B�Ê¤a��·�¬�¤8£y§ ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾ �/�� �H�n�0�*��}�� 3 Å ¤a¦9§. =¬�Ã¥·nÀ �J¢yÁ9 =��¤aªy =£y¤a�B��·�§���À � � Å ·� J��ªf¬��¥�L©�¢y�B¶W�JªS�B¶W§;§\¬��. *¢SÂ1�J£y§ ¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾WÉBÉ Ñ� �H�n�0�*��} � 3 ¨l©�¢y�J¶º =£y¤a��§BÎ�¶W�D·�¹X�~¤aªy *£y¤~�J��·�§\ªf¤a��ÁJ¢y¹.·�¤~§X�1£yª ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾�ÉBÉ È� �H�n�0�*��} � 3 ¨l©�¢y�J¶º =£y¤a��§BÎ�¶W�D·�¹X�~¤aªy *£y¤~�J��·�§���À  =ªSªS§\¶^¡��~ JÁB§ ¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾¥ÉBÉ �� �H�n�0�*��}dw 3 * £S¢y¬��X£y¬�¢y§\ª2µd�JªSªS¤~¡��a§\ªYµn�J¬�¢f�~ ^¿�¡�¢y§V·�§V�L©�¢y�B¶º =£y¤a��§r­�¶W��·�¸\�a§*³ ¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾VÉBÉ��� �H�n�0�*��} � 3 ¨l�B��ªQ£L J�1£y§\ªY¹\�~ =ªQ£y¤U»1¬�§\ªb·�À ¬���§;¿�¡�¢y§V·�§��L©�¢y�J¶º =£y¤a��§ ¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾2ÉBÉ �� �H�n�0�*��} � * ¤~¶Wµ��a§�§X£Y·��B¬�¡��a§�¤a�D£y§i¢y�. J�~ =£y¤a�J��·� J��ªf��À � � Å ¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾ÊÉBÉ 9� �H�n�0�*����� 3 2Í¹\�. =��¤aªS¶W§�·�§��a¤~� "9§X¢Y J�a�a�BªQ£y¹X¢y¤~»1¬�§ ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾YÉBÉ5�� �H�n�0�*����v$3 ¯,�U =¶^¡� JÁJ§V§X£Y¤a�1£y§X¢y�. =�~ =£y¤a�B�0ÎNªS�X¹\�N *¢y¤a� ¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ºÉ È=Ñ� �H�n�0�*���N} 3 ¯,�U =¶^¡� JÁJ§V§X£Y¤a�1£y§X¢y�. =�~ =£y¤a�B�0Îd =ªSµd§\�X£yªf¹\��§X¢yÁJ¹X£y¤~»1¬�§\ª ¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾^É ÈJÈ� �H�n�0�*����� 3 2Í�D·�¸\�a§�¶W¤a��¤a¶º J�n·�¬¥¶W¹X£L J¡d�J�~¤aªS¶W§V·�¬ÍÁJ�~¬��\�BªS§ ¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾ÊÉ È�P� �H�n�0�*����� 3 2Í§\¶^¡�¢L J��§V·�À ¬��Í��§\¬�¢y�J��§�§X£Y�. =�N =¬�Ã¥¤a�J��¤~»1¬�§\ª ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾2É È�X� �H�n�0�*��� � 3 ' ¢yÁ9 J��¤aªy =£y¤a�B��©�¤a¹X¢L =¢y�L©�¤~»1¬�§V·�¬¥�i©�¢y�B¶W�JªS�B¶W§ ¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾WÉ P��� �H�n�0�*��� � 3 ®F¢y�JµN =Á9 =£y¤a�B�Ê¢y§X£L *¢L·�¹\§�·�§V��À ¤a� ��¬�Ã_��§X¢y¦B§\¬�Ã ¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾�É �JÑ� �H�n�0�*���dw 3 °0¤a§\��ªY§X�1£S¢y§V�a§\ªY·�¤ 3n¹X¢y§\�1£y§\ª2¶º�D·� J�a¤8£y¹\ªY·�¬_¼k�B���X£y¤a�B����§\¶W§X�1£f�\¹X¢y¹\¡�¢L J� ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾YÉ � É� �H�n�0�*��� � 3 � ¬�§\ªQ£y¤a�J��ªf�B¬�¦9§X¢S£y§\ªf·� J��ªf��À §XÃ�µ��a�J¢L *£y¤a�B��Är·�¤ 3n¹i¢y§\�1£yªf��¤~¦B§. J¬�Ã¥·�§��~ r·�Â��N =¶W¤U»1¬�§b�\¹X¢y¹\¡�¢L J�a§ ¾\¾X¾VÉ �/P� �H�n�0�*������v$3 * Â�ªQ£y¸X¶W§XÏ ¶r��·�¸\�a§�·�¬ ((

µ�¤aªQ£y�J�� B·�¤~ J¡� =£y¤~»D¬�§
)) ¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾rÉ 9/P� �H�n�0�*�����U} 3 �Y¶W�J¢S£y¤aªSªS§\¶W§\�1£f·�¬�¢L J�1£2�U �¢y§\�~ *Ã� *£y¤a�B�� B·�¤~ J¡� =£y¤~»1¬�§V¦B§X¢yªf��À ¹.»1¬�¤a�a¤a¡�¢y§V¶W¹\�. J��¤~»D¬�§ ¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾ÊÉ 9(9� �H�n�0�*������� 3 �Y§\�~ =Ã� =£y¤a�J�Ê¦9§X¢yª2�|À ¹.»1¬�¤~�a¤a¡�¢y§�£y©�§i¢y¶W¤U»1¬�§ ¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾X¾\¾\¾X¾\¾X¾�É 9 �
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