A. Le probléme du «piston adiabatique»

Nous avons vu au § 2.1.2 que la dynamique de relaxation d’un piston «adiabatique»
de masse M grande devant la masse m des molécules du gaz présentait deux ré-
gimes. Dans une premiére étape, il n'y a aucun transfert de chaleur entre les deux
compartiments et seul I'équilibre mécanique est atteint; c’est le seul régime observé
dans la limite oi le piston est de masse infinie [17]. Dans une seconde étape, sur
des échelles de temps beaucoup plus longues, d’ordre M /m, les fluctuations de la
vitesse du piston induites par ses collisions avec les molécules de gaz réalisent un
transfert de chaleur entre les deux compartiments, ce qui entraine une relaxation
du systéme vers un état d’équilibre thermique[20]. Je vais ici présenter plus expli-
citement la démarche qui nous a permis d'obtenir ces résultats et les conditions
de validité des approximations utilisées.

A.1 - Problématique et équations générales

En collaboration avec Christian Gruber (EPFL, Lausanne), je poursuis actuellement des recherches
sur un probléme de mécanique statistique fondamentale, connu sous le nom de «probléme du piston
adiabatique». La question est de savoir dans quelle mesure son comportement mérite ce qualificatif
d’adiabatique, et plus généralement de décrire sa dynamique de relaxation & partir d’une situation
hors d’équilibre. Nous avons vu au § 2.1.2 que les deux principes de la thermodynamique ne sont
pas suffisants pour déterminer I’évolution ou méme seulement I’état final du systéme: la résolution
de ce probléme exige de revenir & une échelle microscopique.

Le modéle est présenté sur la figure 2, reproduite ci-dessous par commodité. Nous avons tout
d’abord envisageé le cas limite ot la masse M du piston est infinie, puis le cas ou elle est grande devant
la masse m des N molécules mais finie, ce qui nous a amenés i utiliser une approche perturbative
par rapport & m/M < 1 (petit paramétre « = 2m/(m + M) ~ 2m/M). L’étude analytique a
été complétée par une simulation numérique, ayant pour principal objectif de tester la validité de
nos hypothéses simplificatrices et d’estimer les limites de 'approche perturbative, laquelle s’avére
valable pour des rapports m /M bien plus grands (jusqu’a 0.01) que ce que le calcul pouvait laisser
espérer.
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Figure A.1: Schéma du systéme-modéle envisagé: un piston adiabatique sépare en deux
compartiments un cylindre étanche, isolé thermiquement, de longueur L, de section A et
rempli de gaz parfait. On étudie la relaxation du systéme a partir d'un état déséquilibré.
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176 Annexe A

Comme dans le cas du mouvement brownien, la dynamique du piston est entiérement due
aux collisions qu’il subit avec les N molécules de gaz en agitation thermique. Le probléme étant
essentiellement unidimensionnel (les composantes des vitesses moléculaires paralléles a la section
du piston sont sans conséquences sur son mouvement), les régles de collision s’écrivent, en notant
v’ et V' les vitesses aprés la collision, respectivement de la molécule et du piston:

/ 7 27n
v—v =2V -v+alv-V) VoV =V4alw-V) = rem (61)
L’équation de départ est ’équation de Liouville pour la distribution compléte (position et vitesse
de toutes les particules et du piston), complétée par des conditions aux bords réfléchissantes en
x =0 et x = L. L’intégration sur les coordonnées moléculaires et sur la position du piston conduit
a ’équation d’évolution de la distribution ®(V;t) de la vitesse V' du piston:
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ot lindice + (resp. —) est relatif au compartiment de droite (resp. de gauche); pZ, 5 sont les
distributions conjointes de vitesse (piston et une particule) a la surface du piston:

o]

p;wf(v;V;t):/ p1.p(X,v; X, V;t)dX, po(v;V;t):/ pr1(X,V; X, v;t)dX (63)
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Dans des limites (§ A.2) ou des approximations (§ A.3) adéquates, cette équation va fournir une
hiérarchie d’équations décrivant ’évolution des moments successifs de la vitesse V, grace auxquels
nous allons caractériser le mouvement du piston.

Expérimentalement, ce dispositif a été utilisé dés avant 1940 [Clark et Katz 1940] pour mesurer
le rapport v = ¢p/cy. On peut aussi utiliser un simple piston: le piston ferme un unique compar-
timent et on lui applique une force constante, remplagant la pression exercée par le gaz du second
compartiment [De Lange et al. 2000] [Morris et Gruber 2002]. On observe alors des oscillations
amorties de la position du piston. L’amortissement est faible si R = mNT /M < 4, et la fréquence
mesurée est alors pratiquement égale a la fréquence calculée en supposant des oscillations adiaba-
tiques; 'amortissement est fort si RT > 4, et la fréquence mesurée est alors pratiquement égale a
la fréquence calculée en supposant des oscillations isothermes.

A.2 - Piston de masse infinie

LIMITE THERMODYNAMIQUE
La premiére situation que nous avons envisagée est la limite thermodynamique dans laquelle on fait
tendre la masse M du piston, sa section A et les nombres de molécules N* des compartiments vers
l'infini, en gardant v = 2mA/(m + M) et R = mN* /M fixés. Dans cette limite, les distributions
pifurf(v7 V., t) se factorisent: psiurf (v; V;t) = a*t (v; V;1)®(V; 1), et Iévolution s’écrit:

0B(V;1) = — s [O(V;H)F(V; 1) (64

avec

F(Vit)=~ {/OO(U —V)?a” (v; V;t)dv — / (w—V)a (v;V;t)dv (65)
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e Sid(V;t=0)=06(V-Vp),alors ®(V;t) = 5(V—V(t)) ou V(¢) est la solution de dV/dt = F(V,t)
avec V(0) = V4.

o Si U(X,V;t =0) = 06X — Xo)d(V — W), alors ’évolution du piston est déterministe, i.e.
U(X,V;t) = 6(X — X(t)d(V — V(t)) et les distributions conjointes (pour une particule et le
piston) se factorisent: p*(z,v; X, V;t) = pt(z,v;t) U(X,V;t).

o L’¢quation pour V(t) s’écrit dV/dt = A(p ~ —p *)/M — A\(V) V ot le coefficient de friction
A(V), di aux collisions des molécules sur le piston ne dépend que de psiw 7(v,1); les quantités pt
sont les pressions & la surface du piston, qu’on identifie avec les pressions des deux compartiments
sous une hypothése d’homogénéité (trés bien vérifiée dans la simulation).

e ’évolution du systéme est adiabatique, au sens ot il n’y a que des échanges de travail entre les
deux compartiments (le flux de chaleur est nul).

e Si L = oo, le piston atteint un régime stationnaire déterministe, & une vitesse V finie.

e Si L < oo, le piston évolue vers une position X,4 ot il est en équilibre mécanique. L’entropie de
chacun des compartiments, calculée en utilisant I’expression de ’entropie thermodynamique d’un
gaz parfait, augmente au cours de cette relaxation vers 1’équilibre mécanique.

position

Figure A.2: Deux régimes d'amortissement peuvent &tre observés durant la phase de
relaxation adiabatique vers I'équilibre mécanique en taille finie (L < oo): amortissement
fort si RT > 4 (en gras, N* = 3.10°, M = 3.10*, R* = mN*/M = 10), amortissement
faible si R* < 4 (trait fin, N* =2.10*, M = 10°, R* =0.2).

DEUX REGIMES D’AMORTISSEMENT

Nous pouvons décrire cette relaxation, qui est une oscillation harmonique amortie: * = X — Xgq
est solution d’une équation de la forme & = —wiz — A& oll wo et A dépendent de facon explicite
des paramétres du probléme (N £ TF et pi). L’amortissement est faible ou fort suivant que w?
est supérieur ou inférieur & \/4, ce qui apparait dépendre de la position de R* par rapport a
une valeur de seuil R* ~ 4 (voir figure A.2). Néanmoins, alors que la période des oscillations que
nous obtenons analytiquement est en trés bon accord avec les simulations (dynamique moléculaire
compléte, [17], ou [Morris et Gruber 2002] pour le cas du piston simple), et avec les résultats
expérimentaux (§ A.1), les taux d’amortissement sont incorrects. Le mouvement du piston va en
effet créer des «ondes sonores» dans le gaz, lesquelles se réfléchissent aux parois (en z =0 et x = L)
et participent de fagon essentielle & ’amortissement. Ces ondes ne sont pas prises en compte dans
notre premiére approche analytique (hypothése d’homogénéité du gaz dans chaque compartiment).
Ctte question est une des directions dans lesquelles nous poursuivons nos travaux.
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A.3 - Piston de masse grande mais finie

HYPOTHESES

Nous avons ensuite abordé perturbativement le cas ot le piston est de masse M grande mais finie.
Trois hypothéses sont nécessaires pour obtenir des équations décrivant le mouvement du piston qui
soient fermées et pour les résoudre. En ce sens, notre approche n’est pas exacte; ces hypothéses sont
cependant tout & fait réalistes, habituelles, et validées par les simulations directes de la dynamique
moléculaire compléte.

Hypothese 1: il s’agit d’une hypothése de factorisation de la densité a deux corps (le piston et
une particule), analogue & ’hypothése de décorrélation de Boltzmann. Nous avons vu qu’elle est
exacte dans le cas d’un piston de masse infinie (§ A.1); nous la supposons ici vérifiée a 'ordre 1 en
a = 2m/M:

pztu'rf(v7va t) = p;tqu(U,t) q>(‘/7t) (66)
Hypothese 2: il s’agit d’une hypothése d’homogénéité, suivant laquelle nous identifions (& 'ordre 1
en a) les densités et les températures a la surface du piston et celles dans le gaz («bulk»):

a) Th,,=T% on N¥kpT* =2(E*).

N~ Nt
+ y - + et donc

+ + + + +
b) pius=0r ot p < P L-x) Paurf =P p ks

Hypothése 3: nous supposons que le relations entre les premiers moments de la vitesse du piston
sont les mémes (4 Pordre 1) que celles Vériﬁées pour une distribution maxwellienne. En notant

(V)= f;o (v — V)kp;urf (v, t)dv et F(V f_ psurf (v, t)dv, nous écrirons que:
a) Ff(V)=2kgT* FX(V)/m — VFL(V ) + O(a) pourvu que V = O(a)

b) FE(0) = F p* /kpT*/2mn + O(a)

DEMARCHE PERTURBATIVE

RESULTATS

La méthode, perturbative, est basée sur une approzimation quasi-statique (en anglais slaving prin-
ciple), arguant de la séparation des échelles (d’un facteur a =~ 2m /M) pour résoudre les équations de
la dynamique rapide sans prendre en compte les dépendances temporelles lentes. Dans le contexte
présent, ce principe apparait comme une condition de cohérence de ’approche perturbative: les
quantités présumées étre des variables lentes et traitées comme telles doivent effectivement étre
constantes aux échelles de temps rapides (¢t = O(1)); leur variation temporelle ne doit étre signifi-
cative que sur des durées ¢ = O(1/«). On retrouve ici 'esprit général des méthodes perturbatives
dites «a échelles multiples» présentées dans ’annexe B (§ B.3). Nous introduisons ainsi une nouvelle
variable temporelle 7 = at, qui sera la variable pertinente pour décrire les dépendances lentes. Les
variables rapides ne dépendront par contre pas de 7 (& ordre le plus bas en «).

La premiére phase coincide avec I’évolution obtenue dans la limite thermodynamique tant que V'
reste d’ordre O(1). Un second régime émerge aux temps longs, d’ordre O(1/a); la vitesse V est
alors d’ordre O(«). Notre résultat principal est une équation remarquablement simple décrivant
la relaxation lente de la position moyenne du piston vers sa position d’équilibre (mécanique et
thermique) [20]:

1 & 1 [8E N1+2£ N1—25
Xu@)=L(3-60) &= 52\ s \/ \/ (67)
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olt Ey est I’énergie totale (conservée) du systéme et N = N + N~. Durant la premiére phase,
le changement d’énergie des gaz correspond au travail effectué par la piston, lequel est en ce sens
«adiabatique». Dans le second régime, le travail est cédé au coté le plus chaud, mais davantage de
chaleur passe du chaud au froid, de sorte qu’en bilan les températures des deux compartiments
évoluent vers une température d’équilibre intermédiaire. En taille infinie, ou bien P~ # PT et le
piston atteint un régime stationnaire ou sa vitesse V' est déterministe, proportionnelle & la différence
de pression entre les deux compartiments et indépendante de M [20], ou bien P~ = P et le piston
acquiert également une vitesse de dérive, déterministe mais induite par les fluctuations thermiques
des gaz, dirigée vers le coté le plus chaud et proportionnelle a (1/M)(vV/T+ — /T—) [Piasecki et
Gruber 1999]. En taille finie, la situation est différente car le mouvement du piston comprime le gaz,
engendrant des «ondes sonores» qui vont se réfléchir en x = 0 et = L et se traduire au niveau du
piston par des oscillations amorties autour de la position d’équilibre mécanique. Nous pouvons ainsi
confirmer et préciser les résultats obtenus dans la limite thermodynamique, en mettant de nouveau
en évidence deux régimes d’amortissement suivant la valeur de R* = mN* /M:

— lamortissement est fort si RT > 4; Pévolution est alors indépendante de M et R™.

— Pamortissement est faible si RT < 4; la fréquence des oscillations et leur taux d’amortissement
croit avec R™T.

Les simulations donnent accés a des valeurs de M relativement peu élevées, par exemple M /m = 100.
Elles montrent que la validité de nos résultats analytiques s’étend sur une gamme de valeurs de m/M
beaucoup plus large que ne le laissait a priori espérer le caractére perturbatif des calculs. Prendre
en considération des collisions entre les molécules du gaz (au lieu d’un gaz parfait) ne change pas
la dynamique de relaxation du piston. Les collisions vont seulement accélérer la relaxation de la
distribution des vitesses des molécules du gaz vers la distribution maxwellienne, relaxation qui se
produit sinon indirectement, via les collisions avec le piston, et donc dans une troisiéme phase,
encore plus lente, de I’évolution. Les simulations numériques, réalisées ou bien avec des particules
fantémes, ou bien avec des particules & coeur dur, permettent de vérifier ce point.

195

19-

[
[
3]

position
position

i
®

1l J 17.5¢ M=1000 p=501600

. . . . . 17 . . . . .
0 50 100 1?0 200 250 300 04 g 50 4 g 100+ 1?04— B 200, [ 2504+ 3004 B

Figure A.3: A gauche, relaxation lente vers |'équilibre thermique (prédiction analytique
et résultats de simulation pour N* = 3.10* et M = 100, 200, 1000); la variable temporelle
pertinente est alors 7 = 2mt/M. A droite, zoom de cette évolution autour de 7o fixé
(70 = 16); en revenant localement 3 la variable ¢, on met en évidence le réajustement
rapide vers un état d’équilibre mécanique instantané, «esclave» de la relaxation thermique
lente (trait fin: M=200, trait épais: M = 1000).
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UNE RELAXATION A DEUX ECHELLES

J’ai décrit au § A.2 la dynamique rapide aux temps courts ¢ = O(1), ou elle correspond effectivement
au comportement observé puisque le régime de relaxation lente ne s’est pas encore développé; aux
temps longs ¢ = O(1/a), c’est ce régime de relaxation lente qui domine le comportement. Néan-
moins, une «loupe» temporelle en un point de cette évolution lente montrerait qu’une dynamique
rapide est toujours présente, correspondant a la relaxation mécanique rapide du systéme suivant
Pévolution lente des températures des deux gaz (figure A.3). En discrétisant artificiellement pour
mieux comprendre ce qui se passe: aprés un pas de temps §7 = O(1), les températures des comparti-
ments ont évolué de 6T~ et 6T 7; il se produit alors une relaxation mécanique rapide, sur une durée
d7" = O(a), au cours de laquelle les pressions se réajustent aux nouvelles valeurs des températures.
Bien entendu, I’évolution réelle ne procéde pas par sauts discontinus, mais elle présente bien cette
superposition de deux dynamiques d’échelle différentes, la dynamique rapide étant esclave de la
dynamique lente.

A.4 - Enjeux et perspectives

Ce probléme est fondamental, dans la mesure ol il montre I'insuffisance de la thermodynamique
pour décrire les problémes de relaxation vers 1’équilibre. Cette théorie macroscopique s’avére ici
incapable de prédire ’existence des deux régimes de relaxation, ou méme simplement de prédire
I’état du piston & I’équilibre mécanique, correspondant & 1’état observé avec un piston macrospique
dans D’expérience courante. Il faut recourir & une approche cinétique, explicitant les fluctuations
microscopiques, pour accéder 3 la relaxation vers ’équilibre thermique induite par ces fluctuations
(couplage indirect des deux compartiments par l'intermédiaire du mouvement aléatoire du piston).
A coté de notre contribution, qui résout le probléme dans le cadre d’une approche cinétique «a la
Boltzmann» (hypothése de décorrélation des vitesses), et & Paide d’une méthode de perturbation
singuliére, il faut mentionner d’autres travaux récents: [Lebowitz et al. 2000] et [Chernov et al.
2001]. En considérant une limite particuliére (N* ~ L?, M ~ L? A ~ L?), ces auteurs peuvent
démontrer rigoureusement les résultats obtenus pour le début de I'évolution (tant que ¢t < O(«),
donc sans pouvoir mettre en évidence l'existence des deux phases de la relaxation).

Nous abordons maintenant ’étude plus détaillée de la relaxation du gaz, en particulier pour
élucider l'origine de 'amortissement du mouvement du piston et déterminer la valeur des taux
d’amortissement. Nous envisagerons également la situation hors d’équilibre controlée, dans laquelle
le mouvement du piston est imposé, de vitesse constante. L’enjeu est alors de définir 'entropie ou
du moins la production d’entropie dans un systéme hors déquilibre.

Le théoréme fluctuation-dissipation s’applique dans ’état d’équilibre thermique ultime: le spectre
de puissance (transformée de Fourier des fonctions de corrélation temporelles) doit alors présenter
trois pics: un pic central, correspondant a la relaxation vers I’équilibre thermique, et deux pics +wo,
correspondant aux oscillations amorties vers ’équilibre mécanique, ce qui a effectivement été mis
en évidence sur une simulation de dynamique moléculaire en dimension 2 [White et al. 2002]. Une
autre étape de notre travail sera de regarder dans quelle mesure le théoréme fluctuation-dissipation
s’applique aux états de quasi-équilibre obtenus dans chaque compartiment, & chaque instant de la
relaxation lente (i.e. & 7 fixé).

S’il ne s’applique pas, la différence entre le spectre & 1’équilibre et le spectre dans un état de
quasi-équilibre pourrait fournir un test expérimental permettant de détecter que I’équilibre n’est pas
atteint [Cugliandolo et Kurchan 1999]. Dans 'un ou l'autre cas, ’analyse du spectre de puissance,
si elle peut se faire de fagon statistiquement significative, montrerait que le systéme est animé d’une
dynamique de relaxation lente.



B. Méthodes d’analyse d’une dynamique multi-échelles

Bien qu'il soit difficile d’exposer des outils techniques de facon générale, je vais
rassembler ici quelques indications sur quelques méthodes utilisées pour analyser
une dynamique multi-échelles dans le cas ou il y a séparation des échelles. Cette
séparation, quantifiée par un petit paramétre ¢, autorise des approches perturba-
tives, pouvant étre réguliéres, ou au contraire singuliéres si le comportement pour
e — 0 différe qualitativement du comportement obtenu pour ¢ = 0 et ne peut
s'y raccorder continuement. Dans le premier cas, celui des méthodes réguliéres, la
démarche consistant a développer les différents termes des équations en puissances
de ¢ et a résoudre par ordres successifs conduit au résultat, a savoir un développe-
ment uniformément convergent de la solution en puissances de €, ce qui justifie
a posteriori 'identification terme a terme effectuée lors de la résolution. C'est
bien siir le second cas, regroupant toutes les situations ot cette procédure directe
échoue, qui retiendra ici notre attention.

B.1 - Développement en 1/Q2 de Van Kampen

Je vais tout d’abord présenter le développement en 1/Q de Van Kampen, utilisé au § 2.3.1. Il s’agit
d’un développement perturbatif d’'une équation maitresse lorsque la «taille» 1/Q du systéme est
trés grande. Cette taille peut étre le nombre de particules, le volume du systéme dans le cas o
I’espace réel intervient explicitement, ou tout autre caractéristique extensive contrélant l’amplitude
des fluctuations des observables globales autour de leur moyenne. Nous choisirons une variable 2
adimensionnée. Le caractére singulier va se traiter assez facilement par une redéfinition de la variable
temporelle. Ce développement est exemplaire du point de vue méthodologique. Il mérite d’autant
plus d’étre mentionné qu’il fournit une méthode systématique et constructive pour approcher une
évolution stochastique décrite par une équation maitresse (lorsqu’on ne sait pas la résoudre) par
une équation de Fokker-Planck.

Je vais ici me limiter au cas le plus simple, o la variable X décrite par ’équation maitresse
est scalaire et correspond & une quantité globale, extensive, du systéme'?!. Le traitement pour
une variable X multidimensionnelle n’améne pas d’autre difficulté qu’une lourdeur technique. X
se comporte donc comme la taille 2. Par contre, les sauts § X par lesquels X évolue ne dépendent
pas de 2 car ils sont prescrits par la dynamique microscopique. En d’autres termes, on suppose
que les sauts ont effectivement une taille typique, intrinséque & la dynamique microscopique, non
influencée par la taille Q2 du systéme, ce qui revient & dire que le systéme n’est pas critique. La
forme canonique des probabilités de transition pour laquelle la méthode de Van Kampen s’applique
est la suivante:

Y 1 Y
Wa(X[Y) = £(Q) [qno (5,7" - X - Y) +5® (ﬁ,r —X - Y) ¥ } (68)
f(Q) rend compte d’une modification globale de I’échelle de temps de la dynamique lorsque la
taille © varie. On effectuera un changement de variable temporelle t — 7 approprié (rescaling) de
fagon & inclure d’emblée dans 7 la dépendance «naturelle» de ’horloge de I’évolution par rapport &
la taille, pour pouvoir ensuite traiter perturbativement la dépendance restante; ce changement va

121. X sera par exemple le nombre de molécules d’une espéce chimique impliquée dans une réaction. Van
Kampen illustre sa méthode sur I’exemple de la réaction A — X, 2X — B, ol l'on alimente le réacteur
continuement en A (concentration ¢4 fixée) et ou on draine B hors du réacteur (concentration ¢p fixée); Q2
est alors le volume du réacteur [Van Kampen 1981].
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étre déterminé par une condition de cohérence apparaissant au cours de la résolution. On cherche
alors ’équation décrivant I’évolution de la distribution de probabilité P(X,t). L’étape essentielle
est de faire un changement de variable X = Qu(t) + v/Q&(t) intégrant les idées que lon a a priors
sur le comportement d’échelle typique de X: distribution piquée en Qz(t), ot z(t) est la variable
intensive décrivant 1'évolution macroscopique et £(t)/ V/Q le terme décrivant les fluctuations autour
de ce comportement déterministe dominant. On cherche alors la distribution sous la forme P(z,t) =
I1(¢, 7), ot z(t) est supposée connue. On vérifiera la validité de cette hypothése a posteriori, sur les
résultats obtenus pour z(t) et £(t). Cette démarche est, en termes modernes, une théorie d’échelle
ou, dans le contexte plus restreint des méthodes perturbatives, une méthode perturbative multi-
échelles. La dérivation temporelle 0;P se faisant a X fixé, il vient 0;P = 011 4 (d&/dt)|x O¢Il
avec (d§/dt) x = —V/Q(dz/dt). Cest ici que le choix du changement d’échelle temporelle qu’il
est pertinent de faire s’impose: 7 = t f(Q2)/Q2. On voit que ce changement élimine la singularité
temporelle qui apparait pour  — oo lorsque f(2) ne se comporte pas comme € (singularité pour
t — 0si f(Q) croit plus vite que 2, singularité pour t — oo si f(€2) croit moins vite que 2). Le

développement perturbatif s’écrit alors'??:
1
0,1 — VQ *351'1 = —VQ a1,0(x) eIl + —ai o(z) D¢ (£1T) + 5 azo(z ) 01T (69)
1
+O [ —
(V)

ot II dépend des variables (£, 7) et ol les quantités a; . définies par:

ajk(z) = /zj@k(a:, z)dz (70)

dépendent de x(7). La cohérence du développement en puissance du petit paramétre 1/ exige qu’il
n’y ait pas de terme «divergent» du point de vue de la démarche perturbative, i.e. de termes se
comportant comme une puissance positive de 2. De cette condition découle ’équation d’évolution

détermcilniste:

x

L~ ool () (1)
A Dordre suivant en ), l'identification terme & terme donne ’équation de Fokker-Planck pour la

distribution des fluctuations:
M6 = 0@ 280 (€. 7) + Sano@ S5 €7) (72)

Les coefﬁcwnts dépendent implicitement du temps, via 'évolution déterministe z(7), mais ils ne
dépendent pas de &: c’est ce qu’on appelle une équation de Fokker-Planck linéaire, dont on peut
montrer qu’elle admet pour solution un processus gaussien. La distribution des fluctuations £ est de
ce fait entiérement définie par la description des deux premiers moments (moyennes et corrélations).
On obtient les équations suivantes pour les moments:

9-(&) = A(E) ot A= —aj(z)
0. (&%) =246 + B ot B=3azo(z)
0 Var(€) = 2A Var(€) + B (73)

(X) = Qa(r) + Ve

Var(X) = Q Var(¢)

122. L’hypothése perturbative assure que la dérivée n-éme a( ) du moment d’ordre j de ®; apparait dans
un terme d’ordre Q~(1+k—i/2-n/2)
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On peut enfin écrire I’équation de Langevin vérifiée par le processus stochastique £(7); elle est
strictement équivalente & ’équation de Fokker-Planck (72) (elle implique en particulier les mémes
approximations et les mémes paramétres A et B):
. (b(r)) =0
P —AE+b avec (bruit blanc) (74)
(b(T)b(r")) = 2Bs(t — 1)

B.2 - Séparation des variables rapides et des variables lentes

Lorsque la dynamique présente des variables lentes et des variables rapides, un argument de sépa-
ration des échelles va permettre de les découpler en parties et de résoudre par étapes successives un
probléme a prior: auto-cohérent. Je vais ici montrer que cette séparation des variables lentes et des
variables rapides se met en ceuvre différemment suivant qu’on s’intéresse a la dynamique lente, a
la dynamique rapide du systéme, ou aux deux & la fois. Une situation singuliére apparait lorsqu’on
considére ’évolution dans son ensemble et qu’on cherche & relier le comportement asymptotique
aux conditions initiales dont il provient. En effet, par construction méme, I’évolution aux temps
courts ne donne pas accés au comportement asymptotique et ’évolution aux temps longs laisse de
coté le régime transitoire observé avant qu’elle ne s’établisse. L’idée est alors d’effectuer les deus ré-
solutions, aux temps courts et aux temps longs, et de les raccorder, le comportement asymptotique
du régime rapide fournissant la condition initiale du régime lent.

Considérons ’exemple formel suivant:

&= fo(z,y) (rapide)
(75)
¥ = go(z,y) (lente)
avec des conditions initiales z:(t = 0) = zo, y(t = 0) = yo. Il est fructueux d’expliciter le paramétre
de séparation des échelles €. Il y a alors deux possibilités.

Ou bien on se concentre sur le comportement aux temps courts:

&= f(z,y) temps caractéristique O(1)
(76)
¥y =eg(z,y) temps caractéristique O(1/¢)

avec f = fo et g = go/e. On résout alors & = f(x,y) en considérant que y ne varie pas: y = 0, donc
y(t) = yo, ce qui raméne a résoudre ’équation fermée:

{ i(t::f(()?iolo de solution [X, 40 (t), Yaq,y0 (t) = Yol (77)

Ou bien on se concentre sur le comportement aux temps longs: on doit alors prendre comme unité
de temps At ~ O(1/e) et changer de variable temporelle: 7 = et (et donc 9; = ed-;). Je note
Z(1) = z(t) et g(r) = y(t). 1l vient:

€0-x = f(Z,9) temps caractéristique O(e)
(78)
07 =g9(Z,7) temps caractéristique O(1)
T va rapidement atteindre un état asymptotique paramétré par §. L’approximation consistant &

identifier Z & cet état asymptotique s’appelle I'approzimation quasi-statique, aussi connue sous le
nom anglais de slaving. On résout donc f(Z,§) = 0. Considérons le cas ou il y a au moins une
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solution physiquement acceptable & = ¢(7). En la reportant dans 1’équation pour §, on obtient
P’équation fermée:

9-(9) = glo(9),9] = G(9) de solution [¢(5(7)),5(7)] (79)

Raccordement: si on cherche le comportement asymptotique associé aux conditions initiales (zo, yo)
en t = 0, les constantes d’intégration dont dépend la solution aux temps longs vont étre déterminées
par la condition de raccorder continuement les solutions obtenues aux temps courts et aux temps
longs (matching condition):

g(r = 0) = limi—co Yag,40 () = %o
{ F(r = 0) = B(y0) = lims—-o0 Xeg.yo (1 (80)

C’est précisément le fait que ¢(yo) # zo qui montre que 'approximation quasi-statique ne peut
étre vraie pour des temps arbitrairement courts: il existe un régime transitoire initial, vérifiant les
conditions initiales (zo,yo0) et se raccordant avec la solution quasi-statique.

Exemples: cette démarche est par exemple utilisée en catalyse enzymatique pour décrire la réaction
enzymatique la plus simple:

S+E=ES—P+E (81)

ce qui conduit & la cinétique de Michaelis-Menten (voir annexe I, [Murray 2002], [Keener et Sneyd
1998]). Elle est également utilisée pour résoudre la dynamique d’un milieu excitable, décrit par
le modéle de FitzHugh-Nagumo ?* [FitzHugh 1961] [Nagumo et al. 1962]. Elle se généralise 2 la
version spatio-temporelle de ce modéle, & savoir un systéme de réaction-diffusion ayant un terme de
réaction de type «milieu excitable», qui est utilisé entre autres pour rendre compte de la propagation
d’un potentiel d’action (§ 4.3). En transposant aux variables spatiales ce qui vient d’étre fait avec
le temps, cette méthode est couramment utilisée en hydrodynamique et en aérodynamique pour les
problémes de couches limites: & la surface d’un obstacle (une aile d’avion, par exemple), il apparait
un régime localisé, assurant le raccord entre les conditions & la surface de I'obstacle et la solution
asymptotique, invariante d’échelle et valable dans la masse du fluide. C’est aussi une méthode de
cette nature que j’ai développée, jointe & une approche perturbative, pour décrire les deux régimes
de relaxation du «piston adiabatique» (§ 2.1.2 et annexe A).

B.3 - Meéthode des échelles multiples

Lorsque coexistent deux dépendances, ici temporelles, 'une lente, I’autre rapide, une approche
fructueuse pour accéder simultanément aux deux dépendances est d’introduire deux variables tem-
porelles to = ¢ et t1 = et, telles que la dépendance rapide soit décrite par des termes O(1) par
rapport & la variable ¢ et la dépendance lente par des termes O(1) par rapport & la variable t;.
On considére to et t1 comme des variables indépendantes donc: 0y = 0y, + €0, . 1l faut ajouter

123. Ce modéle classique, utilisé par exemple pour décrire ’activité des cellules cardiaques ou des neurones,
s’écrit sous forme réduite:
du/dt = 3u —u3 —v
{ dv/dt = e(v — A)

A est un paramétre, inférieur & 1 dans le régime de « milieu excitable» (un régime ou il n’y a qu’un seul point
fixe, stable). € est un petit paramétre qui refléte la différence des temps caractéristiques 7, et 7o = 7o /€ des
évolutions de u et de v. La variable u (le potentiel de la membrane du neurone) évolue rapidement vers un
état d’équilibre instantané controlé par la variable lente v (reliée 4 la perméabilité de la membrane): on dit
que u est esclave des variations de v. Le systéme va suivre les deux branches stables de la courbe du/dt =0
[Murray 2002] [Keener et Sneyd 1998].
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une condition de cohérence (annulation des termes séculaires'??) pour lever I'indétermination in-
troduite par cette double dépendance temporelle. C’est une méthode typiquement employée dans le
cas d’une modulation lente de Pamplitude d’oscillations de haute fréquence (§ 2.1.1), dans des pro-
cédures d’homogénéisation ou dans la dérivation d’équations cinétiques [Piasecki 1997]. Au premier
abord technique, voire étrange, elle s’avére extrémement efficace, donnant simultanément accés aux
différentes échelles (de temps ou d’espace) du probléme. Je vais présenter plus explicitement cette
méthode sur un exemple trivial mais démonstratif, car on peut y controler la qualité des méthodes
perturbatives employées: la résolution perturbative de z = a(1 + €)z.

Meéthode classique: on cherche la solution sous la forme x(t) = zo(t) +ex1(t)+O(e?), en développant

léquation différentielle et en identifiant terme & terme. A Pordre 0, Péquation s’écrit o = azo
et se résout en zo(t) = coe®. A lordre 1, Péquation s’écrit @1 — ax1 = wo(t), autrement dit
%1 —ax1 = coe™: on voit 13 apparaitre un terme séculaire, lié au fait que le second membre x¢(t) est
solution de ’équation homogéne. En cherchant la solution sous la forme x1(t) = c1(t)e®, il vient
¢1 = ¢o d’ott 21 (t) = cJe 4 cote®. On arrive ainsi 4 un développement de la solution sous la forme:

z(t) =ce® (14et+t2/24..) (82)
Il n’est pas uniformément convergent: pour t = O(1/¢), les termes sont tous du méme ordre et le
développement n’a plus aucun sens. Cette approche ne donne donc une estimation de la solution
qu’aux temps courts ¢t < 1/e.

Méthode multi-échelle: comme indiqué dans la présentation générale, on introduit deux variables
temporelles: to = t et t1 = €t, considérées comme des variables indépendantes. On cherche ainsi
une solution de la forme: z(t) = xo(to,t1,...) + ex1(to, t1,...) + O(e?). L’équation d’évolution 2
lordre 0 s’écrit diyxo = axo et se résout en zo(to,t — 1,...) = co(t1,...)e™. A Pordre 1, elle
s’écrit iy 1 + O, To = To + axy, c'est-a-dire (0y, — a)r1 = e***(aco — O, o). On voit ici apparaitre
la condition de cohérence mentionnée ci-dessus; elle correspond a éviter l’apparition de termes
séculaires, ce qui est précisément le fondement de cette méthode. On impose ainsi aco — 0¢, co = 0,
ce qui léve l'arbitraire provenant de I'introduction d’une seconde variable temporelle indépendante,
et conduit & 'expression co = ce®'!. L’équation (J;, — a)z1 devient ici inutile (mais en général, il
reste & ce niveau une équation non triviale pour z;). On obtient ainsi directement la solution **5:
z(t) = ce™ ™0 = ¢ (1Tt (83)
Comme dans la plupart des méthodes perturbatives singuliéres'?®, la difficulté vient typiquement
de Pexistence de deux limites, la limite € — 0 et la limite ¢ — oo qui ne peuvent étre interverties. Le
comportement lim._,o lim;_.~ observé ne coincide pas avec 'ordre 0 lim;_,~ lim._. Il s’agit ici de
la limite de ye(t) = we(t)e™*": on a limy—oo lim,_, o+ ye(t) = c alors que lim,_ g+ lim;_co ye(t) = oo.
L’importance concréte de ces problémes impliquant différentes limites qui ne commutent pas («non-
interversion des limites»), leur origine et leurs conséquences observables sont discutées dans [19] &
partir d’un exemple cité par Feynman et dont nous proposons un traitement mathématique complet.

124. Comme nous le verrons dans ’exemple traité © = a(l + €)z, les termes séculaires sont des termes
apparaissant & un certain ordre de la méthode perturbative mais dont ’effet finit par se faire sentir aux
ordres inférieurs; ils détruisent ainsi 1’éventuelle convergence uniforme du développement perturbatif. On
parle de termes «séculaires» car ce type de difficultés est apparu dans les méthodes perturbatives utilisées
en mécanique céleste pour prédire le mouvement des planétes; ces termes d’influence négligeable a 1’échelle
d’une année, modifiaient radicalement les prédictions & I’échelle du siécle [Nayfeh 1973].

125. Elle est ici exacte, mais ce résultat est anormalement bon et vient de la simplicité de I’exemple considéré.
126. La limite temporelle incriminée sera t — oo ou ¢t — 0 suivant la variable temporelle choisie, voir B.2.






C. Coarse-graining d’une équation maitresse

Je présente dans cette annexe une méthode systématique de réduction d'une équa-
tion maftresse a ses modes lents (§ C.1), élaborée en collaboration avec B. Gaveau
(Paris 6) et L. Schulman (Clarkson University) [9] et briévement présentée au
§ 2.1.3. Elle s'applique aux situations ol il y a une nette séparation des échelles
temporelles de relaxation vers |'état stationnaire, séparation qui se refléte dans
une quasi-dégénérescence de la matrice de transition régissant I'évolution, § C.2.
L’étape essentielle en est un «coarse-graining» de |'espace de phase, fondé sur une
distance dr faisant explicitement intervenir la dynamique du systéme et |'échelle
de temps T de I'observation (§ C.3); ce coarse-graining permet de dégager les
paramétres d'ordre pertinents & I'échelle de temps 7' (§ C.4). Nos résultats sug-
gérent une nouvelle vision de la métastabilité (§ C.5). La démarche s’applique aux
systémes relaxant vers un état d'équilibre aussi bien qu'aux états stationnaires hors
d'équilibre, ne vérifiant pas la condition de bilan détaillé. Dans le premier cas, ou la
dynamique vérifie la condition de bilan détaillé, un résultat supplémentaire est que
les régions de I'espace de phase définies par la distance dr sont en équilibre local
aux temps t > T, au sens ol les poids relatifs dans une méme région coincident
déja avec ceux qui seront obtenus 3 I'équilibre; cette propriété est essentielle dans
la théorie de Kramers (annexe G) et pour exploiter la notion de paysage d'énergie
libre, en particulier dans le cas de paysages hiérarchiques (§ C.6). Je terminerai en
discutant les liens qu'il est possible d'établir entre cette description stochastique
markovienne et |'opérateur de Frobenius-Perron utilisé dans la description pro-
babiliste des systémes dynamiques déterministes; dans les deux cas, une analyse
spectrale permet de faire émerger naturellement les temps caractéristiques de la
dynamique (§ C.7).

C.1 - Introduction: qu’est ce qu’une observable «macroscopique» ?

La description thermodynamique, par exemple la description des transitions de phase dans la théo-
rie de Landau, présuppose d’avoir déterminé les observables macroscopiques, en particulier les para-
meétres d’ordre du systéme. La question générale abordée par Bernard Gaveau (Paris 6) et Lawrence
Schulman (Clarckson University), et qui sous-tend le travail que j’ai effectué en leur collaboration,
est de donner un fondement dynamique et ainsi intrinséque a la définition de ces paramétres d’ordre
et, plus généralement, a la distinction entre observables «microscopiques» et «macroscopiques» [9].
L’idée que je vais ainsi argumenter et mettre en ceuvre dans cette annexe est que la dynamique
doit elle-méme faire émerger ces grandeurs, de fagon a ce qu’elles soient tout & la fois naturelles et
significatives du point de vue du systéme, mais également accessibles et pertinentes pour décrire
les comportements observés 4 une échelle de temps donnée. Je montrerai également que ce point
de vue permet de développer une approche générale qui reste valable dans les situations loin de
Uéquilibre, dans lesquelles I’état stationnaire est parcouru de flux et ne vérifie pas la condition de
bilan détaillé (figure 4). De plus, elle ne requiert pas de prendre la limite thermodynamique et elle
sera donc encore pertinente dans les systémes de taille finie.

187
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VISION STATIQUE: MACROETATS EN MECANIQUE STATISTIQUE A L’EQUILIBRE

Pour mieux montrer 'originalité de notre approche et son intérét pour traiter les situations hors
d’équilibre, je vais commencer par rappeler la démarche utilisée dans le cadre de la mécanique
statistique a [’équilibre pour définir les paramétres d’ordre au niveau microscopique, démarche que
j’ai utilisée au § 2.3.2 dans le contexte des transitions conformationnelles. Le point de départ en est
la distribution de Boltzmann P ([s]) des configurations microscopiques [s] & la température inverse
B =1/kT. Un paramétre d’ordre est alors une fonction d’état m([s]) choisie de fagon & refléter de
facon significative les propriétés collectives du systéme, et plus particuliérement ses changements
qualitatifs (les transitions de phase) lorsqu’on fait varier un paramétre de controle, trés souvent
la température. Par exemple, dans le cas abordé au § 2.3.2 de macromolécules isolées, m sera un
paramétre conformationnel simple, par exemple le rayon de giration. Chaque valeur m du paramétre
d’ordre définit un macroétat, i.e. un ensemble de configurations [s] «indiscernables» du point de vue
de ce paramétre d’ordre. La distribution P®(m) s’obtient par intégration & intérieur des régions
de I’espace de phase associées'?” aux différentes valeurs de m. La difficulté se situe ainsi dans le
choix de la fonction d’état m([s]) ou, de fagon équivalente, dans le choiz d’une partition pertinente
de Uespace de phase, conduisant 3 une forme de P (m) a la fois exploitable et physiquement
significative. Au niveau de la description thermodynamique, le paramétre d’ordre correspondant
sera (comme pour toutes les autres observables) la moyenne statistique de m, prise par rapport
a la distribution de Boltzmann P®(m). Cette identification n’a cependant de sens que dans la
limite thermodynamique, et j’ai montré au § 2.3.2 tout 'intérét opératoire de rester au niveau du
paramétre d’ordre m([s]) et de la distribution P*®)(m) pour un systéme de taille finie.

VISION QUASI-STATIQUE: MACROETATS PROCHES DE L'EQUILIBRE ET PAYSAGE ENERGETIQUE

Ce point de vue statique, valable pour décrire des situations d’équilibre, s’avére déja inadapté pour
décrire les systémes présentant une dynamique de relaxation trés lente, ou des propriétés de méta-
stabilité (verres, verres de spins, repliement des protéines ...) et dont la distribution aux échelles
de temps de 'observation n’est pas encore la distribution de Boltzmann. L’échec est encore plus
flagrant dans les situations loin de ’équilibre, ot méme la distribution de probabilité asymptotique
des différentes configurations n’est pas la distribution de Boltzmann. Dans ces situations diverse-
ment hors d’équilibre, une définition pertinente des macroétats exige de s’appuyer sur la dynamique
sous-jacente: un macroétat est une grandeur dont la valeur va évoluer assez lentement pour cor-
respondre & un effet observable & I’échelle macroscopique. C’est cette idée intuitive que nous allons
chercher & développer le plus quantitativement possible dans cette annexe.

Se pose alors la question de la modélisation de la dynamique sous-jacente, essentielle puisqu’elle
va fonder la suite de ’analyse. Partant de la description statistique & 1’équilibre, il est courant de
rendre compte de la dynamique microscopique de fagon implicite, a travers le bruit thermique, dans
le cadre de la théorie de Kramers [Hanggi et al. 1990] et du paradigme du paysage énergétique
[Sherrington 1997] (§ 2.3.2, annexe G). La température quantifie 'amplitude typique des fluctua-
tions spontanées présentes dans le systéme, i.e. 'amplitude du «bruit thermique». Par analogie, on
peut identifier température et niveau de bruit, en d’autres termes définir une «température» fictive,
effective, dans un systéme bruité [Amit et al. 1989] ou dans un milieu granulaire placé sur un vi-
breur. L’idée clé est que le niveau de bruit fize I’échelle de temps de la dynamique, en controlant
les probabilités de transition dans l’espace des configurations.

Ce cadre permet en quelque sorte de «reconstruire la dynamique microscopique» & partir des

127. Explicitement, P (mg) = Z[S] m((s])=mo P®)([s]) si m prend des valeurs mg discrétes ou

PO (mo)dm = 32 0 <m((sl)<mo-dm
§ 2.3.2, on en déduit une énergie libre locale F(8,m) égale & —kT log P(®)(m) a une constante additive
prés (constante dépendant de 3 mais non de m).

P®)([s]) si m prend des valeurs continues. Comme illustré au
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informations relatives a la situation d’équilibre (en 'occurrence la connaissance du paysage d’éner-
gie libre F(3,m), égale & —kT log P(m(m) A une constante additive prés, et du niveau de bruit
thermique, & travers la température inverse 3 = 1/kT), bien qu'’il s’agisse précisément de décrire un
régime hors d’équilibre. La justification de cette démarche un peu paradoxale (déduire la dynamique
des propriétés d’équilibre) est que I’évolution est une relaxation vers la situation d’équilibre, et que
la dynamique va trés vite porter la marque de cet équilibre qu’elle atteint asymptotiquement. On
va ainsi utiliser explicitement une propriété d’équilibre thermodynamique local dans chaque puits du
paysage. Mais pour que cette propriété soit vérifiée, et par suite pour que I’ensemble de la démarche
ait un sens, il faut:

— d’une part que la dynamique présente une nette séparation des échelles temporelles, permettant de
découpler la relaxation du paysage vers sa forme d’équilibre F'(3, m) (correspondant a la relaxation
des variables rapides) et une évolution beaucoup plus lente dans ce paysage (relaxation lente des
degrés de liberté m restant), conduisant & une distribution de probabilité de présence dans ce paysage
qui est globalement équilibrée, coincidant avec la distribution de Boltzmann compléte;

— d’autre part que la dynamique asymptotique satisfasse la condition de bilan détaillé, condition
nécessaire pour que la distribution aux temps longs (mais pas encore asymptotiques) soit dans
chaque puits proportionnelle & la distribution de Boltzmann; la normalisation de la distribution
de Boltzmann «partielle» fait intervenir une fonction de partition restreinte, et c’est ensuite cette
fonction de partition qui relaxe lentement, les poids relatifs a lintérieur de la sous-région restant
inchangés (nous détaillons ce point ci-dessous, § C.2 et § C.6).

Cette esquisse de 'approche en termes de paysage d’énergie libre F'(3,m) suffit & montrer la né-
cessité de fonder la définition du paramétre d’ordre m sur la (vraie) dynamique microscopique du
systéme: il est indispensable que les grandeurs m soient des variables lentes, d’échelles de temps
caractéristiques trés grandes comparées & celles de toutes les variables microscopiques n’apparais-
sant plus explicitement; ces variables rapides sont supposées avoir atteint ’équilibre thermique au
sens ol leurs fluctuations vérifient ’équipartition de 1’énergie, attribuant une énergie quadratique
moyenne k7T'/2 & chaque degré microscopique.

VISION DYNAMIQUE: MACROETATS HORS D’EQUILIBRE ET MODELES MARKOVIENS

Pour nous affranchir de la référence & un état d’équilibre, centrale dans la précédente démarche,
nous avons choisi une approche différente, conservant I’hypothése de séparation des échelles mais
n’exigeant aucune condition sur I’état asymptotique. Notre point de départ est une description ex-
plicite de la dynamique microscopique & 'aide d’une équation maitresse en temps discret. Nous ne
traiterons ici que le cas le plus simple ou I'espace de phase est fini (nombre fini de configurations,
que nous noterons x ou y). En d’autres termes, le modéle dynamique adopté est une chaine de
Markov. Je discuterai au § C.7 comment il est parfois possible de déduire exactement cette des-
cription stochastique markovienne & partir de ’analyse spectrale de la dynamique microscopique
déterministe, analyse au demeurant reliée & 'analyse spectrale de I’équation maitresse que je vais
exploiter dans les paragraphes suivants. Plus généralement, un argument d’hyperbolicité impliquant
les propriétés chaotiques de la dynamique microscopique déterministe justifie d’adopter un modéle
markovien (associé a une partition finie particuliére de I’espace de phase); ce type d’équivalence entre
la dynamique microscopique déterministe et une dynamique effective markovienne dans un espace
fini de symboles (les indices des éléments de la partition) fait Pobjet de la dynamique symbolique
[Guckenheimer et Holmes 1983].

Le passage a une description «macroscopique», en particulier la détermination des paramétres
d’ordre, va 1a aussi impliquer des macroétats. La difficulté semble encore plus grande que dans la
démarche «statique»: il faut non seulement choisir des macroétats significatifs vis-a-vis du phéno-
méne observé, comme dans la démarche «statique», mais aussi les choisir de sorte qu’il soit possible
d’obtenir une description fermée, i.e. des équations d’évolution «macroscopiques» ne faisant inter-
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venir que ces macroétats. C’est cette seconde condition qui va nous guider vers la solution, en
fournissant un critére dynamique suivant lequel construire les macroétats; elle va de plus éliminer
en grande partie 'arbitraire de leur construction. La démarche rejoint & ce stade les procédures de
séparation des variables lentes et rapides, ou la fermeture des équations d’évolution pour les va-
riables lentes est généralement réalisée au prix d’approximations (approximation quasi-stationnaire
et slaving, § 2.1.1, § 2.1.2, § B.2) voire en introduisant une stochasticité intrinséque («bruit interne»,
§ 2.3.1, § F.4). C’est donc la pertinence de ces approximations et, en amont, le choix des variables
lentes, que nous allons ici discuter. Cette discussion rejoint celle relative aux variables essentielles
et inessentielles, résolue par les approches de renormalisation. Nous allons voir que I'analyse spec-
trale de la dynamique microscopique (qu’elle soit déterministe ou stochastique, pourvu qu’elle soit
markovienne) peut alors donner une réponse systématique et constructive.

C.2 - Equations maitresses hiérarchiques

Pour la commodité de la lecture, le début de ce paragraphe reprend en grande partie le § 2.1.3. Je vais
y définir les notations indispensables, puis les principales propriétés d’une dynamique markovienne
lorsque la matrice de transition est quasi-dégénérée, i.e. posséde n valeurs propres Ai, ..., A, trés
proches de 1, autrement dit n modes lents. Je vais donner ici plus de détails sur les comportements
meétastables associés i cette quasi-dégénérescence. Je montre dans la derniére partie de ce paragraphe
une propriété d’équilibre local des équations maitresses hiérarchiques vérifiant la condition de bilan
détaillé, & savoir 1'établissement progressif de la distribution d’équilibre: celle-ci décrit localement
les poids relatifs entre des configurations différentes, & l'intérieur de régions d’autant plus grandes
que la durée de la relaxation préalable est grande. Ce résultat joue de ce fait un réle important dans
I’étude des propriétés de métastabilité et de vieillissement de systémes présentant une dynamique
de relaxation lente.

MATRICE DE TRANSITION ET DECOMPOSITION SPECTRALE

Je note z,y les configurations, p une distribution de probabilité sur 'espace X (fini) des configu-
rations et R la matrice de transition régissant ’évolution (évolution non linéaire et stochastique
des configurations, évolution linéaire et déterministe des distributions de probabilité). J'utiliserai
Pécriture matricielle (noter 'inversion de l'ordre dans lequel apparaissent les états = et y):

R(y — ) = Ray p(t)) = Rlp(t — 1)) = R'|p(0)) (84)

Par construction, R posséde au moins une valeur propre 1, de vecteur propre qo s’interprétant comme
un état 128 stationnaire. Je me placerai uniquement dans le cas out R est irréductible, 4.e. ot pour
tout couple z, y de points de '’espace de phase, il existe n > 0 tel que Ry, > 0. Cette hypothése ne
restreint pas la généralité: il est toujours possible de se ramener & une sous-matrice irréductible, ce
qui correspond a restreindre I’espace de phase & une région invariante. La caractérisation spectrale
de l'irréductibilité est 'unicité de la valeur propre 1; I’état stationnaire go a alors des composantes
toutes strictement positives: go(xz) > 0. Nous supposerons de plus qu'’il n’y a pas d’autres valeurs
propres sur le cercle unité: |\;| < 1 pour tout ¢ > 1 (ce qui correspond & un caractére mélangeant
de la dynamique [Mackey 1992]); les valeurs propres seront rangées par modules décroissants.

Une étape préliminaire trés fructueuse est la décomposition spectrale de 'opérateur R (nous ne
considérerons que des situations o une telle décomposition existe) faisant intervenir ses vecteurs

128. Le terme «état» est ici & comprendre dans le sens qui lui est attribué en mécanique statistique et en
thermodynamique; il désignera non pas une configuration z € X mais une distribution de probabilité sur X.
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propres & droite (|g;):); et les vecteurs propres a gauche ((A;|); associés:

R = |qo)(Ao| + Z Xilgi)(Ai|  donc  R'=|qo){Ao| + Z Ailg:) (A (85)

i>1 i>1

Une distribution de probabilité s’écrira:

) =lao) + Y eilai)  dome  R'lp) = [p(t)) = lao) + Y _ Mcila:) (86)

i>1 i>1

La composante c;(t) = Aic;(0) sur le vecteur propre |¢;) de la distribution |p(t)) tend donc vers 0,
exponentiellement vite, en e~*/7¢, avec:

1

N|=e VT soit T = ———
Gl “Tog ]

(i>1,1N] < 1) (87)

On peut donc associer & chaque vecteur propre |¢;) un temps caractéristique 7;, avec 7; > Tit1; le
temps caractéristique le plus long est 7;. Le formalisme de I’équation maitresse apparait ainsi natu-
rellement adapté & I’extraction d’une dynamique réduite macroscopique, puisqu’on peut d’emblée
(au moins conceptuellement) identifier les modes lents et les modes rapides. Les valeurs propres de
modules proches de 1 (quasi-dégénérescence de R) sont associées & des modes de relaxation lents;
en effet, si |A\;| = 1, alors 7z = 1/(1 — |A;]) > 1. Physiquement, ces modes lents sont la signature
d’états métastables, que nous allons chercher & caractériser.

INTERPRETATION EN TERMES DE METASTABILITE

Un premier lien entre quasi-dégénérescence, modes lents et métastabilité a été démontré par Sokal
et ses collaborateurs, dans le cas particulier ol I’évolution wvérifie la condition de bilan détaillé. On
définit le temps de transition 745 d’une région B vers une région A de I’espace de phase:

Tas =inf [n>1,R;, >0 pour au moins un z € Aet un y € B] (88)

Tas = 1 si et seulement si il y a des transitions de B vers A (en un pas). Ce temps peut étre
beaucoup plus long si le passage de B vers A ne se fait pas directement mais par des chemins,
contenant au moins 745 pas. Ce temps peut étre borné supérieurement [Lawler et Sokal 1988|:

Tap <1+ ;—1 log ( (89)

1
Peq(A)peq(B) )

L’interprétation de cette majoration est que T4p peut étre long, soit parce que A a une faible
probabilité, soit parce que B a une faible probabilité *2°, soit parce que 7; est grand. On notera que
la borne fait apparaitre la distribution d’équilibre p.q, ce qui découle de la condition de bilan détaillé;
cette condition assure que la distribution d’équilibre refléte en partie la dynamique locale, puisque
Ray/Ryz = Peq(y)/peq(x). L'échelle de temps 71, par contre, est une caractéristique essentiellement
dynamique, qui ne peut étre obtenue que par 'analyse spectrale de R. Sokal et ses collaborateurs ont
également obtenu une estimation des flux circulant dans 'espace de phase en régime stationnaire.
En notant 7 (A) le courant de A vers X — A et J son minimum:

J(A) =

ZmeA yeEX—A Ryzpeq(z) ]
Pea(A)peq(X — A) T = ot FA) (90)

129. La symétrie des roles joués par A et B, non triviale puisque les éléments R}, sont des probabilités
conditionnelles, découle de la condition de bilan détaillé.
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on a 'encadrement [Sokal et Thomas 1989]:
1— M| <T </8(1— M) (91)

Autrement dit, une quasi-dégénérescence de la matrice de transition R entraine l'existence d’une
métastabilité quelque part dans I'espace de phase. Remarquons toutefois que la relation de bilan
détaillé assure que J(A) = J(X — A): le flux de A vers X — A est contrebalancé par un flux
identique de X — A vers A, si bien que le courant net est nul. Ce n’est que si la dynamique est loin
de ’équilibre, ne vérifiant pas la condition de bilan détaillé, qu’on voit apparaitre des courants de
probabilité (nets) non nuls:

Joy = Raypeq(y) — RyazPeq(T) (92)

UNE DECOMPOSITION HIERARCHIQUE ET DYNAMIQUE DE L'ESPACE DE PHASE

La force des encadrements précédents est d’étre des résultats exacts. Ils sont néanmoins insuffi-
sants puisqu’ils ne décrivent que trés partiellement, et dans une situation particuliére (équilibre),
la structuration dynamique de I’espace de phase i.e. la fagon dont les transitions s’organisent entre
ses différentes régions. Nous pouvons énoncer un résultat beaucoup plus général, n’exigeant pas que
soit vérifiée la condition de bilan détaillé, lorsque la matrice R posséde n modes lents bien séparés
Tnt1 = O(1) € Tn K ... < 71. Dans une telle situation de quasi-dégénérescence de la matrice R, on
peut exploiter la séparation des échelles dans un méthode perturbative (par rapport au facteur de
séparation) et montrer que les vecteurs propres a gauche sont pratiquement constants par morceaut;
plus précisément, on montre que A; prend au plus ¢ + 1 valeurs bien distinctes, & ’ordre le plus bas
de l’analyse perturbative [Gaveau et Schulman 1998]. Par exemple, si n = 1, on peut montrer que
A, prend approximativement deux valeurs, et que la partition de I’espace de phase en deux régions
qui s’en déduit est invariante tant que \! = 1, i.e. aux temps ¢ < 71. Plus généralement, si n > 1,
nous pouvons construire pour tout ¢ < n une partition de 'espace de phase:

X = Uu.l.‘.aiXag)“.ai Xéi)al = {ZE, Al(x) A1, ..., Al(x) ~ a’i} (93)

e Aux temps t < 7;, cette partition est quasi-invariante, au sens o le point x représentatif du
systéme n’a qu’une faible probabilité (~ 1 — e~*/™) d’avoir quitté la région X ou il se trouvait
initialement.

e Aux temps t > 7;, des transitions apparaissent entre ces régions et deux au moins d’entre elles
«fusionnent» (la dynamique ne les distingue plus, les trajectoires allant de 'une a l'autre). C’est
alors la partition en régions X~ qui devient pertinente (voir figure 3, § 2.1.3).

o Auxtempst ~ 75, les régions X () vont constituer les macroétats du coarse-graining destiné 4 faire
émerger les ¢ premiers modes. Les valeurs (ai,...,a;) des vecteurs propres a gauche (Ai,...,A;)
apparaissent comme les paramétres d’ordre pertinents aux échelles de temps 7,1 < t < Tiy1; les
composantes sur les vecteurs propres suivants ont en effet déja relaxé vers 0. Insistons sur le fait
que ce sont les vecteurs propres & gauche qui sont significatifs.

Au prix de quelques approximations (au demeurant contrélées), nous avons obtenu une image
compléte de la fagon dont la dynamique se développe hiérarchiquement; les éventuelles limitations de
la validité de approche perturbative ne remettent pas fondamentalement en cause le comportement
qualitatif que nous venons de présenter. Les écarts dus & ’approximation sont seulement quantitatifs:
toutes les propriétés, énoncées ici comme des égalités, ne sont strictement vérifiées qu’avec un certain
flou, effectivement négligeable si les valeurs propres Ai,..., A, sont assez proches de 1 et si T est
assez grand, %.e. si AT « 1. On peut plus rigoureusement reprendre les énoncés en introduisant
explicitement une tolérance 7.
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A titre d’illustration, on peut regarder ce que devient cette image générale dans le cas du modéle
a deux états présenté au § 2.3.2. La distribution de Boltzmann du paramétre d’ordre (scalaire) a
est alors bimodale et I’énergie libre présente deux puits, bien séparés par une barriére de hauteur A
(on a alors n = 1 dans les notations ci-dessus). Il est toujours possible, que I’équilibre soit ou non
atteint, de définir deux macroétats associés & chacun des puits (des pics pour la distribution). La
spécification du modéle & deux (macro)états se fait d’ailleurs a partir de la situation d’équilibre; le
rapport des poids statistiques des deux puits donne alors la constante d’équilibre de la transition
conformationnelle faisant passer d’un (macro)état a I'autre. Par contre, les macroétats n’existent
au sens envisagé ici qu’a des temps assez courts pour que les puits ne communiquent pas (¢t < e? A).
Une fois l’équilibre conformationnel atteint, il n’existe plus qu’un seul macroétat dynamique. La
définition pertinente des macroétats se fera donc de facon radicalement différente suivant qu’on
s’intéresse & des propriétés d’équilibre ou aux propriétés de relaxation lente, comme je 1'ai discuté
au § C.1.

X% X @

8,8,

[
1
)

a

Figure C.1: Figure 3, reproduite ici pour la commodité de la lecture. A gauche, dé-
composition hiérarchique dynamique de I'espace de phase lorsque la matrice stochastique
R décrivant I'évolution posséde n valeurs propres réelles A1, ..., A, proches de 1, ce qui
entraine |'existence de n 4+ 1 phases, et de n modes de relaxation lents, de temps ca-
ractéristiques 7; = 1/(1 — \;), associés aux transitions entre ces phases (ici n = 2). La
figure présente 3 droite la correspondance avec la vision a I'équilibre, en termes de paysage
énergétique (voir § C.6); L'approche présentée ici est plus générale: elle s’ancre dans la
dynamique sous-jacente et elle s'applique également aux situations loin de I'équilibre; elle
englobe la notion de paysage comme un cas particulier.

EQUILIBRE LOCAL EN CAS DE BILAN DETAILLE

Je considére ici le cas ot ’état asymptotique est un état d’équilibre peq, au sens ot il vérifie la
condition de bilan détaillé (courants de probabilité asymptotiquement nuls). Le point remarquable
est que cette distribution p.q intervient bien avant que I’état asymptotique pi— oo = Deq ne S0it
atteint. Elle décrit en effet les poids relatifs & 'intérieur d’une région quasi-invariante; dés que x et



194 Annexe C

y sont dans la méme région X @, on a

t(2)  Peq(
t(Y)  Peq(y

~

b

si t> Tiga, pour z, y € x® (94)

bS]

Le point clé de la preuve est que la condition de bilan détaillé assure que les vecteurs propres a
droite (g;); et & gauche (A;) sont reliés par q;(z) = peq(2)A;(z). A partir de la décomposition
spectrale de p:, en négligeant A; devant 1 si j > i et en utilisant le fait que les vecteurs Ai,... A;

sont constants dans une région XV, on obtient que!®°:

pour z € X, pe(x) = C(XY po,t) peq(x) + O (e7/7i41) (95)

ou C(X @ po, t) est un facteur scalaire dépendant de la région X () de la distribution initiale po
et évoluant au cours du temps. C’est ainsi en bloc que la distribution p; va évoluer, & travers un
rééquilibrage des poids C(X | pg, t) entre les différentes régions X9,

En particulier, dés que t > 7, C(Xéi),po,t) et C’(Xb(i),po,t) coincident si X" et X,fi) sont
inclus dans la méme région X (=1 {] faudra par contre attendre des durées t > Ti—k+1 Si la plus
petite région contenant simultanément x4 et /’\.’b(i) est une région d’ordre i — k (avec i — k > 1).
Aux temps t >> 71, Péquilibre est en pratique atteint et p; = pe,; tous les poids locaux C(X V), po, t)
sont alors devenus égaux a 1 (y compris pour i = 1).

Ce résultat justifie Papproximation adiabatique utilisée dans la théorie de Kramers (annexe G)
et plus généralement dans la notion de paysage d’énergie libre présentée ci-dessous, § C.6. Sa validité,
outre la condition de bilan détaillé assurant que q¢; = peqAj, repose sur le caractére hiérarchique
de la dynamique: 7;11 < 7; pour ¢ = 1,...,7n de fagon & négliger A}, = e~ Ti/Tit1 devant 1, et &
pouvoir considérer des relaxation successives, séparées dans le temps, a 'intérieur de régions X (41
et XV emboitées. Dans le cas général, le résultat ne sera donc valable qu’aux temps assez longs (ici
t > Tn41) pour qu'émergent des régions quasi-invariantes (ici les régions X'V), et a condition que
le temps de relaxation a l'intérieur de chacune de ces régions soit trés inférieur aux temps typiques
mis pour s’en échapper (soit ici 741 < 75). Les échelles 7 < 7,41 s’interprétent ainsi comme les
échelles de la dynamique microscopique rapide, et les échelles 7 > 7, > 7,41 comme les temps
caractéristique des variables lentes, macroscopiques.

C.3 - Distance «dynamique» dans ’espace de phase

NOTION DE DISTANCE DYNAMIQUE dr

Etant donné une durée d’observation T, ’objectif est de construire une distance dr dans Pespace de
phase telle que la probabilité qu’une transition se produise entre deux configurations = et y durant
une durée T soit appréciable si dr(z,y) < € et au contraire négligeable si dr(z,y) > €, oll € est &
déterminer en fonction du niveau de précision requis (résolution dans ’espace de phase). En d’autres
termes, les points = et y seront dynamiquement disjoints si dr(x,y) > €, au sens ol z et y resteront
séparés tout au long de l'observation. Ils seront au contraire impossibles & distinguer & ’échelle
T si dr(z,y) < € parce que trop de transitions entre x et y se produisent pendant I’observation

130. pe(2) = peq(x) + 3 ;51 ¢ (po)e™ "/ qj(2) = peq (@) + 35 ¢j(po)e™ /i qj(2) des que t > Tip1.
En utilisant la relation g;(xz) = peq(x)A;(x), valable lorsque la dynamique satisfait la condition de bilan
détaillé, et le fait que A;(z) = a; dans la région X, , il vient:

Pe(@) % peg (@) [1+ 30 ej(po)e™ T a;) = C(X) o, p0,1) peq(@)-
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si bien que l'enregistrement, si on le visualisait dans ’espace des configurations, serait une grosse
tache recouvrant x et y. Pour représenter la réalité telle qu’on ’observe aux échelles de temps 7T,
on construira donc une partition de X en boules Br(r = €) (boules de rayon € pour la distance dr).
Divers choix permettent de mettre en ceuvre ce principe qualitatif. Nous en proposons et comparons
deux: le mérite du premier choix est sa lisibilité, en termes de structure dynamique de I’espace de
phase; le mérite du second est la simplicité de sa mise en ceuvre. Nous montrerons que ces deux
choix sont en fait équivalents, ce qui permettra d’atteindre de fagon satisfaisante 1’objectif que nous
venons de nous fixer.

DISTANCES FONDEES SUR LES VECTEURS PROPRES A GAUCHE

Au vu des propriétés spectrales des équations maitresses hiérarchiques et de la structure particuliére
de leurs vecteurs propres a gauche (A;);, constants sur des régions entiéres de ’espace de phase,
une définition possible est:

Or(z,y) = sup |Ak(z) — Ak (y)] (96)

On a 6 < 0k+1 donc la distance i séparera d’autant plus finement I’espace de phase que k sera
grand. L’analyse qualitative des partitions [Xa(,i).“ai}al...ai montre que §; est la distance pertinente
aux temps t < 7;. Aux temps ¢ > 7,41, on ne distingue plus, du point de vue dynamique, apparte-
nance aux régions X' "*1) (certaines ont fusionné du fait de trop nombreuses transitions entre elles).
La plus petite valeur ky,i» de i pour laquelle §x(x, y) est appréciable va spécifier I'ordre i = kppin, — 1
de la plus petite région contenant x et y; aucune région X’ (i+1) ne contient alors a la fois = et y. L’in-
térét de cette famille (0x)r de distances est donc d’étre naturellement associée & la représentation
hiérarchique de l'espace de phase en termes des partitions emboitées [Xé?at]alal L’inconvénient
majeur de cette définition est qu’elle exige une analyse spectrale préalable de la matrice R et qu’elle
n’apporte finalement rien de plus.

DISTANCES INTRINSEQUES (dr)T

Une définition réalisant mieux nos objectifs est la suivante:

dr(z,y) = sup |RY, — R, (97)

En effet, elle ne requiert pas d’effectuer au préalable une analyse spectrale de la dynamique, ni
de choisir & 'avance le nombre de modes lents pertinents & une échelle de temps donnée: le calcul
de dr(z,y) demande seulement d’itérer R. Cette distance dr mesure le recouvrement (overlap)
au temps 7' des distributions issues des distributions ponctuelles localisées respectivement en z et
en y. Elle est bornée supérieurement par 1. On choisit un seuil e correspondant & ce qu’on peut
considérer comme une probabilité négligeable. Si dr(z,y) < €, on ne pourra discriminer l'origine
x ou y de I'évolution (stochastique) dont on observe le résultat & l'instant T les points x et y
sont dynamiquement indiscernables. On a limr_.o dr(z,y) = 0, propriété reflétant ’hypothése
d’irréductibilité de R et la convergence de toute distribution initiale vers la distribution stationnaire:
limr—oo RL, = go(u). En pratique, on peut estimer R & partir de données expérimentales (une
trajectoire) en supposant le régime stationnaire atteint. Il est en général préférable d’estimer les
itérées RT directement & partir de la trajectoire plutot qu’en itérant R (ce qui multiplierait les
erreurs). On peut en déduire les distances dr(z, y). Il faut souligner que les configurations u rarement
atteintes depuis x et y, pour lesquelles Pestimation de RL, et Rfy risque d’étre trés mauvaise,
n’interviennent pas dans dr(zx,y).

EQUIVALENCE DES DISTANCES (d;); ET (dr)r
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Il faut maintenant montrer que dr donne effectivement accés aux régions quasi-invariantes et fournit
ainsi une procédeure de mise en ceuvre trés simple pour expliciter I'organisation hiérarchique de la
dynamique dans I’espace de phase. En d’autres termes, il faut montrer I’équivalence des distances
(dr)7 et des des distances (J;);. En reportant la décomposition spectrale de R, il vient:

dr(w,y) = sup | A q;(u)[A; (@) — A;(y)] | (98)
wex 9
On en déduit tout d’abord l'inégalité, pour tout entier i:
dr(wy) < Y 1A;@) =A@ e 7 gl (99)
jz1
< imy) ([ D llgsllee ) + O (7T (100)
j=1

fournissant une relation entre les deux distances dr et §; lorsque le reste est négligeable, autrement
dit lorsque T > 7;41. Inversement, pour tout wu:
—dr(z,y) <Y N a;(W)[4;(2) — A; ()] < dr(z,y) (101)
§>1

En multipliant par A;(u) et en sommant sur u, en utilisant que 3 _ . ¢;(u)Ai(u) = dij, il vient:

e Ai(@) — Au(y)] < dr(w,y) Y Aiw)] o

En d’autres termes,
[4i(2) = Ai(w)| < dr (@) [[Aill ™7 et Gie,y) < dr(wy) sup (1451 ™) (103)
I

Cette inégalité fournit une borne non triviale pour les premiers vecteurs propres, tant que 7' < 7;.
En notant ¢(T") la plus grand valeur de i telle que T < 7;, on peut énoncer le résultat suivant:
pour tout j < (7T, il existe un entier j(e, T') tel que la partition en boules Br(e) de rayon e (pour
la distance dr) soit équivalente & la partition en régions (X,gj )),1, i.e. & la partition associée a la
distance ¢;. L’équivalence des distances (dr)r et (8;); n’est donc pas stricte, mais les deux inégalités
que nous venons de démontrer suffisent & assurer que les partitions associées seront les mémes, avec
un peu de flou lié au fait que les régions elles-mémes sont caractérisées avec une certaine tolérance
(Parbitraire ne portant que sur des configurations de faible probabilité).

Dans ce qui suit, nous allons exploiter cette équivalence généralisée des distances (dr)r et (J;);,
et celle des topologies associées. Elle va nous permettre de travailler avec les distances (J;); pour
établir les résultats, en sachant que leur mise en ceuvre pratique pourra se faire, beaucoup plus
commodément, en utilisant les distances (dr)r puisque les inégalités précédentes permettent de
traduire les hypothéses et énoncés de I'un quelconque des deux cadres & 'autre.

C.4 - Coarse-graining dans ’espace de phase

En réponse a la problématique exposée au § C.1, je vais montrer que la structure hiérarchique
de ’évolution engendrée par une matrice stochastique irréductible quasi-dégénérée conduit & une
définition naturelle et constructive des macroétats. Nous obtiendrons par la-méme une définition in-
trinséque des paramétres d’ordre et une caractérisation quantitative du qualificatif «xmacroscopique».

PROCEDURE DE COARSE-GRAINING

Les principes généraux d’un coarse-graining ancré de fagon intrinséque dans la dynamique du sys-
téme sont les suivants: our étre cohérent & une échelle de temps 7, le découpage de I’espace de
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phase X en macroétats doit tout d’abord étre tel que 7 > 7, ol 74, est le temps d’équilibration
des microétats a l'intérieur d’'un méme macroétat (relaxation des variables rapides); il faut ensuite
que T K Tar ol T est le temps caractéristique de transition entre deux macroétats (évolution des
variables lentes). Il est donc nécessaire que 7,, < Tar, autrement dit qu’il y ait une nette sépa-
ration entre les échelles de temps de relaxation des degrés de liberté microscopiques et celles des
variables lentes, souvent collectives, qu’il s’agit de faire émerger explicitement pour les associer aux
paramétres d’ordre: un coarse-graining pertinent présuppose une structure hiérarchique de la dyna-
mique dans P’espace de phase, qu'il exploite et qu’a posteriori il refléte. Si 7, < 7 < T, on a brisure
d’ergodicité apparente aux temps 7 et les macroétats ne communiquent pas; ce sont des entités bien
séparées, au sein desquelles la dynamique est stationnaire. Ce n’est qu’a partir de 7 > 7as qu’on
observe des transitions entre les macroétats, conduisant & une équilibration statistique aux temps
T > Tum, ol il n’y a plus lieu, du point de vue de la dynamique, de distinguer des macroétats.

Nous avons vu au § C.2 que dans le cas d’une équation maitresse hiérarchique présentant n
valeurs propres \; = e'/™ proches de 1 et bien séparées, i.e. telles que 7,11 < 7 pouri = 1,...,n,on
obtenait une hiérarchie de partitions X = U, X" (je note de fagon abrégée a indice (a1, as . . . a;)).
Il est immédiat de vérifier que chacune de ces partitions remplit les deux conditions ci-dessus, & des
échelles de temps successives:

pour la partition X = UaXam, Tm =Tit1 € T =T

Aux échelles ¢t < 7;, la distribution (p:) X restreinte & 'une quelconque des régions X, () est bien

|
invariante et peut étre utilisée pour déterminer les observables macroscopiques. Il faut attendre

t > 7; pour qu’il se produise assez de transitions entre certaines de ces régions X, Q) pour avoir
équilibration: elles vont alors former une région X éi_l) invariante ergodique & cette nouvelle échelle
de temps 7;—1. Cet énoncé qualitatif peut étre exploité de fagon plus formelle dans une procédure
de coarse-graining de la dynamique. C’est en fait une famille de coarse-grainings (indexée par 1)
que nous allons introduire, adapté chacun & 'une des partitions X = UaXcgi), pour i = 1...n
L’équivalence des distances montrée au § C.3 montre que les mémes formules de coarse-graining
peuvent tout aussi bien s’appliquer ' & la famille de partitions X = Ua A paramétrées par la
durée T et construites en utilisant les distances dr introduites au § C.3.

Le coarse-graining pour la partition X = Ua XY envisagée s’écrit pour une distribution de
probabilité |p) et une observable (B]:

Ba) = Y ple)  Ha)= Y Al) 2 (104)
r€EX, rEXq
On notera qu’on effectue une sommation par paquets pour les distributions de probabilité et une
moyenne pour les observables. L’évolution pertinente doit seulement décrire les probabilités de
transition entres les macroétats Xéi), ce qui conduit & définir:

Ra=>_ > Rzy KUK (105)

TEXy YEAXY

(il faudrait strictement noter R cette matrice, puisque ’évolution qu’elle décrit dépend de la
partition X = U, X" © envisagée). R est encore une matrice stochastique Z Rab = 1 pour tout
b) de sorte qu’elle engendre bien une évolution markovienne dans I’espace des macroétats {Xa >}

131 C’est la procédure a suivre en pratique. Nous exploitons I’équivalence des partitions X = Ug X, (D ¢

= Ua.Aa pour utiliser ici la premiére famille, car elle se préte mieux aux démonstrations, sans dev01r
ajouter a chaque étape la lourdeur d’expliciter le lien entre les durées T et les indices 4.
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(autrement dit dans I'espace des indices {a}). Par construction, qo est la distribution stationnaire
de R et il est immédiat de vérifier que (R qo) vérifie la condition de bilan détaillé si (R, qo) la vérifie.

En omettant de nouveau l'indice (T') ou (i) dans p, R et X, pour alléger les notations, on peut
«inverser» ces expressions, en faisant apparaitre un terme de fluctuation, décrivant les écarts a la
valeur «coarse-grained» & l’intérieur d’une méme région X,. Si x € X, et y € A}, alors'3%:

p(o) = 50 22 4 () Ruy = R © (14 AR, (106)

ol, par construction:

Z op(z) =0, Z Go(x)ARzy =0 et Z ARzyqo(y) =

TEX, TEX, YEAX,

\
o

(107)

On utilise une norme L' pour les vecteurs propres a droite (||q]] Zy lg(y)]), une norme L*°
pour les observables (vecteurs propres & gauche, ||B|| = sup, |B(z)|), et ainsi une norme mixte
pour les matrices R ou leur perturbations, selon: [|R|| = )" sup, |Rsy|- On pourra ainsi mesurer
I'importance relative des restes ép et AR. Il faut en effet pouvoir négliger ces restes pour obtenir une
équation d’évolution fermée, puisque pr+1 = Rp; + O(AR)O(dp). On peut montrer que 5p = O(\}),
d’ordre O(1) si t < 71, sauf conditions initiales particuliéres, de sorte que c’est ’amplitude du reste
AR, indépendante de t, et qui vont contréler la qualité du _coarse-graining.

Nous allons maintenant voir que c’est l'action de R et R sur les vecteurs propres a gauche et sur
les observables qui conduit & des résultats remarquables et riches de conséquences exploitables.

CONSERVATION DES PROPRIETES SPECTRALES

L’intérét du coarse-graining associé a la partition (Xéi))a est de préserver les ¢ premiers modes
lents (il faut bien str ¢ < n, pour que ces i modes soient effectivement lents). Je vais en particulier
montrer que les i premiéres valeurs propres sont conservées. En ce sens, le coarse-graining proposé
est adapté & la dynamique lente. Le point clé est que le coarse-graining conserve par construction
les i premiers vecteurs propres & gauche 33

A;=A; si j<i donc RA; =\;A; puisque §A; =0 (108)

On a donc conservation des i premiers vecteurs propres a gauche et des valeurs propres correspon-
dantes, i.e. des modes apparaissant comme lents & I’échelle temporelle associée au coarse-graining.
On vérifie que le vecteur §; (avec j < i) est orthogonal aux vecteurs propres (Ax)i<ixz; et que
(A |g;) = 1. De plus, g; = 0si j > 4, ce qui achéve de montrer que R décrit uniquement la dynamique
lente, de temps caractéristique trés supérieur a 7;11. En particulier, avec toujours le méme niveau
d’approximation, R coincide avec la décomposition spectrale de R sur les ¢ premiers modes et le

132. Aucune composante de gp ne s’annule dans le cas d’'une dynamique irréductible, on pourrait donc dé-
composer p(z) = p(a )qoix; (1 + Ap(z)), avec dp(xz) = qo(z)Ap(z). Mais go(z) peut néanmoins prendre des

a0
valeurs trés faibles, auquel cas ||Ap(x)|| pourrait prendre une valeur trés grande, mais qui ne serait absolu-
ment pas significative de ’amplitude réelle du reste: c’est ||0p(z)|| qui est la mesure pertinente. Par contre,
go(z) ne peut prendre une faible valeur que si tous les termes Rgyqo(y) sont faibles; en définissant comme
ci-dessus le reste dR et le reste relatif AR, il s’ensuit que les normes ||dR|| et ||AR)|| seront simultanément
faibles (ou non), il s’avére alors plus parlant de travailler avec le reste relatif AR.

133.0n a BR = BR + 6BSR pour toute observable B, oul §Ryy = Rzy — abqo(x)/qo(a)
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coarse-graining commute avec I’évolution 134 1] S’ensuit que les temps de transition entre les ma-
croétats (Xéz))a sont donnés par 71,...7;. Dans le cas d’une dynamique stochastique markovienne,
il y a ainsi équivalence entre métastabilité et relazation lente, i.e. entre piégeage dans une région
de Pespace de phase et convergence lente d’'une distribution quelconque vers la distribution d’équi-
libre. Chaque temps 7; avec i < n apparait comme le temps caractéristi ue pour que les régions
(X(“Ll)lﬂ) a4, fusionnent pour former la partition plus grossiére (Xa1 )ai...a;, €t ainsi de
suite jusqu'a i = 1. Pourt > 7, la partltlon permettant de décrire & la fois le plus économiquement
et le plus précisément possible ce qu’on observe devient la partition (X,l(if,la)l_l) 1eea;_,- 11 faut
attendre ¢ = 7;_1 pour voir les premiéres transitions entre les régions X’ (i=1),

__ Par construction, les observables macroscopiques déterminées par moyenne & partir de B et de
B coincident:

By= Y B2 o (Bla = (Bl (109)

yEX(i)

confirmant le fait que le coarse-graining conserve les propriétés macroscopiques du systéme. Si
Ti+1 < T < 13, 'évolution sur la durée T reste dans la région reste dans la région x5 dont elle
est issue; de plus, la moyenne temporelle de la suite \. vaut alors, ou bien approximativement 1
si k < ¢, ou bien O(1/T) si k > i + 1. Il s’ensuit et la moyenne temporelle de B sur la durée T'
s’écrit Br = Zk L Bkak + O(l/T) ou By, = (B|qk), si bien qu’elle coincide avec sa valeur réduite
(« coarse-grained»): B =y w—1 Brax +0B dés que U'on peut négliger les restes. Autrement dit, la
moyenne temporelle de B sur une durée T, avec 7,41 < T < 7;, est entiérement déterminée par B (a)
si I’évolution débute dans la région Xé”, ce qui achéve de montrer que la coarse-graining préserve,
et méme dégage, toutes les propriétés macroscopiques d’intérét.

CONSIDERATIONS ENTROPIQUES

Il est intéressant d’analyser l'effet du coarse-graining sur les différentes entropies caractérisant 1’évo-
lution. La premiére notion pertinente d’entropie est ’entropie de Boltzmann 3% H(qo) de la distri-
bution de probabilité ¢o décrivant le systéme une fois atteint le régime stationnaire:

H(go) =~ Y qo(x)log qo(x) (110)

reX
Il est immédiat de déterminer I’effet du coarse-graining:

) - i =30 Y wleos (2643) <o (111)

a (i)
TEX

Cette inégalité s’explique par le plus petit nombre de degrés de liberté envisagés au niveau de la
distribution go (obtenue par une sommation sur chaque région Xé’)) comparé au nombre de degrés de
liberté impliqués dans go. Par contre, si on considére une distribution p arbitraire et la distribution

moyennée correspondante:

p(a)
P (@) = qol) 2 (112)

qo(a)

134. On part de la décomposition spectrale: Rzy =qo(z) + Zk>1 )\qu(:v)Ak(y). En utilisant la constance

des vecteurs propres i gauche sur chaque région du coarse-graining, i.e. Ap(y) =~ Zk(b) = b pour tout

yEeX, (@) , on obtient la decomposmon spectrale de R!:
(R Jab = qo(a) + Zk>1 a)by, + O(X;Ll) (R )ab + O(/\1+1)

La derniére relation, montrant que le coarse-graining commute avec 1’évolution (& condition de négliger les

termes O(Af+1)) découle de ’orthogonalité des vecteurs . eb Ajsik#j,j<ietk<i.

135. Elle coincide avec ’entropie de Shannon de la wariable aléatoire x, qui ne doit pas étre confondue avec
P’entropie de Shannon du processus dynamique dont x est la réalisation instantanée.
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laquelle est une distribution sur le méme espace X, donc traitant le méme nombre de degrés de
liberté (en particulier, cette opération conserve qo), alors:

H(pm) > H(p) (113)
et, si 'on envisage les entropies relatives:
H(pmlp) > H(plp') ot H(plg)=— Y  plx)log [ ;] (114)
zeX

La mesure entropique naturelle de I’évolution engendrée par la matrice R est ’entropie conditionnelle
(moyenne) d’un état par rapport au précédent; en régime stationnaire, elle s’écrit par définition:

R)=— ZQO(y) ZRwy log Rqy (115)

Pour un processus de Markov d’ordre 1, ce qu’'on suppose étre le cas ici, cette entropie coincide

avec Uentropie de Shannon du processus [Honerkamp 1998]. La détermination de 'effet du coarse-

graining sur cette entropie n’est pas immeédiate; il y a en effet superposition de deux opérations,

dont nous venons d’étudier séparément l'effet sur 'entropie d’une distribution: d'une part une

homogénéisation au sein de chaque région X" ('opération Zye @ Rayqo(y)/qo(b)), qui augmente
b

Pentropie (voir (113)), d’autre part une réduction du nombre de degrés de liberté décrits, par

sommation sur chaque région x (l'opération ) qui achéve la construction de Eab), qui

zeXéi)
diminue Pentropie (voir (111)). La décomposition précédente (106) de R, faisant émerger la matrice
de la dynamique réduite additionnée d’un terme de fluctuations, permet d’écrire cette entropie
sous une forme rendant explicite ’effet entropique dominant du coarse- grammg et permettant de
déterminer son signe (on a S(qo|qo) > 0 puisque qo(z) < qo(b) pour tout x € X )

S(R) = - Zzﬂabqo logRabquo ) (q0(2) /o (b)) + O[(AR)?

S(R) + S(q0|d0) + O[(AR)?] > S(R) + reste (116)

CONCLUSIONS

La méthode de réduction de I’espace de phase que je viens de présenter, fondée sur les propriétés
dynamiques du systéme, fournit donc une description et des prédictions prenant en compte, explici-
tement et quantitativement, les limitations qui vont affecter nos observations: durée d’observation
finie, résolution finie dans I'espace de phase. La validité et la pertinence du coarse-graining proposé
reposent sur le fait que les temps caractéristiques de la dynamique réduite R coincident avec les
temps caractéristiques les plus lents de la dynamique R de départ. Cette méthode est de plus ex-
ploitable en pratique, & partir de données expérimentales. L’étape préliminaire sera de construire un
modéle d’évolution en ajustant les paramétres d’une équation maitresse, i.e. en estimant les coeffi-
cients d’une matrice de transition; le pas de temps devra étre pris assez grand pour que ’hypothése
de Markov soit valable.

Soulignons pour terminer ce paragraphe que le passage du microscopique au macroscopique que
je discute ici s’effectue par un «coarse-graining» de I’espace de phase: X = Za Xy. Un tel coarse-
graining ne doit étre confondu ni avec les procédures de coarse-graining dans l’espace réel, lorsque
le systéme est spatialement étendu, ni avec les hiérarchies de moments: M, ( f f(z, t)dz. T
se rattache par contre aux méthodes de trace ot 'on intégre la fonction de dlstrlbutlon sur des
variables présumées purement microscopiques (rapides, inessentielles): f(z1,t) = f f(z1, 2, t)dzo;
les macroétats sont alors des «tranches» prescrites par la valeur de la variable macroscopique (lente,
essentielle) z2: la partition de X est alors un feuilletage.
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C.5 - Meétastabilité, brisure d’ergodicité et transitions de phase

STRUCTURATION HIERARCHIQUE DE L'ESPACE DE PHASE

DYNAMIQUE

Nous avons maintenant une image claire et quantitative de la structuration dynamique de ’espace
de phase. A toute durée T (assez grande) est associée un indice ir et une partition:

x= J xim., (117)

(a1...aip)

Le résultat important est la quasi-invariance de ces régions Xé?az sous l'action de ’évolution
stochastique, qui conduit & les interpréter comme des états métastables. Plus précisément, le temps
pour sortir d’une région Xé?al coincide avec le temps de relaxation 7;. Ce temps caractéristique
7; donne une estimation de la durée de vie de I'état métastable associé a la région Xé?al Quand
la durée de Pobservation est inférieure (¢ < 7;), il se produit une apparente brisure d’ergodicité:
la partition & = U, ... I)Xal .a; Deut alors étre vue comme une partition de ’espace de phase
en composantes ergodiques. Si 7; < t < T;_1, les seules transitions de probabilité non negllgeable
seront celles prenant place entre des régions Xél),,_ a; contenues dans la méme région Xal (21 A
cette échelle de temps, c’est maintenant Xéif,lgifl qui est la région invariante ergodique. L ’ergodicité
est ainsi restaurée hiérarchiquement. A ce stade, il est important de souligner que nous sommes en
présence de deux processus dynamiques distincts:

e une relaxation vers 0 des modes 4, pour 4 = 1...n, qui induit une fusion hiérarchique des régions
invariantes X(9; cette relaxation assure a terme la convergence de la distribution initiale vers la
distribution stationnaire qo, atteinte asymptotiquement;

o des transitions entre les différentes régions X () celles-ci se produisent tout autant (sinon plus)
une fois I’état stationnaire atteint, mais dans un sens comme dans 'autre, avec une probabilité
prescrite par la matrice R et état stationnaire go (ce qui conduit & des flux nuls dans le cas
particulier ou ’état stationnaire est un état d’équilibre).

Corrélativement, & ces deux processus sont associées deux signatures de la métastabilité:

— une relaxation trés lente vers la distribution stationnaire qo, si bien qu’aux temps finis p; # qo;
— un caractére multimodal de la distribution stationnaire qo, avec des barriéres trés hautes si bien
que les transitions entre les différents états sont suffisamment rares et lentes pour pouvoir les associer
chacun & une phase, comme je vais ’argumenter plus en détail ci-dessous.

Nous venons de montrer que ces deux signatures sont simultanément présentes, qu’elles reflétent la
structure hiérarchique de la dynamique stochastique sous-jacente, et par suite qu’elles présentent
les mémes temps caractéristiques 7;, reliés aux valeurs propres de la matrice de transition R.

LENTE ET TRANSITIONS DE PHASE

L’idée que je vais défendre, & partir des résultats précédents, est que d’un point de vue dynamique
(aussi bien déterministe que stochastique), une transition de phase est la conséquence observable
a Déchelle macroscopique d’une bifurcation de la dynamique microscopique quand un paramétre
de controle varie, s’accompagnant d’une brisure d’ergodicité [21]. L’intérét de ce point de vue
est de ne pas requérir de passage a la limite thermodynamique (I’émergence vient ici de la limite
asymptotique, voir § 4.1.3) et de fournir ainsi un cadre théorique pour aborder les transitions de
phase en taille ou hors d’équilibre (il n’y a pas non plus de référence a un état d’équilibre). Dans
le contexte présent, deux caractérisations d’une transition de phase, au demeurant reliées, peuvent
étre envisagées:

— ou bien une migration d’une région quasi-invariante de I’espace de phase vers une autre,

— ou bien une bifurcation de la dynamique stochastique, correspondant & un changement qualitatif
dans les valeurs propres ou les vecteurs propres de R.
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Une propriété générale des bifurcations est d’étre associées & une forme de ralentissement critique,
en loccurrence un ralentissement de la vitesse de convergence vers I’état stationnaire (le temps
d’atteinte de lattracteur diverge au point de bifurcation) [8]. Il n’est donc pas surprenant que
les transitions de phase, émanation macroscopique d’une bifurcation sous-jacente, soient également
caractérisées par une dynamique lente de relaxation vers I’état stationnaire [21]. Notre étude permet
de préciser cette relation entre transitions de phase et dynamique relazationnelle lente.

Une transition du premier ordre apparait lorsqu’un petit changement de R (une variation d'un
paramétre intervenant dans R, par exemple) induit une modification notable des états stationnaires,
faisant par exemple passer d’une distribution stationnaire & une autre de support presque disjoint.
On peut montrer qu’une telle situation est équivalente & l'existence d’une quasi-dégénérescence
de R (A1 = 1), elle-méme équivalente & son tour & Pexistence de deux régions quasi-invariantes.
1l est ainsi pertinent d’identifier ces deus régions avec des phases'3®, et la migration de I'une vers
Pautre comme la transition de phase associée [Gaveau et Schulman 1998] [9]. Cette notion élargie de
phase implique essentiellement une brisure d’ergodicité transitoire, en d’autres termes un piégeage
dans une région déterminée de l’espace de phase. La «stabilité» d’une telle phase se détermine
en comparant le temps de piégeage, autrement dit le temps de vie de cette phase, et la durée de
I’observation.

La démonstration de cet énoncé repose sur la construction d’une famille paramétrée R([c]) de
matrices stochastiques proches de la matrice R initiale, telle qu’il existe une valeur [c], du paramétre
de controle [c] (& ¢ composantes) pour laquelle I’état stationnaire de R([c].) est la restriction de go &
Xéi). La démonstration de ce résultat s’appuie sur la décomposition des distributions de probabilité:

p=w0+> ca=pld) avee ¢ = (4lp) (118)
jz1
On vérifie alors que:
Ray([d) = a0(®) + Y e;(1=A)as (@) + Y X () A5 (y) (119)
j=1 j=1
laisse p([c]) invariant, pourvu que tous ses éléments de matrice soient positifs (la condition de
normalisation ) . Rey([c]) = 1 est trivialement vérifiée). On montre ensuite que:

R([d)a; = Nigj (120)
AR() = Ao (121)
(Aj —cjAo)R([c]) = Aj(A; —cjdo) (122)

La variation de la matrice de transition et de P’état stationnaire quand [c] varie peut étre estimée
comme suit (en notant ¢ une norme de []):

R()—R = D c(1=X)a ~O[e sup(l—1)] (123)
pe) =pstar = Y eia5~ O(0) (124)

La situation qui nous intéresse est celle oit ¢; = 0 pour j > n: on a en effet 1 — \; < 1 pour j < n,
ce qui montre qu'un petit changement dans la loi d’évolution R induit un grand changement (i.e.

136. Alors que les phases thermodynamiques sont directement spécifiées comme des régions dans ’espace
des paramétres de controle, les phases dont il est ici question sont, comme au § 2.3.2, des régions de ’espace
X des configurations du systéme. C’est seulement dans un second temps qu’on associera a chacune de ces
phases la région de l’espace des paramétres ou elle domine et ou elle suffit & décrire les comportements
observés, ce que je vais aborder dans ce qui suit.
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d’ordre différent d’un facteur au moins égal & 7, > 1) au niveau de I’état stationnaire, ce qui est la
caractérisation qualitative d’une transition du premier ordre.

C.6 - Paysages hiérarchiques et dynamiques multi-échelles

Comme je ’ai mentionné en introduction, I’approche dynamique fondée sur la donnée d’un paysage
est de validité plus limitée que celle que nous proposons: elle requiert que I’état stationnaire soit
un état d’équilibre, et moins intrinséque: le paysage est souvent ajusté de fagon phénoménologique.
Précisément pour ces raisons, elle peut aussi s’avérer plus opératoire dans certaines situations, par
exemple le calcul de constantes cinétiques de réactions chimiques ou de transitions conformation-
nelles. C’est 'objet de la théorie de Kramers, que je présente et discute dans 'annexe G. La notion
de paysage se rattache en fait a ’approche plus générale et plus intrinséque envisagée dans cette
annexe; cette derniére éclaire les fondements et les conditions de validité d’une approche fondée sur
un paysage (ce que nous avons déja illustré avec le résultat sur 1’équilibre local présenté a la fin de
§ C.1) et les propriétés de la dynamique associée & un paysage hiérarchique.

LA NOTION DE PAYSAGE

Le paradigme de «paysage» (landscape) est utilisé pour décrire les fonctions globales (énergie ou
énergie libre, valeur adaptative) controlant les comportements collectifs de systémes comportant un
grand nombre de degrés de liberté couplés. D’emblée, le fait qu’il s’agisse de fonctions d’état révéle
une hypothése, implicite mais essentielle: une séparation des échelles temporelles. Le systéme doit
présenter une relaxation rapide d’une partie des degrés de liberté vers un état d’équilibre (équilibre
partiel, métastable, pour le systéme complet) auquel on associe le paysage, et une dynamique lente
prescrite par les caractéristiques de ce paysage. La notion de paysage n’a de sens qu’en regard de
Pinfluence qu’il exerce, via un principe supplémentaire motivant la définition du paysage, sur la
dynamique lente. En d’autres termes, le paysage va précisément étre défini pour rendre compte
de la facon dont I’état d’équilibre atteint par les variables rapides influence la dynamique lente.
Dans sa version classique, la notion de paysage est associée, ou bien & des dynamique de relaxation
déterministes «suivant le gradient», a température nulle, ou bien & des dynamiques stochastiques
(théorie de Kramers) vérifiant la condition de bilan détaillé; c’est alors le niveau de bruit (par
exemple la température s’il s’agit d'un bruit thermique) qui «fixe le tempo», i.e. qui fixe I'échelle de
temps de la dynamique en contrélant les probabilités de transition dans ’espace des conformations.

QUELQUES EXEMPLES REPRESENTATIFS

Je citerai quelques exemples parmi les plus fréquemment rencontrés. Les trois premiers, détermi-
nistes, correspondent & la notion de «paysage d’énergie potentielle» et présentent une dynamique
suivant le gradient d’énergie; les deux derniers sont deux versions équivalentes (3 un changement
global de signe prés) d’un paysage d’énergie libre, ol la dynamique est une marche aléatoire biaisée
par la topographie du paysage.

e Je mentionnerai tout d’abord les paysages réels, a I’origine de la métaphore: la fonction & minimiser
(en dimension d = 2) est laltitude (loi de la pesanteur). La dynamique est ici déterministe. La lecture
dynamique du paysage correspond & sa partition en bassins hydrographiques.

e Plus généralement, la méme physique est & ’ceuvre dans tout systéme dissipatif athermal: le
paysage pertinent est le paysage d’énergie potentielle; un exemple typique est celui des matériaux
granulaires.

e Le modéle de Hopfield de réseaux de neurones, dans le cas o les poids synaptiques sont sy-
métriques, peut étre décrit par un paysage d’«énergie», tel que la dynamique fasse diminuer de
facon monotone cette énergie, jusqu'a ce qu’elle atteigne un minimum local, correspondant & une
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configuration stable du réseau. Plus généralement, dans le cas d’une dynamique déterministe, toute
fonction de Lyapounov du systéme fournit une notion de paysage appropriée.

e Dans la théorie de Kramers, la dynamique (thermique) est stochastique et le paysage est un
paysage d’énergie libre F'(3,a); sa dimension d est le nombre de composantes du paramétre d’ordre
a (ou de la coordonnée réactionnelle, dans le contexte des réactions chimiques).

e La théorie de I’Evolution par sélection naturelle des espéces peut étre modélisée & travers pay-
sage de valeur adaptative (& maximiser); ici d est le nombre d’espéces présentes dans I’écosystéme
envisagé, et la dynamique est une marche aléatoire dont la régle est déterminée par la nature et la
fréquence des mutations.

PAYSAGES HIERARCHIQUES

Une question cruciale est la dimension de 'espace sur lequel est défini le paysage: la notion de
paysage n’a d’intérét que si cette dimension est faible, mais la définition du paysage implique alors
une procédure de réduction de 'espace de phase (celui des «microétats»), avec le degré d’arbitraire
et d’approximations (relations de fermeture) que cela implique; en d’autres termes, il est associé
a la construction d’une partition de l’espace de phase en «macroétats». Changer la procédure de
réduction va changer le paysage. Prenons le cas exemplaire d’'une macromolécule: le «paysage brut»
est son énergie F([s]) ou [s] décrit sa configuration atomique tridimensionnelle compléte; le paysage
exploitable est un paysage d’énergie libre F'(3,a) olt a décrit un ou plusieurs paramétres conforma-
tionnels: rayon de giration, distance entre deux domaines, taux de recouvrement avec la structure
native, nombre de contacts, par exemple. Les caractéristiques du paysage sont reliées & 1’évalua-
tion de la complezité du systéme: un paysage presque plat est intuitivement moins complexe qu’un
paysage trés accidenté, mais il faudrait pouvoir quantifier cette caractéristique.

Les paysages accidentés (rugged landscapes) présentent des barriéres de toutes les hauteurs, cor-
respondant par construction & des dynamiques hiérarchiques comme celle que je viens de présenter
au § C.2, avec la restriction que I’état stationnaire doit étre un état d’équilibre. Le lien quantitatif
s’explicite grace a la théorie de Kramers (annexe G). On travaille alors proche de ’équilibre (ther-
mique) et la distance dynamique entre deux configurations x et y va étre reliée a la hauteur de
la barriére d’énergie libre A,, rencontrée sur le chemin reliant y & = (de y vers x): on a en effet
R,y = Ro exp[—(BAgy] ot le préfacteur Ry dépend de la dynamique microscopique au voisinage de
y, avant de franchir la barriére. La dynamique stochastique induite par le bruit thermique dans
le paysage d’énergie libre vérifie par construction la condition de bilan détaillé par rapport a la
distribution d’équilibre (distribution de Boltzmann). Si la barriére est trés grande devant P'énergie
termique 1/, le temps caractéristique associé est 75y ~ exp[BAsy], & comparer & la durée T: on
peut prendre dr(z,y) = (1/T) sup(exp[—BAsy],exp[—BAyz]). On retrouve en particulier un ré-
sulta montré au § C.1: il suffira d’attendre assez longtemps pour que x et y se trouvent dans une
méme région et que leur poids relatif soit donné par la distribution de Boltzmann pcq, c’est-a-dire
pe(x) /Pt (y) & peq(x)/Peq(y) si di(z,y) < 1. On voit également qu’une hiérarchie de hauteurs de
barriéres se traduirra par une hiérarchie de temps caractéristiques.

Un paysage accidenté va étre associé a une brisure apparente d’ergodicité: il présente pour chaque
échelle de temps T des régions ergodiques Xi(T) dynamiquement disjointes, i.e. des régions entre
lesquelle se manifeste la brisure d’ergodicité de la dynamique & ces échelles de temps. Notons que
I’échelle de temps T' est controlée par la stochasticité qui permet le franchissement des barriéres;
autrement dit, c’est le niveau de bruit qui fixe 'unité de temps, le «tempo». On comprend intuitive-
ment que le nombre de régions ergodiques sera d’autant plus grand que la durée d’observation T est
courte (ou que la stochasticité est faible). Dans la limite asymptotique, ergodicité est restaurée. Si
par contre on envisage une limite thermodynamique avant la limite asymptotique, cette limite va
radicaliser la situation (barriéres infinies ou, de fagon équivalente, disparition des fluctuations) et la
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brisure d’ergodicité se retrouve «entérinée», & toute échelle de temps. Il faut alors envisager autant
de phases (et autant de distributions de probabilité invariantes associées) que de régions ergodiques
[Shalloway 1996] [Sherrington 1997] [Mackey 1992].

En conclusion, un paysage trés accidenté conduira & une dynamique présentant toute une hié-
rarchie de temps caractéristiques; effectuer un coarse-graining du paysage revient & changer de
résolution temporelle en ne conservant que les temps caractéristiques les plus longs, autrement dit
en ne décrivant plus que les phénomeénes les plus lents.

ORIGINE DES PAYSAGES ACCIDENTES
De fagon générale, on observe des paysages trés accidentés:

e lorsque de nombreuses interactions microscopiques de natures (attractives/répulsives) et de por-
tées différentes sont en compétition: ferromagnétiques/antiferromagnétiques dans les verres de spins,
excitatrices/inhibitrices dans les réseaux de neurones, hydrophiles/hydrophobes dans les protéines,
prédateurs/proies en écologie;

e lorsque des interactions microscopiques sont confrontées a des contraintes globales (lois de conser-
vation, invariants topologiques);

e lorsque des forces extérieures complexes interviennent (champs aléatoires).

Ces situations sont rassemblées sous le terme de frustration. Les compromis associés peuvent étre
déplacés qualitativement par de faibles modifications des interactions en présence. Cela donne une
grande sensibilité de réponse au systéme et si celle-ci est controlée par des rétraoctions, une grande
souplesse adaptative au systéme; sont également associées & cette frustration des propriétés de
vieillissement. Dans des systémes ol n’existent que des interactions locales, & courte portée, par
exemple un verre de spins, la topographie complexe du paysage refléte simplement un caractére
aléatoire et désordonné du systéme. Dans le cas des écosystémes, soumis & la sélection naturelle,
des réseaux de neurones, capables d’apprentissage (sélection naturelle & ’échelle cellulaire) ou des
protéines (également soumises & une sélection naturelle, & I’échelle moléculaire), la topographie com-
plexe du paysage se retrouve ajustée pour optimiser une fonction. Mais cet ajustement spontané n’est
pas une spécificité du vivant, méme si il s’y rencontre de fagon plus marquée et quasi-systématique.
Dans des systémes ou existent une rétroaction de ’état global sur la dynamique locale, on observe
une évolution spontanée vers un état de stabilité marginale. Typiquement, une dynamique locale-
ment instable est maintenue au seuil d’instabilité par une dynamique globalement stable. C’est le
cas dans le tas de sable ou plus généralement dans toutes les structures dissipatives, observées dans
les systémes ouverts et forcés a leurs bords par des conditions incompatibles avec une situation
d’équilibre, ce qui entretient des flux & travers le systéme; c’est alors la production d’entropie (en-
core appelée lirréversibilité) qui est optimisée. Lorsque les contraintes locales et globales sont par
nature indépendantes (injection d’énergie et friction, typiquement), le compromis ne peut se faire
que par une structure dans échelle caractéristique; on observe alors une criticalité auto-organisée.
La signature observable en est la présence de lois de puissance, reflétant l'invariance d’échelle du
raccord entre les contraintes microscopiques et macroscopiques [21]. Les systémes vivants peuvent
d’ailleurs étre vus comme des structures dissipatives particuliérement efficaces et robustes, dont
Porganisation sophistiquée a pu étre atteinte par les effets conjoints de leur capacité & se repro-
duire, de la sélection naturelle et de la possibilité de conserver dans un génome et de transmettre
les combinaisons les plus réussies.
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C.7 - Fondements et analogues déterministes de notre approche

PARTITIONS ET DYNAMIQUE SYMBOLIQUE

L’idée que je vais maintenant présenter est que la description de I’évolution par une équation
maitresse peut étre vue comme le résultat d’un coarse-graining d’une dynamique déterministe plus
microscopique f, définie sur un espace de phase ), en général continu. La perte d’information sur
la dynamique lorsqu’on décrit I’évolution & I’échelle d’une partition finie Y = Ucx Az, indexée sur
un espace discret X, se refléte dans le caractére stochastique de évolution (dans X') ainsi obtenue:
étant donné la région A,, ou se trouve la trajectoire & 'instant ¢, on ne peut en général décrire
que la probabilité que la trajectoire se trouve dans la partie A., , & l'instant ¢ + 1, puisque de
nombreuses trajectoires différentes, atteignant des parties Aw; ) différentes, sont issues de A,,.
Le point délicat, que je vais discuter dans la suite de ce paragraphe § C.7, est la justification du
caractére markovien de cette évolution dans l'espace X.

Cette discussion va s’inscrire dans le cadre de ce qu’on appelle la dynamique symbolique: rem-
placer Y par une partition Ugzcx.A;, c’est remplacer chaque point y € ) par un symbole x choisi
parmi le nombre fini d’éléments de X, tel que y € A,. On représente ainsi une trajectoire (y:)¢>o0
par une suite de symboles (z;):>0 avec y; € Az, & tout instant ¢ > 0. Le point intéressant est que
cette représentation peut parfois suffire & décrire I’évolution, i.e. la succession des symboles rend
compte des caractéristiques majeures de la dynamique, voire se fait sans perte d’information (la
représentation étant alors asymptotiquement univoque). Cette derniére situation, bien qu’exigeant
des hypothéses particuliéres, est conceptuellement important au sens ol elle abolit la différence de
nature entre une évolution déterministe et une évolution stochastique: c’est notre modéle qui est
déterministe ou stochastique, et une méme évolution peut parfois étre représentée par un modéle
déterministe et un modéle stochastique strictement équivalents. L’exemple typique est le systéme
dynamique déterministe x — 2z (modulo 1 sur [0, 1], strictement équivalent & un tirage a pile (si
x < 1/2) ou face (si © > 1/2). Cette équivalence va nous permettre de mettre plus généralement en
correspondance le formalisme des systémes dynamiques discrets et celui des équations maitresses.

ANALYSE SPECTRALE DE L’OPERATEUR DE FROBENIUS-PERRON ET RESONANCES

Lorsqu’une dynamique déterministe est chaotique, décrire ’évolution en termes de trajectoires n’a
plus de sens et on doit se tourner vers une description statistique, en termes de moyennes tempo-
relles. En contrepartie, le caractére mélangeant (donc ergodique) de la dynamique permet d’accéder
4 ses propriétés statistiques & partir de la mesure invariante moo: les moyennes temporelles coin-
cident asymptotiquement avec les moyennes statistiques (ou moyennes d’ensemble pour reprendre
la terminologie de la mécanique statistique) calculées par rapport & mo. [Lasota et Mackey 1985|.

Les évolutions chaotiques ont ainsi renforcé le développement de P'approche probabiliste des
systémes dynamiques. Une premiére branche est la théorie ergodique, relevant dans ses concepts et
ses méthodes de la théorie de la mesure. Une autre branche est la théorie de Koopman, relevant de la
théorie des opérateurs linéaires; elle est fondée sur ’opérateur de Frobenius-Perron. décrivant la loi
d’évolution d’une distribution de probabilité initiale m¢ arbitraire dans X: m; = P*mo, remplagant
zy = f'(x0). On retrouve ici une «fausse linéarité» de 1’évolution, venant du fait qu’on décrit cette
évolution sur un espace fonctionnel (espace des distributions de probabilité): le lien entre mo et my
fait intervenir un opérateur linéaire P, mais la valeur m;(A) dépend du poids mo(B) de régions B
reliées & A de fagon non linéaire: c’est ici dans la structure méme de m, comparée 4 celle de mo, que
se refléte la non linéarité. C’est encore plus net sur ’évolution des densités, lorsqu’elle existent: p;(x)
fait intervenir la valeur de py en des points reliées de fagon non linéaire & x. On peut caractériser
sur P les propriétés d’ergodicité et de mélange de 1’évolution, & travers le comportement de P’ f,
pour une densité f quelconque. Si ’espace de phase est fini, et donc que le spectre est discret, on
peut caractériser ces propriétés en termes de valeurs propres: ’évolution est ergodique par rapport
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A un état stationnaire si et seulement si celui-ci est unique, autrement dit si la valeur propre A = 1
est non dégénérée; elle est mélangeante si de plus A = 1 est la seule valeur propre de module 1.

Dans le cas des systémes dynamiques, ’analyse de lopérateur de Frobenius-Perron rejoint les
résultats du formalisme de la fonction zeta de Ruelle. Ce dernier a montré que les temps de corré-
lation de la dynamique (temps caractéristiques de décroissance des fonctions de corrélation) sont
reliés aux valeurs propres de 'opérateur de Frobenius-Perron 37, ou bien aux poles z; de la fonction
[Ruelle 1986, 1987| [Pollicott 1985, 1986]:

¢(z) = 7det[11— U] (fonction zeta) (125)
Ces valeurs z;, appelées des résonances («résonances de Ruelle-Pollicott»), sont directement reliées
aux valeurs propres \; de P suivant z; = 1/);. Les résonances sont donc reliées a des temps de
corrélation (décroissance exponentielle des fonctions de corrélation). En pratique, il faut bien noter
qu’a la décorrélation intrinséque due & la propriété de mélange et évaluée d’aprés les valeurs propres
de P s’'ajoute une décorrélation due a ’amplification du bruit présent sur les conditions initiales, de
temps caractéristique 1/h ot h = ZA/> o7 est la somme des exposants de Lyapounov positifs, coin-
cidant avec ’entropie de Kolmogorov-Sinai pour des systémes dynamiques hyperboliques (théoréme
de Pesin) 38,

Au-dela des aspects techniques, qui dépassent largement le cadre de cette discussion [Gaspard
1998], je soulignerai seulement que les résultats de Panalyse spectrale de P ont la méme interpréta-
tion que les résultats similaires obtenus pour une équation maitresse: les valeurs propres sont reliées
aux temps caractéristiques, les vecteurs propres & gauche aux observables. Dans le cas particulier
des applications unimodales, I’évolution de la distance & 1 du module des valeurs propres (spec-
tral gap) quand le parameétre de controle varie permet de localiser le point ou le chaos apparait.
L’opérateur de Frobenius-Perron appartient d’ailleurs a la classe plus générale des opérateurs de
Markov (transformant une densité de probabilité en une autre), auxquels s’appliquent également les
critéres d’ergodicité énoncés ci-dessus et l'interprétaion des valeurs propres en termes de temps de
corrélation [Mackey 1992]. Un autre point intéressant est qu’il est parfois possible d’obtenir une re-
présentation de P sur une base de vecteurs propres; tronquer cette représentation revient & effectuer
un coarse-graining de fagon trés similaire & la démarche que j’ai présentée dans le cas stochastique.
C’est ce que je vais exposer briévement ci-dessous.

TRANSFORMATIONS MARKOVIENNES ET PROCEDURE DE COARSE-GRAINING

La question est ici de ramener une dynamique déterministe (dans un espace de phase ), de loi
d’évolution f et de mesure invariante mo,) & une chaine de Markov sur un espace X fini, en
effectuant un coarse-graining adapté a une partition finie ) = Uzecx.A;. Dans le cas général, le
coarse-graining ne conduit pas & une équation (méme stochastique) fermée: on obtient un processus

de mémoire infinie. En notant E la projection associée & la partition:

Fat) = Y10 [ o) 2= (126)

TEX Az

137. On travaille plutot avec son adjoint U = PT, opérateur de Koopman (de mémes valeurs propres).
138. La démonstration se fait en utilisant l’analogie entre les réseaux unidimensionnels de spins et les sys-
témes dynamiques de type «Axiome A», exploitant le formalisme thermodynamique dans le cadre des sys-
témes dynamiques (on comprend alors la terminologie d’«état de Gibbs» pour désigner la mesure invariante
ergodique d’un tel systéme dynamique). Les fonctions de corrélation spatiales du réseau de spins corres-
pondent aux fonctions de corrélation temporelles du systéme dynamique (une maille du réseau correspondant
4 un pas de temps). Dans cette analogie thermodynamique, ’opérateur de Frobenius-Perron P joue le role
de la matrice de transfert de la mécanique statistique [Ruelle 1987].
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et P l'opérateur de Frobenius-Perron, la condition nécessaire et suffisante pour que la dynamique
coarse-grained soit un processus de Markov est que, pour tout n [Nicolis et al. 1991]:

(EPE)" = EP"E (127)
Une partition telle que 'opérateur de projection E associé vérifie cette condition peut effectivement
exister, mais seulement dans des cas particuliers: un exemple est fourni par les applications linéaires
par morceaux sur [0, 1] telles que les points de discontinuités appartiennent (aprés un nombre fini
de pas) & des orbites périodiques (piecewise linear Markov maps) [Nicolis et Nicolis 1988].

Une variante proposée par Mac Kernan et Nicolis pour analyser P est de choisir des espaces F de
dimension finie, avec bien sir la contrainte forte qu’ils soient invariants par P, ce qui raméne ’action
de P & celle d’'une matrice (opérateur linéaire). L’interprétation physique est qu’un tel espace F
correspond & un sous-ensemble de manifestations observables du systéme, et P’analyse spectrale
de la restriction de P & F donne accés aux fonctions de corrélation temporelle des observables
associées et a leurs temps caractéristiques [Mac Kernan et Nicolis 1994]. Partant de la dynamique
déterministe, c’est un choix, semble-t-il a priori, des observables qui permet de ramener le probléme
3 une équation maitresse (évolution stochastique markovienne). Ce choix n’ est en fait pas du tout
arbitraire, du fait de la condition d’invariance de F par P, indispensable pour assurer le caractére
markovien de ’évolution restreinte. La dynamique va donc fortement contraindre ces réductions,
au point de pouvoir les considérer comme des propriétés intrinséques: la dynamique présente des
observables collectives et ce sont elles, et elles seules, qui permettent de se ramener & des espaces F
de dimension finie. L’illustration la plus claire ce de point est la construction de F s’appuyant sur
une partition de Markov de la dynamique, notion que je vais exposer dans les lignes qui suivent.

JUSTIFICATION DES MODELES MARKOVIENS

Bien que la dynamique de départ soit maintenant une évolution déterministe, I'argument de sé-
paration des échelles utilisé au § C.4 peut encore s’appliquer avec succés lorsque la dynamique se
décompose en modes rapides et en modes lents. En prenant un coarse-graining adapté aux modes
lents, on peut négliger les modes rapides et se ramener ainsi de fagon approchée & une équation
maitresse pour ces modes lents. Autrement dit, on néglige le reste (EPE)" — EP™ E, 4 condition de
considérer un opérateur P décrivant I’évolution & une échelle de temps trés grande devant le temps
de corrélation 7, de la dynamique rapide, mais bien stir petit devant le temps caractéristique 7ar
de ’évolution macroscopique, ce que permet la séparation des échelles 7, < 7as. Une telle situation
de séparation des échelles temporelles peut se mettre en évidence sur le spectre de 'opérateur de
Frobenius-Perron Py décrivant 1’évolution & 1’échelle la plus microscopique: ce spectre doit présenter
une composante (en général continue) bornée par e~ /™ et une composante discréte proche de 1
(quasi-dégénérescence, modes lents). Le coarse-graining, suivant une procédure trés analogue a celle
du § C.4 , extrait cette composante discréte et la séparation des échelles permet de négliger le reste,
associé a la composante continue bornée, aux temps assez longs.

Un guide pour trouver la «<bonne» partition est de considérer une partition de Markov. Je ne vais
envisager ici que le cas d’un espace de phase ) de dimension 1 (la définition est plus compliquée en
dimension d > 1): une partition finie Uycx A, est une partition de Markov si A, U f(Az,) = 0 ou
Az, C f(As,), autrement dit si f(Az,) est une réunion de parties A,. On peut ensuite raffiner la
partition de Markov minimale en ajoutant aux points définissant les intervalles de la partition de
[0, 1] les points d’une orbite périodique ou les images réciproques des points de discontinuités.

Les systémes dynamiques hyperboliques (continiment hyperboliques, pour étre tout a fait pré-
cis) possédent des partitions de Markov (A;); finies de diamétre arbitrairement petit ([Bowen 1975]
[Guckenheimer et Holmes 1983]). Du point de vue topologique (propriétés géométriques des trajec-
toires), ils sont équivalents & une dynamique symbolique (shift o): T = ¢(y) avec f"(y) € Az,
et o f = 0o ¢. La connaissance des transitions possibles: €z z, = 1 si [~ (Azy) N Az, # O (et
alors f(Az,) C Ag,) suffit & déterminer & déterminer les séquences admissibles. On peut montrer
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qu’un systéme dynamique hyperbolique n’est en général pas isomorphe du point de vue probabiliste,
a une chaine de Markov. Cependant, il peut étre approché (arbitrairement prés) par une chaine de
Markov, d’autant mieux que le diamétre de la partition de Markov est faible [Gaspard 1998]. Cette
propriété justifie d’adopter des modéles markoviens (équations maitresses des modeéles d’automates
cellulaires) pour la dynamique mésoscopique.

COARSE-GRAINING ET IRREVERSIBILITE

Les procédures transformant un systéme dynamique déterministe en équation maitresse ameénent
naturellement & réfléchir sur la nature de l'irréversibilité observée & ’échelle macroscopique et &
son apparente contradiction avec la réversibilité des équations d’évolution microscopiques. Il a été
proposé dés Gibbs, puis par les Ehrenfests, que le coarse-graining inhérent a toute observation était
4 Dorigine de la croissance de I'entropie observée pour un systéme isolé et permettait de réconcilier
la réversibilité des équations d’évolution microscopiques et lirréversibilité des phénoménes que
nous observons [Wehrl 1978]. Néanmoins, bien qu’un coarse-graining d’une évolution déterministe
réversible (donc d’entropie constante) se traduise par une croissance de l’entropie «coarse-grained»
(§ 4.1.1), il ne peut rendre compte de l'irréversibilité des phénomeénes observés, car cette croissance
de Pentropie se produit aussi si on effectue un coarse-graining de ’évolution inverse, en remontant
le temps. C’est aujourd’hui une opération de trace ¢, transformant un automorphisme chaotique F'
(K-systéme) en évolution «exacte'®®» f | suivant f o ¢ = ¢ o ' qui est invoquée pour réconcilier
réversibilité microscopique, irréversibilité macroscopique et Second Principe [Mackey 1992].

C.8 - Conclusions et perspectives

Un premier intérét de notre approche est de prendre en compte le caractére en partie arbitraire
de nos descriptions et plus encore, de nos observations: durée d’observation T finie, taille finie du
systéme, résolution finie dans un espace de phase incomplet (il y a toujours des degrés de liberté
laissés de coté) ce qui requiert une description stochastique de 1’évolution. Ces limitations, en fin
de compte irréductibles méme si on peut les repousser, n’interdisent pas d’obtenir des énoncés
cohérents concernant le comportement sur cette durée, & cette résolution. En fixant des seuils de
tolérance, on peut énoncer des propriétés de quasi-invariance, d’ergodicité apparente, et définir
ce que seront dans ces conditions d’observation les variables macroscopiques, autrement dit les
paramétres d’ordre pertinents. Les propriétés obtenues sont & la fois ezplicitement subjectives, car
elles dépendent des échelles d’observation, et intrinséques, car elles vont émerger de la dynamique
envisagée a ces échelles.

Je soulignerai de nouveau une spécificité de notre approche: c’est la dynamique elle-méme,
introduite ici & un niveau mésoscopique (espace de phase fini, équation maitresse), qui spécifie les
observables d’intérét et les coarse-grainings permettant de les faire émerger, en fonction de I’échelle
de temps de ’observation. Notre but d’extraire de la dynamique mésoscopique elle-méme la bonne
facon d’observer et de décrire le systéme & une échelle macroscopique, spécifiée uniquement par
[’échelle temporelle de l’observation, est ainsi pleinement atteint. Nous avons ainsi mis en évidence
pour chaque échelle de temps T, des régions ergodiques x dynamiquement disjointes, ¢.e. des
régions entre lesquelle se manifeste la brisure d’ergodicité de la dynamique & ces échelles de temps:
une quasi-dégénérescence de 'opérateur d’évolution va donc étre associée & une brisure apparente
d’ergodicité. On comprend intuitivement que le nombre de régions ergodiques sera d’autant plus
grand que la durée d’observation 7" est courte. L’ergodicité est restaurée dans la limite asymptotique.

139. Une transformation est dite ezacte si elle est mélangeante et si 'image itérée de tout ensemble de
mesure positive finit par recouvrir ’espace de phase tout entier.
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Un prolongement de cette approche est 'introduction d’une notion élargie de phase, de para-
meétre d’ordre et de transition de phase, cette notion élargie de phase implique essentiellement une
brisure d’ergodicité transitoire, en d’autres termes un piégeage dans une région déterminée de l’es-
pace de phase. Contrastant avec ’approche classique (thermodynamique) des transitions de phase
et de la métastabilité, notre formalisme et les résultats obtenus n’impliquent ainsi ni limite thermo-
dynamique, ni limite asymptotique, ni limite continue, ni approrimation d’équilibre local. Ils vont
ainsi s’avérer fructueux, voire indispensables, dans toutes les situations ot les limites, et les modéles
idéalisés qui s’ensuivent, ne correspondent pas du tout aux comportements observés, autrement dit
lorsque les effets de taille finie *° et les régimes transitoires dominent et que les limites mentionnées
sont trés loin d’étre atteintes dans les conditions expérimentales envisagées. C’est par exemple le
cas dans les systémes complexes et désordonnés, présentant une dynamique de relaxation lente et
un paysage d’énergie libre au relief accidenté. La relaxation lente (qui est le phénoméne expérimen-
tal pertinent, celui qu’on cherche & expliquer) se situe, par définition méme, avant que le régime
asymptotique ne s’établisse (lequel peut étre un état d’équilibre trivial); le relief disparaitrait dans
la limite thermodynamique (il ne resterait qu’un paysage plat parsemé de pics de Dirac), ce qui
confirme la nécessité d’une approche ancrée dans la dynamique du systéme réel de taille finie. Les
applications, déja envisagées ou potentielles, sont nombreuses: verres de spins [Yoshino et al. 1997]
[Biroli et Kurchan 2001], repliement des protéines [Cieplak et al. 1998] et plus généralement les
transitions conformationnelles de macromolécules isolées, voire en sciences humaines et sociales, par
exemple pour décrire les transactions au sein d'un groupe '*! [Altmann 1965]. La principale difficulté
de la démarche que nous proposons est pour l'instant la mise en ceuvre numeérique explicite pour
des systémes de tailles réalistes.

140. C’est au demeurant la méme perspective que nous avons adoptée au § 2.3.2 (mais dans une situation
d’équilibre) pour la description des transitions de phase en taille finie 4 partir de caractéristiques quantitatives
de la distribution de Boltzmann (par exemple, pour des macromolécules isolées).

141. De fagon imprévue, c’est peut-étre dans ce domaine que les retombées expérimentales pourraient étre
les plus immédiates, du fait du petit nombre d’acteurs élémentaires, des codages symboliques utilisés pour
décrire leur état et de la taille raisonnable qui s’ensuit pour I’espace de phase (J.L. Nandrino, L. Pezard,
A. Lesne, projet « Dynamique des interactions familiales dans les addictions», ACI «Systémes complexes en
sciences humaines et sociales», 2003-2006).



D. La renormalisation: vers une description objective
de la réalité physique

Les méthodes de renormalisation sont devenues un outil omniprésent en physique
théorique: elles sont indispensables dans |'étude des propriétés asymptotiques
(grandes échelles d’espace et de temps) de systémes ol les fluctuations se déve-
loppent & toutes les échelles et jouent de ce fait un role essentiel. Bien plus, en
unifiant les différents modéles effectifs représentant un méme systéme physique
lorsqu’on change les échelles de la description, ces méthodes donnent accés a des
propriétés intrinséques, indépendantes des détails microscopiques et insensibles
aux possibles lacunes et erreurs entachant leur modélisation. Le développement
de ces méthodes a accompagné celui des notions d'invariance d’échelle, illustrée
par exemple dans les structures fractales, et d'universalité, a rapprocher de celles
de forme normale et de robustesse. Aprés une bréve présentation de ce que re-
couvre le terme de «renormalisation» et des déplacements de sens qu’il a connu,
nous présenterons quelques principes communs a toutes les méthodes de renorma-
lisation; nous montrerons que c'est le statut méme des modéles physiques qu'elles
ont bouleversé.

Repris d'un texte publié dans Femmes et mathématiques 3, 15-23 (1999).

D.1 - Bref historique: les différents usages du terme «renormalisation»

Le terme de «renormalisation» a d’abord été employé sous forme d’adjectif. L'idée remonte au siécle
dernier oti, dans le contexte hydrodynamique, la masse «renormalisée» d’un corps en mouvement
dans un fluide est sa masse apparente, c’est-a-dire le coefficient d’inertie m intervenant dans ’expres-
sion de son énergie cinétique mwv?/2 et dans '’équation fondamentale de son mouvement (mdv/dt =
résultante des forces). Cette masse renormalisée est supérieure & la masse au repos car elle prend en
compte une contribution due au fluide déplacé, ’énergie cinétique de ce dernier s’ajoutant a celle du
corps considéré [Brown 1993]. Plus généralement, une grandeur renormalisée est la valeur apparente
de cette grandeur, obtenue en ajoutant & la valeur intrinséque une contribution de méme dimension
résultant d’interactions, d’influences extérieures ou de degrés de liberté n’apparaissant pas explici-
tement dans la description. On distingue par exemple les corrélations directes entre deux particules
d’un fluide et les corrélations renormalisées, ces derniéres reflétant les interactions implicites (i.e.
relayées par le reste du systéme) entre les particules.

La renormalisation est ensuite apparue en électrodynamique quantique, et plus généralement
dans les théories quantiques de champs, avec le sens de régularisation. Une théorie renormalisable
est une théorie ol l'influence des phénomeénes de trés grande fréquence (ou de fagon équivalente,
de trés grande énergie) peut étre prise en compte de facon implicite en remplacant les paramétres
initiaux 6 par des paramétres effectifs 0; conjointement, on ne décrit explicitement que les modes
de fréquences w inférieures a une valeur de coupure 2. L’expression des paramétres effectifs dépend
bien str du choix arbitraire de Q. On appelle (opérateurs de) renormalisation les transformations
Ra,0 €t Ra,,q, reliant les paramétres initiaux et les paramétres renormalisés:

0(2) = Ra,(0) 0() = Ray 20[0(0)] (128)
La condition de cohérence de la démarche est la loi de groupe généralisée:
Ray 00 = Ray,00Rag,o0 Raz,00 = Raz,01Rei 00 (129)
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Lorsque Rq,,0, ne dépend que du rapport k = Q¢/Q1, on retrouve une loi de groupe usuelle
RiyRiy = Riyk, - L'intérét de cette structure de groupe est si grand qu’on parle du**? groupe de
renormalisation [Toulouse et Pfeuty 1974]. Cette structure permet tout d’abord de mettre en ceuvre
la renormalisation en utilisant les outils de théorie des groupes (algébres de Lie, représentations)
déja largement utilisés pour exploiter I’existence de groupes de symétrie. Au-dela des arguments
techniques, les groupes de symétrie d’un systéme physique déterminent une grande partie de ses
propriétés observables; le groupe de renormalisation apparait comme un groupe de symétrie par-
ticulier, et on peut souvent traduire en informations quantitatives les propriétés d’invariance par
renormalisation du systéme physique.

Devenus indispensables dans de nombreux problémes d’électrodynamique quantique, les groupes
de renormalisation ont ensuite été introduits en mécanique statistique [Wilson 1971, 1975]. IIs sont
aujourd’hui 'outil privilégié pour étudier les phénoménes critiques, c’est-a-dire tous les phénoménes
ol la divergence d’une longueur de corrélation interdit de découpler les échelles et de remplacer
les degrés de liberté microscopiques par quelques grandeurs moyennes. La renormalisation permet
de déterminer la facon dont s’organisent les fluctuations auz différentes échelles et d’expliciter les
lois d’échelle découlant de cette organisation. L’invariance par renormalisation équivaut alors a
une invariance d’échelle. La renormalisation a ensuite été utilisée dans le contexte des systémes
dynamiques pour décrire quantitativement les scénarios d’apparition du chaos. La clé pour relier
cette renormalisation avec celles utilisées en mécanique statistique est de traduire les dépendances
et grandeurs spatiales en dépendances et grandeurs temporelles. Depuis lors, les méthodes de re-
normalisation se rencontrent dans les domaines les plus variés de la physique théorique [8]. Nous
allons maintenant présenter quelques principes généraux communs & toutes ces méthodes, lesquels
justifient ’emploi d’un unique vocable pour les désigner.

principales étapes d’une méthode de renormalisation

Insistons avant tout sur le fait que la renormalisation va opérer sur des modéles M, c’est-a-dire
sur des représentations en partie subjectives du systéme physique S, dépendant par exemple des
phénoménes qu’on choisit d’étudier et, de facon essentielle, de 1'échelle minimale a qu’on peut
apprécier (résolution de 'appareil de mesure, par exemple). Cette échelle a, que nous qualifierons
de microscopique par opposition & I’échelle macroscopique L de ’observation, détermine les sous-
systémes de S qui seront considérés comme des constituants élémentaires, sans structure interne et
décrits par un petit nombre de grandeurs, notées s de fagon abrégée. Un constituant élémentaire
sera typiquement une cellule d’extension linéaire a, assimilée 3 un point dans le modéle M,. A
Péchelle microscopique, I’état de S sera décrit par une configuration 5 = (s1,...,sn) donnant ’état
des N constituants élémentaires (par exemple N = (I/a)? dans un espace de dimension d). Nous
pouvons maintenant préciser les ingrédients définissant un modeéle M:

— DPespace de phase est ’ensemble £ = {5} des configurations (il dépend donc de a et de N);

— le cceur du modéle est une fonction ¢(5) que nous appellerons sa régle (de structure ou d’évolu-
tion); dans une situation d’équilibre, elle détermine le poids statistique de la configuration s dans
les propriétés macroscopiques de S; dans un probléme hors d’équilibre, elle détermine ’évolution
de la configuration 5. Par exemple, ¢ sera ’hamiltonien du systéme en mécanique statistique, la
loi d’évolution pour un systéme dynamique ou les probabilités de transition pour un processus sto-
chastique. Au lieu de faire intervenir un ensemble fonctionnel ® = {¢}, on suppose souvent que la
régle de structure est de forme paramétrée connue ¢ = ¢x. Le modéle est alors déterminé par un
jeu de parameétres, noté de fagon compacte K € K. Néanmoins, la renormalisation se développe plus
correctement dans I’espace ® [21].

142. Ce groupe n’est bien siir pas unique: chaque méthode de renormalisation fait appel & un groupe différent.
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Les ingrédients de base de toute méthode de renormalisation sont (i) une décimation, (ii) des chan-
gements d’échelle et (iii) une transformation des paramétres que I'on remplace par des paramétres
effectifs. Introduits bien antérieurement, ils sont déja en eux-mémes des outils efficaces. La nou-
veauté apportée par les méthodes de renormalisation est d’itérer une combinaison adéquate de ces
trois étapes, combinaison appelée transformation de renormalisation, et d’étudier 'action de cette
transformation dans ’espace des modéles.

o La décimation: ce terme désigne toute procédure traduisant I’effet sur la configuration 5 € £
d’un changement de résolution a — ka. On va ainsi regrouper les constituants élémentaires en
«paquets» (coarse-graining) et relier la configuration 5’ de ces paquets a la configuration initiale
5 = Ty(5). On a ainsi réduit le nombre N de degrés de liberté d’un facteur k? en dimension
d (ou, & N constant, augmenté d’'un facteur k le champ L de l'observation). En contrepartie,
cette décimation s’accompagne nécessairement d’une perte d’information sur les échelles inférieures
A ka. La transformation 7T} sera choisie de fagon & préserver au mieux les informations et les
propriétés dont on pense qu’elles jouent un role crucial aux grandes échelles. Cette étape, en partie
arbitraire, est un point délicat de la démarche de renormalisation, olt une compréhension préalable
du phénomeéne étudié est utile, sinon nécessaire. Dans l'espace conjugué (fréquences et vecteurs
d’onde), la décimation se traduit par un changement @ — Q/k de la valeur de coupure Q = 27/a
(cutoff): le modéle renormalisé ne décrit plus explicitement les modes de trés grandes fréquences et
de trés grands vecteurs d’onde.

e Les changements d’échelle: ils permettent de conserver ’échelle minimale apparente, le but étant:

— d’une part de conserver le méme espace de phase,

— d’autre part de mettre en évidence les propriétés d’auto-similarité, suivant le principe d’un zoom.
Si n facteurs d’échelles sont impliqués, il n’y a en général qu’une famille (k, k%2, ..., k“"),>1 condui-
sant & une limite £ — oo non triviale, ce qui fournit la valeur ao,...,a, de certains exposants.
Prenons 'exemple d'une marche aléatoire en temps discret, sans biais (c’est-a-dire sans composante
déterministe qui donnerait une dépendance linéaire par rapport au temps), en dimension d. Elle
obéit 2 la loi de diffusion (|7(¢)|?) = 2dDt si 7(t) est la position atteinte & I’instant ¢ sachant qu’on
part de O a ¢t = 0. Si on contracte le temps d’un facteur %k, en ne regardant que les positions
[7(kt)]¢>0, il faut contracter I’espace d’un facteur v/k pour obtenir une trajectoire statistiquement
identique. Ce facteur vk est le seul pour lequel on obtient une limite k¥ — oo non triviale: si
on contracte d’un autre facteur k=%, a # 1/2, on obtient un coefficient de diffusion renormalisé
Dyoo =0si a>1/2, 0u Dy—,oo =00 si a < 1/2.

o Les paramétres effectifs: pour que 'on continue a décrire le méme systéme physique, Ueffet conjoint
de la décimation et des changements d’échelle doit étre «compensé» par une transformation de la
régle ¢ du modéle en Ry (¢), de fagon a ce que Ry (¢) décrive la statistique ou I’évolution de Tj(5).
Par exemple, si ¢ engendre une distribution de probabilité P, dans ’espace de phase, on aura:

Pryo)(5) = Y Ps(5) = Po(Ti ' [5)) (130)
seT '[5']

Ry, agissant dans Pespace fonctionnel @, est appelé I’opérateur de renormalisation. Dans le cas d'un
modéle paramétré (¢x)xex, on écrira:

Ri(dK) = ¢, (k) (131)

en général au prix d’approximations dont il faudra ensuite discuter la pertinence. Les paramétres
ri(K) sont appelés les paramétres renormalisés; ils intégrent D'effet aux échelles supérieures a ka
des détails microscopiques d’échelle inférieure & ka.
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Une notion essentielle sur laquelle reposent les méthodes de renormalisation est ainsi celle de
covariance. Elle exprime la condition de cohérence que doit vérifier une transformation conjointe
des différents ingrédients de M pour que le modéle M’ obtenu décrive la méme réalité physique.
Ici, la propriété de covariance, explicitée dans des exemples dans les équations (130) et (131),
assure que le modéle initial et le modeéle renormalisé décrivent le méme systéme physique (en
particulier, la renormalisation conservera les invariants physiques du probléme). Cette propriété
exprime simplement l'inaltérabilité de la réalité physique lorsque change notre fagon de I'observer
et de la décrire. Remarquons que cette notion se rencontre dans la formulation de n’importe quelle
invariance par symétrie du systéme. On retrouve le fait qu’un groupe de renormalisation n’est rien
d’autre qu’un groupe de symétrie particulier. Par exemple '*3, Pinvariance par rotation d’un systéme
décrit par un champ de vecteurs V (7) s’écrit: pour toute rotation R, R[V (¥)] = V (R7). Une notion
plus forte est celle d’invariance par renormalisation. Elle s’écrit:

Ri(¢") = ¢ (132)
Elle exprime une propriété du systéme, & savoir son auto-similarité: le systéme observé & ’échelle
ka est identique & I'image observée & ’échelle a et dilatée d’un facteur k. Les points fixes de la
renormalisation sont ainsi, par contruction méme de Ry, associés & des systémes présentant une
invariance d’échelle ezacte. Les points fixes jouent un réle crucial dans I’analyse par renormalisation
pour les raisons suivantes:

e tous les modéles convergeant vers un point fixe sous 'action de la renormalisation manifesteront
les mémes propriétés aux grandes échelles;

o du fait des changements d’échelle inclus dans la renormalisation, 1’échelle caractéristique &*
(typiquement une longueur ou un temps de corrélation) associée & un point fixe, devant vérifier
&* = k€™, sera ou bien nulle, ou bien infinie. Si £* = 0, le point fixe est un modeéle idéal ou il n’y a
aucun couplage entre les constituants élémentaires. Si £ = oo, le point fixe est un modéle décrivant
un phénomeéne critique;

e le résultat crucial est que analyse de Ry au voisinage d’un point fixe ¢* critique (£* =o0) déter-
mine explicitement les lois d’échelle asymptotiques décrivant les phénoménes critiques se rattachant
a ce point fixe (les modéles associés convergent vers le point fixe sous Paction de la renormalisation).
On montre en particulier que les ezposants critiques sont simplement reliés aux valeurs propres de
Popérateur de renormalisation linéarisé en ¢* [8] [21].

D.3 - Vers une description objective de la réalité physique

Revenons au cas fondamental de la renormalisation utilisée dans les théories quantiques de champs,
présenté schématiquement au § D.1. Le modéle de départ — notons le M, — sans coupure (c’est-
a-dire sans limitation supérieure des vecteurs d’onde et des fréquences), est assurément incorrect.
En effet, nous manquons d’'informations expérimentales sur les phénoménes de trés grande énergie
et ce modéle ne peut étre obtenu qu’en extrapolant les mécanismes connus jusqu’a des fréquences
et des vecteurs d’onde arbitrairement grands. Il s’ensuit des divergences dites «ultra-violettes» ;
elles reflétent simplement 'inadéquation de notre description au-dela de certaines énergies, et non
une catastrophe physique observable. Le modéle Mg, associé & une coupure (2 et & des paramétres
renormalisés é(Q), ne présente évidemment plus de divergences ultra-violettes puisque par construc-
tion, il ne décrit que des modes |w| < Q. Cependant, la prise en compte dans 6(2) des phénomeénes
de fréquence |w| > 2 est nécessairement entachée d’erreur puisque nous ne pouvons faire que des
conjectures sur ces phénomeénes. Les modeéles Mgq sont donc subjectifs (choix arbitraire de Q) et

143. Dans le cas général, si (Ty)sc décrit Paction du groupe de symétrie G sur les configurations 5 du
systéme, ’expression de l’invariance par symétrie fait intervenir une représentation 7 de G dans ’espace
vectoriel E ou la régle de structure ¢ prend ses valeurs et s’écrit: Vg € G, Ty[¢(5)] = [Ty (5)].
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approchés. Par contre, le lien entre ces modéles donne accés & des propriétés intrinséques. Ce lien est
précisément donné par les transformations de renormalisation Rq, q,. Elles décrivent comment doit
changer notre modélisation Mg de la réalité quand change notre échelle de description |w| < €. La
transformation R, o, décrit 'influence aux échelles |w| < € des modes Q; < |w| < Qo. Les trans-
formations de renormalisation R décrivent ainsi la fagon dont coopérent les différentes échelles.
En s’attachant & décrire ’organisation des phénomeénes plus que les phénoménes eux-mémes, les
méthodes de renormalisation conduisent & des résultats intrinséques, insensibles aux inévitables
approximations intervenant dans la description théorique.

Pour illustrer notre propos, considérons une courbe fractale. Sa «longueur» est une grandeur
subjective L(a) dépendant du pas a avec lequel on arpente la courbe. Par contre, le lien entre des
mesures L(a) et L(ka) obtenues en choisissant des échelles minimales a et ka différentes donne
accés & une caractéristique intrinséque: la dimension fractale Dy de la courbe, définie & travers
L(ka) = k*=Pf L(a). Cette derniére relation exprime auto-similarité — I'invariance d’échelle — de
la courbe fractale.

Cette discussion dépasse largement le cadre des théories quantiques de champs. Construire un
modele physique, c’est choisir de se mettre des ceilléres: échelles minimales et maximales, délimita-
tion du systéme S et de ses degrés de liberté, simplification du milieu extérieur et de ses interactions
avec S, pour ne citer que les plus générales. Un modéle est donc nécessairement subjectif et im-
parfait. La démarche usuelle, consistant & déduire le maximum d’informations sur le comportement
d’un systéme idéal décrit par le modéle, est donc par construction entachée d’incertitudes, voire
d’erreurs. Les méthodes de renormalisation proposent une approche complétement différente. L’ana-
lyse se déplace de 'espace de phase dans un espace de modéles. En reliant entre eux des modéles,
les groupes de renormalisation réalisent une partition de ’ensemble de modéles considéré en classes
d’universalité, regroupant des modéles conduisant aux mémes propriétés asymptotiques. Notons
qu’un groupe de renormalisation n’est rien d’autre qu’un systéme dynamique dans l'espace des mo-
déles. Il est immeédiat de voir que le flot associé («le flot de renormalisation») structure cet espace
autour des points fixes de la transformation de renormalisation: les classes d’universalité sont les
bassins d’attraction des points fixes stables ou les variétés stables des points fixes hyperboliques.

11 suffit alors de déterminer la classe d’universalité a laquelle appartient le systéme physique —
pour cela, un modéle rudimentaire suffit — pour prédire correctement ses propriétés aux grandes
échelles. Les exposants apparaissant dans les lois d’échelle asymptotiques seront les mémes que ceux
du représentant typique de la classe d'universalité (le point fixe associé).

Les méthodes de renormalisation permettent également de déterminer si une perturbation du
modéle détruit («perturbation essentielle») ou ne détruit pas («perturbation inessentielle») les pré-
dictions macroscopiques: une perturbation est essentielle si elle change la classe d’universalité du
modeéle; elle est inessentielle si la classe d’universalité du modéle perturbée est la méme que celle
du modéle initial. On peut ainsi prouver la robustesse des résultats par rapport aux modifications
des détails microscopiques et par la4 méme la validité du modéle, puisque ses possibles inexactitudes
microscopiques sont sans conséquences 4 1’échelle de I'observation.

D.4 - Perspectives: la renormalisation en mathématiques

L’irruption de la renormalisation dans un journal de mathématiques est doublement justifiée. D’une
part, c’est un bel exemple d’utilisation d’outils mathématiques sophistiqués (analyse spectrale d’opé-
rateurs fonctionnels, par exemple) pour résoudre des problémes physiques bien tangibles (transitions
de phase, dynamique chaotique, diffusion, physique des polymeéres, croissance fractale). D’autre part,
les méthodes de renormalisation peuvent étre dégagées de leur contexte physique et appliquées a
des questions mathématiques.
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e Un premier exemple est celui des méthodes perturbatives singuliéres, ol la renormalisation offre
une autre approche que celle dite «des échelles multiples» (voir annexe B, § B.3). La situation
typique est la suivante: étant donnée une certaine équation fonctionnelle'** dépendant d’un petit
paramétre ¢ < 1, on cherche a expliciter sa solution f(e,6,t), en particulier son comportement
asymptotique (temps ¢t — o) et la dépendance de ce dernier par rapport au(x) paramétre(s) 6. La
solution d’ordre 0 (correspondant a € = 0) est supposée connue. La résolution perturbative en € est
dite singulié¢re lorsque le développement associé:

f(e,0,t) = Z " fn(0,1) (133)

n’est pas uniformément convergent en ¢ et 6, par exemple si limi—oo fn(0,t) = co. La méthode
des échelles multiples consiste & découpler les dépendances temporelles d’échelles caractéristiques
différentes, ce qui permet de contourner le probléme des divergences séculaires [Nayfeh 1973], § B.3.
La solution est cherchée sous la forme:

fle,0,t) = Z " Fn(0,to, 1, ..., tk) (134)
n=0
ol to=t, t1 =e€t, ..., tr = €'t sont considérées comme k+ 1 variables indépendantes. L’approche

par renormalisation consiste au contraire & absorber la contribution divergente de la série dans une
transformation du (ou des) paramétre(s) 6:

fe,0,t) = gle,O(e,0,t),t] (135)

Le parameétre renormalisé 0(e,0,t) est construit de facon & ce que g(e, ©,t) admette un développe-
ment en puissances de € qui soit uniformément convergent par rapport ¢ © et a t. Cette approche
permet par exemple de déterminer le comportement aux grandes échelles spatio-temporelles des
solutions d’équations aux dérivées partielles dépendant de fagon singuliére d’un petit paramétre e
(4.e. la solution pour € — 0 différe de celle pour ¢ = 0) [Goldenfeld 1992].

e La renormalisation des processus de Markov montre I’équivalence asymptotique (i.e. aux grandes
échelles temporelles) des marches aléatoires browniennes et des processus de Wiener [8], § 2.2.6.
On peut montrer par cette méthode qu’une mémoire finie (la distribution d'un pas dépend de la
réalisation des k pas précédents) et qu’un faible désordre (probabilités de transition aléatoires,
variant & chaque pas de temps) ne détruisent pas la diffusion normale (X?(t)) ~ Dt (pour t — 00)
[Bricmont et Kupiainen 1991].

On peut aussi déterminer la loi de diffusion (X?(¢)) ~ t* asymptotique de processus non-
markoviens (marches aléatoires auto-évitantes) et calculer son exposant v # 1/2 [De Gennes 1984].

Enfin, la renormalisation met naturellement en évidence le caractére auto-similaire des lois
stables et des processus browniens fractals; ceux-ci sont en effet des points fixes d’une transformation
de renormalisation adéquate. Cette propriété peut étre exploitée pour dégager, par renormalisations
successives, la partie asymptotiquement auto-similaire d’une évolution stochastique [8],§ 2.2.6.

e Dans le contexte des équations aux dérivées partielles stochastiques, la renormalisation permet
de tester la stabilité structurelle d’une équation aux dérivées partielles déterministe par rapport a
une perturbation stochastique additive [Forster et al. 1977]. En revenant dans le cadre physique, ce
«bruit> modélise 'influence des degrés de liberté microscopiques non pris en compte explicitement
dans le modéle. Suivant la démarche générale présentée au § D.3, on justifie ainsi la capacité de
Péquation déterministe & représenter la réalité physique telle qu’elle est pergue & notre échelle.

144. Pour fixer les idées, nous envisageons le cas de fonctions f(t) dépendant d’une seule variable temporelle
t; la généralisation & plusieurs variables est immédiate.
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e Un probléme ouvert est de clarifier le lien entre la renormalisation et 1’analyse non standard [Die-
ner et Reeb 1989]. Cette derniére est susceptible de fournir un langage particuliérement adapté a la
mise en ceuvre de méthodes de renormalisation. Il serait trés certainement fructueux de considérer
des transformations de renormalisation dépendant de facteurs d’échelle non standard. Inversement,
certaines notions de base de I'analyse non standard peuvent étre formulées en termes de transfor-
mations de renormalisation. Par exemple, ’étude des singularités locales d’une fonction f fait appel
a 'opérateur de renormalisation fonctionnel Rq s, défini par

flzo + (@ — xo)] — f(wo)

X

[Ra,z,efl(x) = f(mo) + (e infiniment petit) (136)
On a bien sir la loi de groupe Ra,zo,c; Ra,zg,ea = Ra,zg,e1¢o pPOUr tout couple (e, €1) de nombres
infiniment petits (donc non standard). La transformation Ra ., agit sur f comme une loupe
parfairement locale puisque son champ de vision est réduit au halo **° de . L’approche se généralise
aux mesures fractales, ot le caractére local de R, .., apporte une précieuse simplification technique
[8]. En effet, les halos de points différents étant disjoints, il n’y a plus & se soucier du «recollement»
des opérateurs (Ra,zq,c)zo; O construit ainsi une transformation d’échelle «ponctuelle» qui permet
d’élargir considérablement la notion d’auto-similarité d'une fonction ou d’une mesure.

D.5 - Conclusions

Les méthodes de renormalisation apparaissent comme un outil rigoureux — et néanmoins construc-
tif — pour étudier des phénomeénes s’étendant sur une large gamme d’échelles (d’espace et/ou de
temps), & utiliser lorsque les méthodes usuelles fondées sur la séparation des échelles échouent. Cet
échec refléte D’existence de couplages entre les échelles, conduisant & des lois d’échelle dés qu’ils
sont «homogeénes et ’échelle ka le long de laxe des échelles», c’est-a-dire auto-similaires. Bien
que leur champ d’application soit trés large, les méthodes de renormalisation sont toutes fondées
sur les mémes principes (décimations ou coupures, prise en compte des degrés de liberté éliminés
dans des paramétres effectifs, changements d’échelle) et leur mise en ceuvre suit les mémes étapes
(construction de 'opérateur de renormalisation, analyse du flot de renormalisation dans un espace
de modéles).

Le choix délibéré d’abandonner la description des détails «microscopiques» rend possible une
vision globale du systéme, centrée sur la description des phénoménes collectifs et des liens entre
les différentes échelles présentes dans le probléme. Les résultats sont non seulement qualitatifs
(preuve de Dexistence de comportements auto-similaires décrits par des lois d’échelle) mais aussi
quantitatifs (valeur des exposants et expression des fonctions universelles intervenant dans ces lois
d’échelle). Ils sont surtout robustes puisqu’ils sont identiques pour tous les modéles d’une méme
classe d’universalité; ils ne sont donc pas invalidés par la possible méconnaissance du systéme aux
petites échelles. En ce sens, les méthodes de renormalisation permettent de dépasser les limitations
expérimentales et la «subjectivité» des théories physiques. A ce titre, elles marquent un tournant
de la physique théorique.

145. Le halo de zo est ’ensemble {z( + ¢} ol € décrit I’ensemble des nombres infiniment petits (donc non
standard); le seul élément standard du halo de zq est zo.






E. Scénario du doublement de période bruité:

une approche par renormalisation

E.1l

Pour pouvoir rendre compte de comportements réels, I'étude de I'apparition du
chaos dans les systémes dynamiques déterministes doit &tre prolongée par celle de
I'influence du bruit sur les scénarios mis en évidence. Des méthodes de renorma-
lisation vont permettre de décrire comment les conséquences du bruit dépendent
de son amplitude et de montrer, le cas échéant, les propriétés d'échelle et d'uni-
versalité de cette dépendance. Ce type d’étude est indispensable pour comparer
les prédictions théoriques avec les observations expérimentales ou numériques, et
pour identifier dans ces derniéres un éventuel scénario déterministe. Nous détaillons
dans cette annexe I'analyse élaborée avec Pierre Collet (CPT, Ecole Polytechnique)
pour le scénario du doublement de période [3] [4].

Influences extérieures et formalisme fibré

Pour modéliser I’évolution d’un systéme physique S, il faut commencer par le délimiter en spécifiant
son espace de phase X, puis décrire I'influence de tout ce qui lui est extérieur. Ce «milieu extérieur»
M peut comprendre des systémes physiques distincts de S mais aussi les aspects de S qui ne sont
pas explicitement pris en compte dans sa description par un élément = de ’espace de phase X,
typiquement parce qu’ils sont d’échelle inférieure & la résolution fixée par le choix de X. Dans le
modéle le plus simple, cette influence transparait dans un paramétre de contréle p, dont la valeur
apparait dans la loi d’évolution déterministe f,, de S.

LE MODELE DETERMINISTE SEMI-PRODUIT

e Une premiére fagon d’affiner le modéle déterministe précédent est de rendre compte de l'influence
indéterminée et incontrélée de M en ajoutant une composante aléatoire & la loi d’évolution f,;
L’évolution de S est alors décrite par une équation de Langevin. Cette démarche «naturelle» est par
exemple employée dans les études systématiques de la robustesse du modéle déterministe.

e TUne approche moins empirique est d’envisager des modéles totalement stochastiques (théorie
cinétique présentée au § 2.1.1, équation maitresse présentée au § 2.1.3) ott M et S apparaissent sur
le méme plan. Sous certaines conditions, il est possible d’en extraire une équation de Langevin pour
les variables d’états de S ou, de fagon équivalente, une équation de Fokker-Planck pour ’évolution
de leur distribution de probabilité [Gaspard 1999], [21]; ces modéles stochastiques sont ainsi le
soubassement microscopique de la premiére catégorie de modéles bruités. C’est 'approche que nous
avons utilisée dans le contexte des fronts de réaction-diffusion (§ 2.3.1). On peut aussi extraire de
ces modéles stochastiques des équations (déterministes) pour les moments des variables d’états de
S. C’est la démarche que nous avons utilisée dans le probléme du piston adiabatique (§ 2.1.2).

e L’approche que nous avons utilisée s’inscrit au contraire dans le formalisme déterministe des
systémes dynamiques, ce qui s’avére techniquement trés fructueux. Le bruit est introduit comme
une variable y supplémentaire, appartenant & un certain espace ) (Uespace de phase du bruit).
Nous supposerons de plus que S ne rétroagit pas, du moins pas de fagon appréciable, sur la source
de bruit: ’évolution du bruit est ainsi décrite par une transformation g de ) dans lui-méme. Cette
description revient formellement & se placer & une échelle encore plus microscopique que celle des
modéles stochastiques, celle ou le bruit est une évolution déterministe trés complexe. A cette échelle,
la dynamique est réversible et g sera ainsi supposée inversible. Néanmoins, il s’agit bien d’un «bruit»
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au sens ol seules les propriétés statistiques de cette évolution g seront prescrites, par I'intermédiaire
des caractéristiques de sa mesure invariante v. ~

L’évolution a ainsi lieu sur un nouvel espace de phase X x ). La loi f décrivant le mouvement
apparait comme une transformation de X x ) dans lui-méme, fibrée au-dessus de g. Sa premiére
composante est la transformation f définie sur l'espace de phase «réel» X et dépendant de la
réalisation y du bruit. La seconde est la loi d’évolution g du bruit:

J’”V:Xxy—n/'k'xy J?<$):(f(x,y))
y 9(y)

D’oit la formule d’itération fibrée pour la loi d’évolution f de S:
@ y) = £ [N ), 0" )]

Elle dépend de 'évolution g du bruit: la notation compléte serait f19™. Cette formule montre
que c’est I’évolution g du bruit qui va étre essentielle dans ’analyse asymptotique (n — oo) de la
dynamique et non le bruit qui est une variable de l'espace de phase. Un intérét de ce formalisme
est que linfluence du bruit n’y est pas limitée G une faible perturbation additive.

DEUX EXEMPLES EXTREMES

e Pour les bruits quasi-périodiques, ) est le cercle S; ~ [0,1] muni de sa mesure de Lebesgue
dv(y) = dy, et la loi d’évolution g est une rotation indexée par son nombre de rotation w € S :
9(y) =y +w (modulo 1);

e Pour les bruits non corrélés en temps, décrits par une suite de variables aléatoires indépendantes,
Y est un produit infini d’espaces mesurables (), 1), identiques par stationnarité du bruit, et
Pévolution g est le décalage d’indice (ou shift):

V=Y5% v=u5% g=o ot [o(y)]; = yj1 81 7= [ys]iez.

E.2 - Renormalisation en présence de bruit

Partant des résultats obtenus sur la transition vers le chaos par accumulation de doublements
de période, nous avons étudié les modifications qu’un bruit extérieur induit sur un tel scénario.
Rappelons que les familles paramétrées de transformations présentant ce scénario se rangent en
classes F. déterminées par la nature de la singularité au «point critique» (on appelle ainsi le point
oit la dérivée de f s’annule, ici = 0): le représentant typique de F. est f, .(z) =1 — p|z|"Te.

OBSERVATIONS NUMERIQUES OU EXPERIMENTALES

L’influence d’un bruit sur le schéma de bifurcation de ce scénario (figure 12) est de rendre inob-
servables les cycles de grande période: de fagon imagée, on reproduit ’effet du bruit en tragant le
schéma avec un trait d’épaisseur a(n) d’autant plus large que Pamplitude n du bruit est grande.
Les points distants de moins de a(n) ne sont plus séparés et on ne distingue plus qu’un nombre fini
N(n) de bifurcations, d’autant plus petit que 7 est grand. La question est de déterminer, en fonction
de la classe d’universalité F. dans laquelle on envisage le scénario et en fonction du type de bruit
perturbant les lois d’évolution déterministes appartenant & F., de quel facteur v. > 1 doit étre
réduite Pamplitude 7 du bruit pour observer une bifurcation supplémentaire: N(v.n) = N(n) — 1.

On trouve numériguement une valeur universelle y.—1 =~ 6.62 dans la classe F.—1 des applications
unimodales et pour un bruit blanc, c’est-a-dire un bruit gaussien spatialement uniforme et sans
corrélations temporelles. Cette universalité incite & aborder I’étude analytique en utilisant des outils
de renormalisation.
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ANALYSE PAR RENORMALISATION

Les premiéres recherches analytiques effectuées sur cette question procédaient par perturbation du
scénario déterministe, le petit paramétre étant ’amplitude relative n < 1 du bruit; la renormalisa-
tion de la loi d’évolution était alors complétée par une renormalisation linéarisée de la perturbation
stochastique ajoutée pour modéliser le bruit [Crutchfield et al. 1982] [Schraiman et al. 1981]. Nous
présentons ici une analyse plus générale; adaptée & tous les types de bruit, sans restriction sur leur
amplitude ni sur leur autocorrélation temporelle, elle va permettre de discuter l'universalité des
conclusions par rapport au bruit considéré. Elle s’appuie sur la modélisation formellement déter-
ministe présentée ci-dessus, ce qui rend presque immédiate la transposition de la renormalisation
utilisée dans le cas sans bruit. L’idée de base est de reporter la limite asymptotique n — oo prise en
suivant une trajectoire du systéme dynamique étendu (dans X x ))) sur litération d’un opérateur
de renormalisation dans ’espace des lois d’évolution fibrées f Les variables z € X’ (représentant la
configuration de S) et y € Y (décrivant la réalisation instantanée du bruit) sont ici traitées sur le
méme plan. Il est par conséquent naturel de renormaliser de fagon similaire les lois d’évolution f de
S et g du bruit, ce qui conduit & la définition suivante de l'opérateur de renormalisation R:

I\ _ (Bof N poy = AT )]z, y),9(y))]
R<9) - ( 9 ) ° ol 0) Mg ()]

et AM(y) = F(f(0,97*(y),y) = f2(0,g7(y)). Tout comme en I'absence de bruit, R contracte d’un
facteur 2 la durée apparente de I’évolution et R, préserve la normalisation f(0,y) = 1. La dilatation
spatiale du graphe de f (I qui achéve la transformation Ry n’est par contre plus isotrope dans X' x X’
ni stationnaire puisque le facteur d’échelle est égal & 1/\[g”*(y)] pour les abscisses et & 1/\[g(y)]
pour les ordonnées et qu’il varie dans le temps avec I’état y du bruit. La formule de composition de
Ry découle de celle de R:

[n]
R" (; > = (Rgf;nf ) = Ry =R i1 0.0 Rpa o Ry = R yu—1 0 Ry

Le lien entre les trajectoires de S dans X et les itérées de R, est:

By fiwy) = 55 17 (g™ @lay)  avee  Aul) = £270.y)

1
An(y)
Ry est bien définie quelle que soit la forme de la dépendance de f par rapport au bruit y. Si f
est indépendante de y ou si ¢ = 1y (auquel cas y est un paramétre constant), R, coincide avec
Popérateur R construit en Pabsence de bruit. Nous limitant au cas X = [—1, 1] envisagé en Pabsence
de bruit, nous étudierons le flot engendré par R dans ’espace G. formé des fonctions f(z,y) dont
la dépendance en = appartient & la classe d’universalité F. et dont la dépendance en y est de
carré dv-intégrable'®. L’espace G. peut étre muni d’une structure hilbertienne, prolongeant celle
de L2(Y,dv). Le point fixe ¢ de R, indépendant du bruit, est donc point fixe de tous les opérateurs
Ry, quelle que soit I'évolution du bruit g. On pose ¢c(x,y) = () pour obtenir un point fixe de
R dans G..

146. Quel que soit y € Y fixé, on aura f(x,y) = F(Jz|'1<,y) ou la fonction z +— F(z,y) est analytique
dans un voisinage complexe B. = B(0,r.) de [0, 1], prend des valeurs réelles sur [0, 1], vérifie F'(0,y) =1 et
01F(z,y) < 0 sur [0,1] et est telle que la dérivée Schwartzienne Sf(z,y) soit négative sur X — {0} [Collet
et Eckmann 1981]. Dans G, ces conditions sont inchangées 4 la seule différence prés qu’il faut maintenant
utiliser la relation d’itération fibrée.
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E.3 - Analyse linéaire et décomposition spectrale

L’analyse linéaire de la renormalisation R autour du point fixe ¢. € G, repose sur la décomposition
spectrale du Hilbert G. adaptée a I'opérateur linéaire'*” U, que ¢ induit sur G, suivant la relation
[Uyf)(z,y) = flz, g(y)] [Yosida 1971]. L opérateur U, n’agit que sur la dépendance en y des fonctions
et il vérifie Ugn oUyr = Uyn+r = (Uy)"*; invariance de la mesure v par rapport & g et Pinversibilité
de g assurent que U, est unitaire dans G.. On peut alors montrer qu’il existe une'*® mesure spectrale

g sur le cercle S1, et une famille d’espaces de Hilbert (Ge 4.0 )wes,, telles que:

52
Ge = / Ge g, dptg(w) et (Ug)lgf,g,w =e Idge,g,w
Sy

Le sens de cette écriture est que toute fonction f € G. posséde une famille [fg,w]ugsl de composantes
spectrales, ot fg,, € Ge g, €t Ol

VFeGe Ifl5 = / 1ol ditg(e)

S
Vi, r@ e g, (FP1fP)g, = / (FO gl fD g 0)Geg i ditg(@)
Sy
Les composantes spectrales de f sont uniques une fois fixées la mesure 11,4 et les normes (|| [, , .. )wes; -
Cette décomposition ne doit pas étre confondue ave ’analyse de Fourier: les composantes spectrales
de f ne sont pas des scalaires mais des éléments appartenant & des espaces de Hilbert différents.
L’écriture f 5 Je,g,0dig(w) n’a donc a priori aucun sens; seule est bien définie 'écriture intégrale des
normes || f||Z et des produits hermitiens (fi|f2)g. De plus, la décomposition dépend explicitement
de Popérateur Uy, dont elle réalise par construction une représentation diagonale: les composantes
de la fonction Ugn f = U, f sont [e"™ fy w]wes, - Notons que l'invariance du point fixe ¢. par Uy,
due au fait que ¢(z,y) ne dépend pas de y, entraine que la composante spectrale ¢, ,, est nulle si

w # 0.

EXPOSANT DE LYAPOUNOV DE L'OPERATEUR DE RENORMALISATION R
L’opérateur linéarisé s’explicite L,y = DRy(pc) = UgAc + Be + U, ' Ce oiu:

(Av)(x) = A" [(pe(Aer)) — v(1)pe ()]
(Boo)(x) = A [p(pe(Aem))v(Ac)]
(Cv)(x) = AT'[wpl(z)v(1)]

Le caractére diagonal de U, dans la décomposition spectrale se transmet & L. 4: la composante de
L. q agissant dans Ge g ., est de la forme Lc ., Idg, ,,, 0l Lew = € Ac+Bc+e " Ce est un opérateur
linéaire indépendant de I’évolution g du bruit et agissant uniquement sur la dépendance en x des
fonctions; il s’itére suivant LL"E, = L. gn—1450 ... 0 Le¢ 2y, 0 Le . La renormalisation g — 92 de la loi
d’évolution du bruit, remplagant U, par ng et son action eI dg. ,. sur la composante spectrale
fg,w par 62iw1dg€79,w, transparait alors dans la transformation w +— 2w (modulo 1) sur le cercle
S1. Pour certaines valeurs de ¢, par exemple ¢ < 1 ou ¢ = O(1), des arguments mathématiques

147. Lorsqu’il opére dans L°°, cet opérateur Uy est appelé 'opérateur de Koopman. Son adjoint, opérant
alors dans L1, est 'opérateur de Frobenius-Perron associé a g [Mackey 1992].

148. ug est définie & une équivalence prés car a.uy, définie par d(a.ug)(w) = a(w)dpg(w), convient si la
fonction a(w), définie sur S1, est strictement positive et si on modifie du facteur [a(w)]~!/2 la norme || llge g0t
on parle plutét de classe de mesures spectrales,.
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permettent de déduire que la famille (L )wes, posséde un champ continu de directions propres
(Ee,w; e,w)wes; OU €cw € Ge g, Vérifie Le o €c 0 = Geyw €c,20 (avec ac > 0); on montre existence
de la limite suivante (moyenne géométrique des taux d’amplification locaux en suivant «’évolution
par renormalisation» d’un composante spectrale):

log pe,w = lim 1 log H Qe 270 (w € S; fixé)

oco N
0<j<n

Le réel log pe,., s'interpréte comme un exposant de Lyapounov du flot engendré par la renormalisa-
tion dans ’espace Ge 4,.. On peut ensuite montrer 'existence, la différentiabilité et la convexité de
la limite:

0:9) = tim & 1oz [ exp 8108 T] s | dis(o)
S1 0<j<n

Si la mesure spectrale pgy est invariante et ergodique par rapport & la transformation w +— 2w

(modulo 1) sur S;, Papplication du théoréme de Birkhoff donne I'exposant de Lyapounov typique

global de 'opérateur de renormalisation R dans G.; pour pg-presque tout w € Sy:

lim — log H Peiv = / log pe.wdpg(w) = logve(kyg)
S1

n—oo
0<j<n

La limite dépend implicitement de uy & travers ’ensemble, de pg-mesure pleine, des valeurs w pour
lesquelles elle vaut logv.(ug); la dépendance par rapport & ug apparait par contre explicitement
dans 'expression intégrale de v (ug).

L’analyse linéaire du flot engendré par la renormalisation R s’achéve par la détermination de
Pespace linéaire stable & , C ge tel que pour pg-presque tout w € S1, le comportement asymptotique
de la composante spectrale fg » sous l'action de L. ., est décrit par 'exposant log e (pg) si f — ¢pe &
Ee,g OU ameéne fg,w en ¢>€g o (nulle si w # 0) si f — ¢e € Ec,4. L’analyse non linéaire de l'action de R
au voisinage de ¢. montre enfin que les résultats linéaires restent valables pour le flot réel (engendré
par R) & condition de remplacer espace affine ¢. + &, par la variété stable de R au point fixe ..

E.4 - Exposants critiques: résultats et conclusions

Une fois le paramétre de régularité € > 0 fixé, le comportement asymptotique de L. 4 dans Pespace
Ge ne dépend que de la mesure spectrale u, ce qui prouve Vuniversalité de ’ezposant log~ye(u)
par rapport auz bruits d’un type donné, définis comme des bruits ayant des mesures spectrales
équivalentes (méme si leur espace de phase (), ) ou leur évolution g différent). Dans le cas du
scénario du doublement de période perturbé par un bruit, le réel -y, s’interpréte comme le nombre par
lequel il faut diviser Pamplitude du bruit pour observer une bifurcation supplémentaire. Par contre,
~e(p) n’est pas universel par rapport au type de bruit: il est identique pour les bruits gaussiens et
les bruits & spectre de Lebesgue, mais différe pour les bruits quasi-périodiques. Comme en ’absence
de bruit, la régularité des fonctions, spécifiée par le paramétre ¢, influe de fagon essentielle sur la
classe d’universalité. Le calcul explicite de ~.(u) peut étre mené & bien analytiquement dans deux
situations:

— pour € = 1, les fonctions de G., dont le point fixe ¢, sont analytiques par rapport & z2; on procéde
alors en effectuant des développements analytiques de toutes les relations (équation de point fixe,
équation aux valeurs propres). Le calcul peut alors étre assisté par ordinateur;

— pour € K 1, on effectue un développement perturbatif des équations & résoudre par rapport aux
petits parameétres € > 0 et A\c = eloge + O(e) < 0

Toute étude effectuée pour la transition vers le chaos par doublement de période se transpose &
d’autres transitions, par exemple l’intermittence.
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RESULTATS POUR LES PRINCIPAUX TYPES DE BRUIT

e Mesure spectrale singuliére en w = 0: dug(w) = §(w)dw. On retrouve les résultats obtenus en
Pabsence de bruit: vo(€) = pe,w=0 = de. Pour € = 1, 70 = 4,6692 et pour e < 1, vo =2 — 1/loge (3
des termes d’ordres supérieurs O(e) prés).

e Bruit a spectre de Lebesgue: dug(w) = dw. L’indice critique a pour valeur logyr () = ©(2)/2. 1
coincide avec 'exposant log v (€) obtenu pour un bruit décrit par une suite de variables aléatoires
gaussiennes indépendantes. Pour € = 1, yg(¢) ~ 6,619 et pour ¢ < 1, yo(€) =~ v2 (elog1/e)™'.

e Bruit quasi-périodique de nombre de rotation wo irrationnel. La décomposition spectrale de Ge
se raméne ici & effectuer une décomposition en série de Fourier de ses éléments par rapport au
bruit y € Y = S1, sur la base (¢?™"¥),,cz. La détermination de 'exposant log~(¢) est complexe
car elle fait intervenir une infinité de directions propres de 'opérateur de renormalisation linéarisé.
Dans chaque secteur de Fourier (indexé par n € Z), excepté le secteur n = 0, cet exposant est
donné par 'exposant de Lyapounov maximal logy(€) de la famille (L )wes,, mais pour décrire le
comportement global du flot engendré par L. ., il faut controler les grandes déviations des quantités
globales résultant de la somme de composantes de Fourier. Nous pouvons montrer que pour un bruit
quasi-périodique régulier, c’est-a-dire si on impose aux éléments de G. d’étre C°° par rapport au
bruit y € S, 'exposant global est bien donné par ’exposant de Lyapounov observé dans chacun
des secteurs n # 0. Pour € = 1, exposant est numériquement proche de celui observé (et identique)
dans le cas d’un bruit & spectre de Lebesgue, mais on peut montrer qu’il est différent. Si ¢ < 1 on
obtient: y(e) ~ (elog1/e)~t.

COMMENTAIRES ET NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Des ouvrages de référence sur ’influence du bruit dans les systémes dynamiques et en particulier sur
leurs comportements asymptotiques sont [Freidlin et Wentzell 1984], [Kifer 1986] et plus récemment,
[Arnold 1998]. Plus spécifiquement, le scénario du doublement de période est étudié par exemple
dans [Crutchfield et al. 1981], [Crutchfield et al. 1982] ou [Schraiman et al. 1981]. L’approche générale
présentée ici unifie ces premiers travaux et permet de rechercher les propriétés d’universalité par
rapport au bruit [3]; les démonstrations sont détaillées dans [4].

Cette approche est fondée sur la décomposition spectrale d’un espace de Hilbert relativement
4 un opérateur unitaire (ici Uy). D’autres utilisations de ce cadre mathématique se trouvent par
exemple dans des travaux de Tsuda, dans le contexte de la dynamique neuronale [Tsuda 1994]
[Kaneko et Tsuda 2000]. Une approche similaire pourrait également s'avérer fructueuse dans le
cadre de la dynamique adaptative actuellement développée en écologie mais de portée potentielle
beaucoup plus large (par exemple en neurodynamique, § 4.3).

Par ailleurs, 'analyse par renormalisation de 'influence d’une perturbation stochastique sur
une dynamique déterministe a par exemple été menée dans le cas des équations de Navier-Stokes
[Forster et al. 1977] ou dans le cas de 'équation KPZ [Barabasi et Stanley 1995] («dynamic re-
normalization group»). Bien que la problématique soit en partie similaire (test de la robustesse du
modéle déterministe vis-a-vis du bruit) la démarche est trés différente. En effet, outre le fait qu’il
s’agit d’équations aux dérivées partielles (et non de transformations en temps discret), le bruit est
décrit comme un processus stochastique, il est additif et la démarche est perturbative, dans ’espace
conjugué. Il s’avére également techniquement indispensable que le bruit soit stationnaire: la station-
narité assure l'indépendance statistique des modes de Fourier du bruit. Dans notre cas, I’hypothése
de stationnarité est requise pour assurer ’existence d’une mesure invariante v (par rapport a 'évo-
lution g du bruit) et elle intervient dans les propriétés de l'opérateur U,. C’est 14 un point faible,
mais il est possible de généraliser notre approche et d’envisager une mesure invariante «instantanée»
[Ruelle 1998], alors que la dépendance statistique des différents modes de Fourier d’un bruit non
stationnaire invalide irrémédiablement la méthode de renormalisation perturbative que nous venons
de mentionner.
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Cette annexe présente le contexte dans lequel s'inscrivent mes travaux sur les fronts
de réaction-diffusion, menés en collaboration avec Annie Lemarchand (LPTL). Au-
dela de la définition générale des systéme de réaction-diffusion, on distingue trois
classes de modéles, suivant la forme du terme de réaction, pour lesquels il existe
des résultats mathématiques exacts sur les fronts qui peuvent s'y propager, leur
profil et leur vitesse de propagation. Du point de vue physique, une question qui
se pose est celle de la robustesse de ces modéles vis-a-vis d'une part de perturba-
tions déterministes, d’autre part de perturbations stochastiques rendant compte de
I'influence de degrés de liberté d'échelles inférieures. Rejoignant la notion plus for-
melle de stabilité structurelle, cette robustesse garantit la pertinence des modéles
et leur validité pour décrire des phénomeénes réels. Je citerai quelques écarts a cette
robustesse, en expliquant leur origine (changement de classe de modéles, effets de
taille finie, par exemple), de fagon a placer les résultats que nous avons obtenus
en regard des études menées sur des problématiques identiques ou voisines.

F.1 - Propagation de fronts: notions de base et exemples

MODELES DE REACTION-DIFFUSION

Les modéles de réaction-diffusion décrivent une catégorie de systémes spatialement étendus dont
I’évolution est régie par la conjonction d’un mécanisme de réaction local et d’un couplage spatial de
type diffusif. La forme typique de ces modéles est ainsi la suivante (en dimension d):

Au(7,t) = DAu(F, t) + Flu(7,t)] (7 e R (137)

7 varie dans un domaine ouvert; u(7, t) décrit 'état local instantané du systéme et peut comprendre
plusieurs composantes. F'(u) est le terme de réaction, en général non linéaire; 0;u = F(u) décrit
la dynamique locale en chaque point du systéme. Le caractére «local» se traduit par le fait que
la contribution & ’évolution au point 7 n’est fonction que de ’état en ce point. Si le systéme est
inhomogene, voire fluctuant, cette contribution s’écrit F[u(7,t),7,t]. Le terme de diffusion DAu
décrit génériquement un couplage spatial & courte portée («couplage diffusif»), qu’il soit ou non
assuré par un mécanisme physique de diffusion moléculaire (voir ci-dessous). Si u posséde plusieurs
composantes, D est une matrice, le plus souvent diagonale. Ces modéles fournissent une explication
et une modélisation de phénomeénes de propagation de nature complétement différente de celle
fournie par équation des ondes (opérateur différentiel parabolique d; — D2, dans le cas présent
au lieu du d’Alembertien 8% — ¢?92, dans le cas de ’équation des ondes, par exemple pour les ondes
sonores ou électromagnétiques). C’est de ces phénoménes de propagation dont il sera ici question, et
plus particuliérement de la robustesse de leur description macroscopique vis-a-vis des fluctuations
MICTOSCOPLqUES.

COUPLAGE DIFFUSIF

L’origine du «terme de diffusion» mérite d’étre détaillée car elle n’implique pas nécessairement une
diffusion moléculaire: dans une description macroscopique, de type «milieu continu» , un terme
de diffusion apparait dans I’équation d’évolution d’une observable A(7,t) dés que le couplage des
différentes régions du systéme reste local. En effet, I'évolution (en dimension 1, pour simplifier le
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propos) s’écrit sous la forme intégrale:
oAt = [ K- A0y + FlAGD) (138)

Le noyau K(x — y) décrit le poids avec lequel la valeur de A en y contribue & I’évolution de sa
valeur en z, avec fjooo K (z)dx = 0 (puisqu’il s’agit d’un terme de couplage) et f_oooo zK(z)dx =0
(par symétrie). En réécrivant le terme intégral ffooo K(y)A(z — y,t)dy et en remplacant A par son
développement de Taylor en = (on supposera que le noyau K décroit assez rapidement & l'infini), le
premier terme non nul est:

1 o0
O A(x,t) = K202, Az, t) + F[A(z, )] avec Ky, =< / 2’ K (z)dx (139)
Si le couplage est & courte portée (c’est-a-dire si le noyau K (x) est piqué autour de 0, de largeur
assez faible), le terme K202, A(x,t) domine ceux faisant intervenir les dérivées d’ordre supérieur de
A, qu’on pourra négliger: on parle de couplage diffusif.

EXEMPLES DE SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION

Les exemples sont trés nombreux; en nous limitant aux plus fréquemment rencontrés, nous citerons:
e les réactions chimiques, ou 'on rencontre en particulier ce type de modéle pour décrire les
phénomeénes de conbustion et de propagation de flammes; les composantes de u sont alors les
concentrations des différentes espéces chimiques en jeu;

e D’écologie, out ces modéles sont introduits pour décrire I’invasion d’un écosystéme par une espéce
mutante ou étrangére; les composantes de u sont alors les effectifs des différentes populations.
Ces modeéles se transposent aux populations cellulaires, pour décrire par exemple la croissance de
tumeurs ou le processus de cicatrisation;

e les milieuz ezcitables en biologie (cellules cardiaques et neurones, u étant alors le potentiel
électrique transmembranaire); l'enjeu est par exemple de comprendre la fibrillation cardiaque ou
la propagation d’un potentiel d’action le long d’un axone. Dans un milieu excitable, la dynamique
locale posséde un point fixe stable, mais sous 'effet d’une perturbation supérieure & un seuil, le
systéme effectue une grande excursion dans l’espace de phase avant de revenir au point fixe; en
particulier, la premiére phase de la réponse a I'excitation est une amplification de son effet.

e ces modéles sont couramment invoqués pour rendre compte de la formation de motifs [Turing
1952] dans divers contextes, en particulier celui de la morphogenése chez les organismes vivants
[Murray 2002], voire celui de leur développement & partir d’une cellule initiale [Maynard 2001].
Dans le modéle proposé par Turing, la dynamique locale résulte de deux réactions chimiques non
linéaires couplées, impliquant une espéce A auto-catalytique (elle favorise sa propre production) et
activatrice (elle favorise la production de espéce B) et d’une espéce inhibitrice B (elle ralentit la
formation de A). Une condition importante pour 'apparition de motifs spatiaux est que la diffusion
de Vinhibiteur B soit beaucoup plus rapide que la diffusion de A: on parle d’instabilité de diffusion.
Lorsque Dp/D4 dépasse un certain seuil, I’état d’équilibre spatialement homogéne est remplacé
par une structure spatiale périodique (alternance de pics de concentration de A et de zones o B
est majoritaire) dont la longueur caractéristique est fixée par les paramétres de la dynamique et
non par les conditions aux bords, lesquelles ne controlent que la géométrie des motifs.

LA NOTION DE FRONT (DE REACTION—DIFFUSION)

On parle de phénomeéne de propagation si le comportement spatio-temporel du systéme est sta-
tionnaire dans un référentiel se déplagant a une vitesse ¢ constante bien choisie. L’état du systéme
s’exprime ainsi:

u(Ft)y=U(F—¢ct) =U(2) on Z=7-2 (140)
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On voit alors une structure de profil U(Z) se propager sans se déformer 4 la vitesse ¢. On parle plus
spécifiquement de front lorsque U relie par une transition continue deux états d’équilibre ugp et u;
différents (ces états satisfont F(ug) = 0 et F(u1) = 0). Le phénomeéne observé est dans ce cas la
propagation du basculement de 'état uo vers I’état w1, autrement dit une croissance du domaine

spatial ot ’on observe I’état d’équilibre u1 aux dépens de celui ot 'on observe ’état wuo.

11 s’avére que les systémes de réaction-diffusion (137) admettent des solutions de type front;
avant d’entrer dans la justification mathématique de cette affirmation, nous allons donner quelques
les typiques, sur lesquels on peut comprendre intuitivement le mécanisme a 'origine du phé-

exemp

noméne de propagation.

A

b a(x.t) = A®2)

- vitesse ¢

précurseur

\

Figure F.1: Front d'onde observé avec la réaction auto-catalytique A + B — 2A4
lorsque les deux espéces A et B ont des coefficients de diffusion D identiques et sont
initialement séparées [Fisher 1937] [Kolmogorov et al. 1937]. La grandeur représentée
est la concentration locale a(xz,t) de I'espéce A, rapportée a la concentration totale
(homogeéne et constante); la concentration relative de I'espéce B est ainsi b(z,t) =
1 — a(z,t) si bien que I'équation d’évolution de la concentration de A s'écrit d,a =
DOyza + Ka(l — a). Par définition d’une solution de type «front», le profil A(z) est
stationnaire dans le référentiel mobile a la vitesse de propagation ¢, avec z = x — ct. La
région active, ol se produit la réaction, est la région du front ce que visualise le profil de
la dérivée A’(z) (courbe tiretée). Son épaisseur e est reliée a la pente maximale du front.
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EXPLICATIONS INTUITIVES DE LA PROPAGATION D’UN FRONT

Prenons ’exemple d’un phénoméne de combustion: la réaction est initiée en un point xo par une
élévation de la température. La réaction est exothermique, si bien que de la chaleur diffuse autour
du point d’ignition. L’élévation de température qui s’ensuit va alors rapidement initier la réaction
dans tout le voisinage de xo, de sorte que la combustion va s’étendre de proche en proche. C’est
Pimage familiére du feu se propageant dans une trainée de poudre. Dans les réactions chimiques, la
fonction d’étincelle (assurée ci-dessus par le caractére exothermique de la combustion) et sa trans-
mission (réalisée ci-dessus par la diffusion thermique) sont respectivement assurées par le caractére
autocatalytique d’un des réactifs et par sa diffusion (moléculaire). L’exemple typique, déja rencontré
au § 2.3.1 et sur lequel nous reviendrons longuement ci-dessous, est celui de la réaction A+ B — 24
ou les espéces A et B sont initialement séparées dans I’espace. Le front visualise ’avancée spatiale
de la réaction (figure F.1). La région chimiquement active est localisée & l'interface entre la région
ot il n’y a que le réactif B (incapable de réagir seul) et la région ot il n’y a plus que des produits
A, ce que visualise la dérivée du profil du front.

La propagation de I'influz nerveuz est également un phénomeéne de réaction-diffusion, ce qui a été
mis en évidence par les travaux expérimentaux de Hodgkin et Huxley et par le modéle qu’ils en ont
déduit. Le mécanisme en est le suivant. L’excitation de la membrane d’un neurone par un stimulus
électrique (extérieur, in wvitro, ou provenant des voies sensorielles ou des autres neurones, in vivo)
modifie les perméabilités ioniques de cette membrane 14°. Cela se traduit par une modification locale
et transitoire des courants ioniques transmembranaires, essentiellement des courants d’ions sodium
Na™ et d’ions potassium K. On appelle potentiel d’action cette activité électrique de courte durée
(de Pordre de la ms) prenant place au niveau de la membrane de ’axone. Par diffusion des ions dans
I’axone, le long de la membrane, cette activité va se comporter comme un stimulus vis-a-vis de la zone
contigué de membrane. L’équation qui porte aujourd’hui le nom de Hodgkin et Huxley (un systéme
d’équations aux dérivées partielles paraboliques) et le modéle simplifié introduit par FitzHugh et
Nagumo [FitzHugh 1961] [Nagumo et al. 1962], ont permis de montrer a montré explicitement qu’un
mécanisme de réaction-diffusion pouvait rendre compte de la propagation sans déformation d’'un
potentiel d’action [Keener et Sneyd 1998] [Murray 2002]. On pensait auparavant que la propagation
des influx nerveux devait nécessairement étre modélisée par une équation d’onde, transposant au cas
des neurones les équations des ondes électromagnétiques dans la matiére (en oubliant le caractére
excitable et actif de la «matiére vivante»).

Le premier front fut mis en évidence en 1906 par Luther dans une réaction chimique (d’ou le
nom de «réaction-diffusion»). Mais le concept n’émergea réellement qu’avec les travaux effectués
indépendamment par Fisher et par Kolmogorov sur la réaction auto-catalytique A + B — 2A et
publiés la méme année 1937. Pour résumer, le couplage de la diffusion avec un mécanisme non
linéaire de réaction va:

— d’'une part maintenir Pamplitude du profil du front (les états uo et wi sont prescrits par la
dynamique, ce sont des valeurs intrinséques et non des valeurs déterminées par une condition aux
bords ou par 'amplitude d’une perturbation initiale);

— d’autre part réaliser une transmission d’un effet (le basculement de uo vers u1) & une vitesse sans
commune mesure avec celle d’'un mouvement de diffusion. Alors qu’un processus de diffusion conduit
4 un élargissement du support de la perturbation joint & un affaiblissement de son amplitude, un
front de réaction-diffusion correspond & un phénoméne de propagation sans déformation.

149. On sait aujourd’hui que cette modification est due & 'ouverture de canaux ioniques controlée par le
potentiel transmembranaire (§ 3.5).
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RD2 RD3
Fu) Fu)

Figure F.2: Trois modéles de réaction-diffusion

F.2 - Propagation de fronts: modéles typiques

LES TROIS PRINCIPAUX MODELES ET LEURS SPECIFICITES

Nous nous limiterons au cas unidimensionnel (zr € R) ou aux situations qui s'y raménent par
homogénéité et symétrie (direction de propagation Oz, front plan). Les trois modéles typiques que
je présenterai sont les suivants (voir figure F.2):

Oru = DOgpu + Ku(l — u) RD1
Ot = DOppu — K(u —uo)(u —ur)(u —uz)  (0<up <uz <wup <1) RD2

Oru = DOpou + F(u) Fu)=0si0<u<#6, F(1)=0 RD3

Je citerai d’emblée les résultats de I’analyse mathématique de ces modéles, & savoir les caractéris-
tiques des solutions de type «front» que possédent ces trois modéles et leurs différences essentielles
[Showalter 1995] [Murray 2002]. La démarche et les arguments invoqués pour montrer 'existence
et les propriétés de ces solutions seront briévement abordés dans la suite du paragraphe %0,

e Le modéle RD1 correspond plus généralement au cas ot le terme de réaction F' est est essentiel-
lement quadratique, avec F'(0) = F(1) = 0, F'(0) > 0 > F'(1); je soulignerai qu’il est indispensable
d’avoir F' > 0 sur ]0, 1] et une inégalité F’'(0) > O stricte, sinon le comportement rejoint celui du
modeéle RD3. Ce modéle a été introduit et étudié d'une part par Fisher en génétique des popula-
tions pour décrire la propagation d’un géne A favorable [Fisher 1937], d’autre part par Kolmogorov,
Petrovsky et Piskunov [Kolmogorov et al. 1937]: il est connu sous le nom de modéle KPP ou FKPP.
11 posséde une infinité de solutions décrivant la propagation d’une état stable u1 = 1 dans un état
instable up = 0. Ces solutions différent par leurs vitesses de propagation, variant dans un continuum
[¢ > ¢min]- Le front effectivement observé est en général celui se déplagant a la vitesse minimale
Cmin (je reviendrai plus longuement sur ce point au § F.3) .

e Le modéle RD2 correspond au cas ol F' est essentiellement cubique et posséde deux états stables
u = up et u = uy (tels que F'(uo) < 0 et F'(u1) < 0). On 'appelle pour cette raison le modéle
bistable. Il ne posséde qu’une seule solution de type front, reliant les deux états stables uo et ui. Sa

vitesse de propagation est univoquement déterminée et son signe est celui de 501 F(u)du.

e Le modéle RD3, présentant un seuil 6 en-dessous duquel la réaction ne peut se déclencher,
se rencontre par exemple dans le contexte de la combustion (0 est alors relié a la température
d’ignition) [Berestycki 2000]. Bien que sa forme en cloche rappelle le modéle RD1, le modéle RD3
doit au contraire étre vu comme une variante du modéle RD2 («court-circuit» de la région ot F' < 0).

150. H. Berestycki, cours donné durant le semestre Dynamique des fronts réactifs, a I'THP, sep-dec 2002.
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En particulier, il ne posséde qu’une seule solution de type front, reliant les deux états stables u =0
et u = 1, se propageant & une vitesse ¢ > 0 bien déterminée.

QUELQUES PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

Avant de discuter plus en détail les différences entre les trois modeles ci-dessus, les méthodes per-
mettant d’établir ces résultats et les problématiques physiques qui s’y rattachent, je vais présenter
quelques notions et résultats préliminaires, indispensables 4 I’analyse des fronts de réaction-diffusion.
Un état u = uo, stationnaire et spatialement uniforme est solution si et seulement si F'(ug) = 0.
Cet état est dit stable si F'(uo) < 0: il s’agit donc a priori d’une stabilité vis-a-vis de la dynamique
locale, purement temporelle, au sens ol uo est alors un point fixe stable de du/dt = F'(u). On peut
chercher I’évolution d’un mode spatial ug + ax(t)e*®, de vecteur d’onde réel k. 11 vient:
dag/dt = [F'(uo) — DE*] ou, (141)
Si F'(uo) < 0, tous les modes sont linéairement stables, cette fois vis-a-vis de la dynamique globale,
spatio-temporelle, et relaxent exponentiellement vite vers 0, uniformément par rapport a z: la
stabilité purement temporelle de uo assure ’absence d’instabilités absolues, i.e. de perturbations
croissant exponentiellement vite au cours du temps & x fixé. L’étude de l'existence d’une solution
de type «front» et de sa stabilité va naturellement se faire dans le référentiel mobile & la vitesse c,
qui est & ce stade une inconnue 4 déterminer. On pose:

z=x—ct (142)
L’équation conduisant au profil U(z) du front devient une simple équation différentielle ordinaire:
DU" 4+ cU +F(U)=0 (143)

11 existe une solution de type «front» si cette équation admet une solution convenable, en particulier
telle que U > 0. Notons qu’elle peut étre vue, en interprétant z comme une variable temporelle,
comme ’équation d’évolution d’un oscillateur de masse D, de coefficient de friction ¢, dans un

potentiel W tel que W = F. Cette équation différentielle ordinaire d’ordre 2 se raméne a un
systéme dynamique de dimension 2:
U=v
{ V' = ~(1/D) &V + F(U)] (144

dont on peut tracer le portrait de phase dans le plan (U, V). Les points fixes de (144) sont tous les
points de la forme (v*,0) ott F(u*) = 0. La matrice de stabilité de ce systéme dynamique auxiliaire
a alors pour valeurs propres les racines de I’équation DA? 4+ Ac+ F’(u*) = 0. Un point fixe u* stable
pour du/dt = F(u) va correspondre & un point fixe de type selle (AT > 0 > A7) pour (144); un point
fixe u* instable pour du/dt = F(u) sera au contraire stable si ¢ > 0 (nceud stable si ¢ > 4DF’(u*),
foyer stable si ¢ < 4DF’(u*)). L’intérét de cette approche est qu’on sait caractériser une solution
de type front sur le portrait de phase: elle correspond a une séparatrice entre deux points fixes
(u0,0) et (u1,0) puisqu’elle se développe sur une «durée» infinie, entre les deux points fixes qu’elle
n’atteint qu’asymptotiquement: U(s — +00) = uo, U(s — —o0) = u1, avec ug < u;. La condition
physique U > 0 va conduire & rejeter tous les cas ol cette séparatrice passe dans le demi-plan
U < 0. Les portraits de phase des deux modéles RD1 et RD2 et les solutions de type «front » qui
s’en déduisent sont représentés sur les figures F.3 et F.4.

ANALYSE DU PORTRAIT DE PHASE DE L'OSCILLATEUR EQUIVALENT

e Pour le modéle RD1, on a ugp = 0 et u;s = 1. Le point (1,0) est un point fixe hyperbolique (ou
«point selle») alors que (0,0) est un foyer ou un nceud stable. La condition que la séparatrice reste
dans le demi-plan U > 0 exclut le cas ol (0, 0) est un foyer, ce qui borne inférieurement les vitesses
admissibles: ¢ > ¢min = 24/ DF’(0). Pour toute valeur ¢ > cmin, il existe une unique solution, de
type front, de plus décroissante (U’(z) < 0).
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F(u) v=Uu'

Figure F.3: Analyse par portrait de phase d'un front FKPP

e Pour le modéle RD2, (u1,0) et (uo,0) sont tous les deux des points fixes de type selle, autrement
dit des états d’équilibre métastables de l'oscillateur équivalent (’analogue de la position haute d’un
pendule). L’analyse des différents portraits de phase obtenus en faisant varier ¢ montre qu'’il n’y
a qu’une valeur pour laquelle il existe une séparatrice reliant les deux points fixes, ¢.e. une seule
valeur du «coefficient de friction» ¢ de cette pseudo-dynamique pour laquelle la trajectoire quittant
P'une des positions d’équilibre métastables va exactement s’arréter dans l'autre (I’atteindre avec une
vitesse V' = U’ nulle). Une fois fixées les conditions aux limites U(—o0) = u1 et U(400) = uo, le
signe de la vitesse de propagation se détermine en intégrant ’équation (143) entre —oco et +oo aprés
l’avoir multipliée par U’:

c/+m[U’(z)}2dz = /m FOU' (2)dz = /ul F(u)du (145)

oo oo uo

Si 501 F(u)du > 0, alors ¢ > 0; le profil du front est décroissant, reliant u; = U(—00) a ug = U(+00);
on observe alors la propagation de ’état u; dans I’état uo, autrement dit un basculement de ug
vers u; progressant dans ’espace vers les x positifs. Si au contraire f:ol F(u)du < 0, alors ¢ < 0, le
front progresse vers les = négatifs et décrit le basculement de u; vers ug: c’est maintenant uo I’état

«dominant» qui envahit ;.

F(u) v=Uu'

e

1
AN '

Figure F.4: Analyse par portrait de phase d'un front bistable (avec ¢ > 0)
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e Dans le cas du modéle RD3, 0 n’est pas un minimum isolé de W (puits & fond plat): tous les
points (u,0) avec 0 < u < 0 sont des états d’équilibre possibles. Il n’existe alors qu’une seule valeur
du coefficient de friction telle que le mouvement s’arréte en (0, 0), sachant qu’il est parti de (1,0).

Une étude mathématique des trois modéles permet de montrer rigoureusement (méthode du tir)
Pexistence de solutions de type «front» telles que U(s — +00) = ug et U(s — —o0) = uq; leur profil
est décroissant et le signe de la vitesse de propagation est égal & celui de f:ol F(u)du [Fife 1979].

La conclusion & retenir est qu’il y a ainsi une différence fondamentale entre la propagation dans
un état instable (modéle RD1) et la propagation dans un état stable (modéle RD2) ou indifférent
(modéle RD3). Dans les modéles RD2 et RD3, la résolution de (143) détermine une unique vitesse c.
Dans le cas du modéle RD1, la détermination de la vitesse de propagation ne découle pas simplement
de la résolution de (143); un mécanisme supplémentaire de sélection dynamique intervient, qui oblige
a considérer I’équation spatio-temporelle compléte pour suivre 1’évolution de la condition initiale
uo(x) = u(z,t = 0) envisagée.

F.3 - Le modéle quadratique (FKPP): sélection de la vitesse de propagation

Notre attention va désormais porter sur le premier modéle RD1. Il correspond au schéma de réaction:

A+B X% 04 (146)
La conservation de la concentration totale p (supposée homogéne) permet de se ramener 3 ’équation
d’évolution RD1 avec u égale 4 la concentration relative (bornée par 1) de 'espéce A. La constante
K du modéle RD1 est reliée a la constante cinétique Ko de la réaction suivant K = Kop (K a pour
dimension linverse d’un temps).

UN CONTINUUM DE SOLUTIONS

On montre rigoureusement (méthode du tir [Fife 1979]) ou plus intuitivement (méthode du portrait
de phase détaillée au paragraphe précédent et illustrée sur la figure F.3) qu'il existe une solution
de type «front» pour toute valeur ¢ > cmin = 2v/ KD de la vitesse de propagation *®'. De plus, elle
vérifie 0 < u(w,t) < 1 et elle est strictement décroissante 2. On obtient ainsi une famille U.(z) de
profils paramétrée par ¢ avec ¢ > Cmin. On peut facilement déterminer 1’épaisseur e du front si on
choisit de I’estimer comme l'inverse de la pente au point d’inflexion e = 1/|U’(2*)| ot U"(2*) = 0
(voir figure F.1). On trouve ainsi e(c) = 4¢/K; en particulier, €,,:n = 84/D/K pour le front se
propageant  la vitesse minimale cynin. On a explicitement 6¢ [~ [u'(2)]?dz = K: si on a deux
profils tels que |u5| < |uj| en tout point, alors co > ci; cela montre que le front le plus pentu est
aussi le plus lent.

SELECTION DYNAMIQUE DE LA VITESSE DE PROPAGATION

La question qui se pose alors est de déterminer laquelle de ces solutions (Uc)c>e,,,;,, sera effectivement
observée, autrement dit quelles vitesses seront spontanément sélectionnées par la dynamique avec
comme question subsidiaire celle de 'unicité. Le probléme est d’ailleurs plus général que celui de la
sélection d’une vitesse de propagation (et indirectement du profil U.(z) associé): il recouvre toutes
les situations ou il y a sélection dynamique parmi différents motifs spatio-temporels fournissant tous
des solutions asymptotiques possibles des équations d’évolution. Le terme de sélection «dynamique»

151. On rencontre parfois une inexactitude & ce sujet dans la littérature, ou il est dit & tort que pour
¢ < ¢cmin, les fronts existent mais sont instables. Le résultat correct est qu’il n’existe pas de solution de type
«front» pour ¢ < ¢min-

152. Des arguments mathématiques basés sur le principe du maximum assurent que si u(z,t = 0) € [0, 1]
pour tout z, alors la solution de 1’équation RD1 reste bornée: 0 < u(z,t) < 1 pour tout x et tout ¢ > 0
[Protter et Weinberger 1967].
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souligne que ce ne sont pas les conditions aux bords qui vont étre déterminantes mais la dynamique
elle-méme; c’est assurément le cas ici, puisque les conditions aux bords sont les mémes pour toutes
les solutions: U(—o0) = 1 et U(+o00) = 0. Je commencerai par souligner que cette question de la
sélection de la vitesse de propagation est double.

(i) Elle peut s’envisager d’un point de vue mathématique et étre étudiée comme une propriété
mathématique de ’équation aux dérivées partielles RD1 qui engendre le front.

(ii) Elle peut aussi s’envisager d’un point de vue physique, concret, en étudiant Peffet d’un bruit
qui viendrait compléter le modéle. Les phénoménes de sélection qui peuvent alors prendre place
apparaissent comme des propriétés d’un systéme plus complexe que celui décrit par le modéle RD1.

Je discuterai en détail le point (ii) au § F.4, en particulier en distinguant les bruits externe, numé-
rique ou interne et les influences dont ils rendent compte. Je vais dans la suite de ce paragraphe F.3
revenir sur le point (i) et présenter les résultats que ’on connait.

LA CONDITION INITIALE

Dans le point de vue (i), la question est abordée en étudiant le role de la condition initiale: on reste
strictement dans le cadre du modéle RD1 et de son analyse mathématique. Il s’agit de déterminer
quelle évolution asymptotique est associée & une condition initiale donnée, autrement dit d’étudier
le bassin d’attraction (dans un espace fonctionnel approprié) d’une solution (u,c) de type front,
vis-a-vis de la dynamique spatio-temporelle globale!®® engendrée par RD1.

Aronson et Weinberger [1978] ont montré que si uo(x) = u(z,t = 0) présentait un profil suffi-
samment abrupt, alors I’évolution conduisait asymptotiquement vers 'unique profil se propageant
a la vitesse minimale ¢pin. Plus exactement, il faut que uo(z) tende vers 0 plus vite que e™ en
x — 00 pour observer cpmin. Si ug(z) tend vers 0 comme e”** avec a < 1, alors la vitesse sélec-
tionnée est donnée par c(a) = (v + 1/a)VKD > cmin [Murray 2002]. Il apparait ainsi dans le
cas du modéle RD1 que la sélection de la vitesse de propagation se fait dans la partie située en
avant du front, ol la concentration de A est encore trés faible; nous appellerons cette région le
«précurseur» du front (leading edge en anglais). Une explication intuitive est basée sur la croissance
de la vitesse de propagation avec la largeur du front. Considérons un front <hybride», i.e. constitué
du raccord de deux fronts de pentes et de vitesses différentes: la partie «plate» la plus rapide va
«rattraper» la partie abrupte la plus lente, qui va elle persister. La propagation d’un tel front est
ainsi un exemple de phénomeéne auto-organisé, au sens ou il s’agit d’'une manifestation collective,
globale, macroscopique, émergeant de la conjonction de mécanismes microscopiques (réaction locale
et couplage diffusif). On se rapproche alors du point de vue (ii): des perturbations ou inhomogé-
néités surimposées a un front se propageant a la vitesse c vont créer le genre de «raccord» que nous
venons de décrire et diminuer de proche en proche la vitesse du front , jusqu’a ce qu’elle atteigne
la valeur «butoir» ¢min. On rejoint ici la notion de stabilité marginale®, elle aussi fréquemment

153. Les solutions (Uc)c>c,,;, apparaissent comme des attracteurs de la dynamique globale, et le modéle RD1
admet donc une famille continue d’attracteurs. Nous ne développerons cependant pas ce point de vue car il
est délicat et encore en développement. Il exige en particulier de préciser ’espace fonctionnel dans lequel on
considére 1’évolution et de le munir d’une topologie adéquate, reflétant la structure et les propriétés spatiales
des solutions (continuité, dérivabilité, bornes). Il ne s’agit donc pas simplement d’étendre les notions et
résultats obtenus pour des systémes dynamiques de dimension finie au cas de systémes de dimension infinie.

154. Des résultats sur la sélection de la vitesse de propagation, formalisant le raisonnement qualitatif que je
viens de présenter, ont été énoncés sous la forme d’un critére «empirique» (i.e. sans réelle preuve mathéma-
tique) appelé le critére de stabilité marginale [van Saarloos 1987]. Explicitement, le critére s’énonce dans le
cadre de ’analyse de stabilité linéaire dans le référentiel en mouvement, autour de ’état d’équilibre ag = 0.
On cherche le comportement des modes e~ *#T«  ce qui conduit & une relation de dispersion w(k) et & une
vitesse de propagation c(k) = Re|w(k)]/Re(k). Les solutions stables doivent vérifier Im[w(k)] = 0. Le point
de stabilité marginale (k*,c*) est donnée par les deux équations Im[dw(k)/dk](k*) = 0 et ¢* = dw/dk(k*).
L’idée qu’elles énoncent est que la vitesse de propagation c,,s du front effectivement observé est telle que le
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associée aux phénoménes d’auto-organisation.

STABILITE STRUCTURELLE COMME CRITERE DE SELECTION

Un autre critére de sélection a été proposé sur un argument de stabilité structurelle 155 [Chen et al.
1994]: une solution, pour étre effectivement observée, doit persister si on modifie la loi d’évolution
par une faible perturbation, ici déterministe®®. La justification de ce critére est que le terme
de réaction F'(u) n’est qu'un modéle et que dans la réalité, de multiples influences peuvent venir
modifier ce terme par une contribution 0 F' indéterminée, pouvant varier d’une observation & l'autre.
La stabilité structurelle est donc indispensable pour que le phénomeéne soit reproductible. Le point
délicat est alors de préciser ce qu’on entend par «faible perturbation»: cela va nécessiter de se placer
dans un espace fonctionnel normé, par exemple Pespace C° des fonctions continues (norme sup) ou
I’espace C' des fonctions continiment dérivables. Le choix de cet espace va beaucoup influer sur la
réponse: on pourra avoir stabilité structurelle vis-a-vis d’un type de perturbations et perdre cette
stabilité si on élargit la classe des perturbations considérées. Chen et al. montrent, par une approche
de renormalisation, qu’on a stabilité dans C' de toutes les solutions de vitesse ¢ > cmin [Paquette
et al. 1994]. Le seul front structurellement stable dans C° est celui se propageant & cmin. Introduire
une perturbation C°-petite va simplement modifier continuement la vitesse de propagation. Par
contraste, pour tous les autres fronts (avec ¢ > Cmin), il existe des perturbations C°-petites de F
qui les font disparaitre, par exemple une perturbation de F' transformant RD1 en RD2 ou RD3.

De ce point de vue, il est intéressant de comparer les modéles RD1 et RD3. Le modéle RD3 peut
atre rendu aussi proche que désiré de RD1 dans C° en prenant 0 suffisamment proche de 0 mais, aussi
petite que soit la valeur de ce seuil 6, le modéle RD3 ne posséde qu’une solution de type front, de
vitesse c(0) bien déterminée; cette vitesse varie continuement avec 0 et le front est structurellement
stable (dans C°). Par contre, ce résultat montre une instabilité structurelle du modéle RD1: le
«cutoff» du terme de réaction pour u < 6 modifie qualitativement le modéle, celui-ci devenant alors
du type RD3. Tous les fronts de vitesse ¢ > cmin vont alors disparaitre. Le front de vitesse cmin
persiste mais avec une vitesse ¢(6) un peu modifiée, se raccordant continuement & cmin en 6 = 0.
Un théoréme de comparaison des solution assure, a priori, que la vitesse c(0) va étre inférieure
A Cmin. C'est ce que retrouvent Brunet et Derrida [1998] & I’aide d’une simulation numérique **7.
Mais ils obtiennent de plus le comportement quantitatif de ¢(6): la correction ¢(0) — ¢min (négative)
de la vitesse de propagation du front observé croit trés lentement, en 1/(log#)?, quand le seuil 6
augmente & partir de 0.

La question que nous allons envisager au paragraphe suivant est de nature complétement dif-
férente, puisqu’il s’agit d’évaluer I'influence de la stochasticité microscopique intrinséque sur la
sélection de la vitesse de propagation du front.

compromis entre la diffusion des différentes espéces et les réactions chimiques qui les créent ou les consomment
maintienne ce front dans un état de «stabilité marginale», i.e. cops = ¢*; on trouve ici ¢* = cpyin.-

155. L’étude de stabilité structurelle ne doit pas étre confondue avec I’étude de stabilité de la solution
par rapport aux perturbations de cette solution. L’étude de stabilité structurelle se fait en considérant les
propriétés globales de la dynamique engendrée par un terme de réaction F'+JF'. L’étude de la stabilité linéaire
se fait en considérant 1’évolution d’une perturbation spatio-temporelle £(z,t), initialement de support borné,
de la solution envisagée: 9:£ = D& + c0.¢ + F'[U(2))€.

156. Chen et al. considérent des perturbations §F déterministes. Comme nous le discutons au § F.4, la
différence avec la question de nous avons étudiée [6] n’est pas tant le caractére stochastique de la perturbation
que nous envisageons que son origine: chez Chen et al., 0F est une perturbation générique décrivant toutes
les distorsions que I’environnement peut faire subir 4 la loi d’évolution F'; dans notre étude, la perturbation
est intrinséque, décrivant les distorsions que les composantes microscopiques de la dynamique du systéme
font subir a la loi d’évolution macroscopique F'.

157. Le «cutoff» est introduit dans l’article de Brunet et Derrida pour modéliser le caractére discret de la
dynamique microscopique. Il modifie qualitativement le modéle RD1: la dynamique macroscopique devient
de type RD3; ’obtention d’une vitesse ¢ < ¢yin est d’ailleurs incompatible avec le modéle RD1.
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F.4 - Influence du bruit

Nous avons jusqu’a présent considéré les propriétés du modéle de réaction-diffusion déterministe,
éq. (137, en fonction de la forme du terme de réaction, mais sans remettre en question la pertinence
d’un tel modéle. En quelque sorte, nous avons étudié I’équation (137) d’un point de vue mathé-
matique, en analysant toutes ses caractéristiques mais sans nous soucier de son origine ni de sa
signification. D’un point de vue physique, une question préliminaire est de justifier le recours & un
tel modeéle et de déterminer quelle réalité il recouvre, et sous quelles conditions de validité.

Une partie de cette interrogation va concernenr la sensibilité au bruit d’un tel modéle; nous
distinguerons ci-dessous le bruit extérieur et le bruit interne, en nous focalisant par la suite sur le
bruit interne: il est indissociable du phénomeéne envisagé et il est donc essentiel que les prédictions
du modéle soient robustes vis-a-vis de ce bruit intrinséque pour que le modéle ait un sens.

UNE INFLUENCE DIFFERENTE SUR LES DIFFERENTS MODELES

Des arguments qualitatifs suffisent & donner une idée préliminaire de l'influence des fluctuations
locales de concentration (quelle qu’en soit origine, extérieure ou interne) sur les fronts décrits aux
paragraphes précédents.

e Dans le cas RD1, la propagation du front se fait dans un état instable uo = 0: c’est ce qui
explique que la sélection de la vitesse c effectivement observée dépende de ce qui se passe dans le
précurseur du front, 1a ot u est encore trés faible (figure F.1). Or dans cette région, le poids relatif
des fluctuations est trés grand, et il est méme amplifié par 'instabilité de ’état uwp = 0. On s’attend
donc & ce qu’elles puissent avoir une influence importante sur la vitesse c.

e Dans le cas RD2, on s’attend au contraire & une robustesse du comportement observé vis-a-vis
des perturbations (variation continue de 'unique vitesse possible, sans modification qualitative du
phénomeéne observé), sauf dans les situations limites ou us se rapproche de uo ou de u1. Un résultat
général est en effet la sensibilité au bruit des points de bifurcation. La dégénérescence us = wug
ou uz = u; de la dynamique bistable peut étre vue comme l'exact analogue d’un point critique,
ol une transition de phase du second ordre remplace en T = T, une transition du premier ordre
en T < T¢; on trouve ici un prolongement de ’analogie entre les bifurcations et les transitions de
phase présentée au § 2.2.5. Plus précisément, on peut ici mettre en paralléle la dynamique bistable
et le gaz de Van des Waals, du fait de la similitude des équations cubiques. La disparition du point
fixe instable uy par fusion avec 'un des points fixes stables ug ou u; correspond & la disparition
des extrema sur les isothermes de Van der Waals, autrement dit au point critique de la transition
liquide-gaz associée. L’analogie se poursuit en ce qui concerne I'importance des fluctuations et leurs
conséquences A toutes les échelles [Lemarchand et Vidal 1988].

e Dans le cas RD3, 'existence d’un seuil 0 rend le front insensible aux fluctuations présentes dans le
précurseur (lequel est trés en-dessous du seuil). De plus, comme dans RD2, 'unicité du front le rend
structurellement stable. Il y a ainsi une différence qualitative entre RD1 et RD3 dans leur sensibilité
au bruit, & mettre en regard de la différence existant entre leurs propriétés mathématiques.

BRUIT EXTERNE, BRUIT NUMERIQUE, BRUIT INTERNE: DES EFFETS DIFFERENTS
On peut reprendre pour des perturbations stochastiques'®® 1’étude de stabilité structurelle dévelop-
pée au § F.3. Un bruit surimposé au modéle RD1 va ainsi typiquement amener la vitesse du front

a la valeur c¢min. J’ai introduit une réserve avec 'adverbe «typiquement»: pour un «bruit erterne»

158. Le caractére déterministe ou stochastique d’une perturbation n’est d’ailleurs pas intrinséque mais au
contraire tout & fait subjectif: c’est notre facon de la décrire qui est déterministe ou stochastique. Il est ici
question de contributions & la dynamique qui apparaissent stochastiques 1a ou la contribution dominante
peut étre décrite par un modéle de réaction-diffusion déterministe.
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quelconque (bruit blanc, par exemple) tel celui qu'impose 'environnement extérieur, ou pour le
«bruit numérique» qui intervient dans la résolution numérique de RD1, on observe effectivement
une stabilisation de la vitesse de propagation sur la valeur ¢ = cmin. Par contre, si le bruit est
structuré d’une fagon particuliére, adaptée a la dynamique, il peut se produire des effets coopératifs
entre cette dynamique et le bruit, et ces effets sont susceptibles de modifier les caractéristiques
macroscopiques du front, en particulier sa vitesse de propagation. Nous allons voir que c’est le cas
avec le «bruit interne» rendant compte de la composante microscopique d’une dynamique complexe
dont ’équation aux dérivées partielles RD1 décrit la composante macroscopique. C’est en effet
toute une dynamique organisée depuis les échelles microscopiques jusqu’a I’échelle d’observation
qui est & ’ceuvre dans un front de réaction-diffusion réel, et la question que nous posons est d’étu-
dier la distorsion de la vitesse de propagation lorsqu’on ampute la dynamique de ses composantes
microscopiques (ce que Pon fait en se limitant & une description macroscopique de type RD).

L’EFFET DU CARACTERE DISCRET DES PARTICULES

Un autre effet peut remettre en question la validité du modéle continu (137) pour décrire un systéme
de réaction-diffusion réel: le caractére discret des particules. Les concentrations locales dans une
petite région de I'espace varient en fait par pas de 1/N si N est le nombre moyen de particules dans
cette région. Cet effet de discrétisation peut étre important pour les systémes ol la concentration
locale fait effectivement intervenir un petit nombre d’individus. C’est par exemple le cas lorsque
de tels modéles sont introduits pour décrire I’évolution spatio-temporelle de colonies de bactéries
[Kessler et al. 1998]. L’effet semble en général mineur dans le contexte des réactions chimiques,
ou il n’apparait que pour des valeurs de la concentration locale beaucoup plus faibles que celles
rencontrées dans les expériences [Gonze et al. 2002] sauf, par exemple, pour les réactions ayant lieu
a lintérieur d’une cellule [Vilar et al. 2002]. Du point de vue théorique, la question a été abordée
par Brunet et Derrida [1997]. Leur résultat'%®, confirmé plus récemment par [Pechenik et Levine
1999], montre que Ueffet de la discrétisation est analogue & celui d’un cutoff (C), dépendant de la
densité locale C' (il tend vers 0 quand la densité C tend vers l'infini). Autrement dit, effet de la
discrétisation peut étre pris en compte au niveau de la description macroscopique dans un cutoff du
terme de réaction, conduisant & un modéle de type RD3. Ce résultat met en évidence 'instabilité
structurelle du modéle FKPP, puisque la prise en compte de la réalité microscopique conduit & un
modéle de type RD3, pour lequel il n’y a qu’une vitesse de propagation c(f) possible. Cette vitesse
de propagation dépend continuement du cutoff, et de fagon monotone décroissante (elle croit vers
Cmin si 6 décroit, autrement dit si C' croit car alors, le poids relatif de la discrétisation tend vers 0):

c(6) < c(6 = 0) = cmin ot Cmin — c(0) ~ m%y (147)
Pour des particules discrétes, existence d’un continuum de fronts est donc un artefact de la modé-
lisation macroscopique, de sorte qu’en réalité, il n’y a pas de probléme de sélection de la vitesse de
propagation: ce probléme est une question mathématique relative au modéle RD1, mais qui ne se
pose pas dans la situation réelle que RD1 est censé représenter.

BRUIT INTERNE ET REALITE MICROSCOPIQUE

Jenvisagerai désormais la question du bruit interne dans le modéle de réaction-diffusion macroco-
pique RD1 et par suite celle de la validité de ce genre de description macroscopique, de type «champ
moyen», dans des situations ot 'on s’attend a ce que les fluctuations microscopiques puissent étre
amplifiées jusqu’a avoir des conséquences directement observables. Il ne s’agit pas de mettre en
évidence une propriété inédite de RD1 mais de montrer I'effet, aux échelle censées étre décrites par

159. Le fait que les auteurs considérent initialement un terme de réaction F(a) = a — a® au lieu de F(a) =
a — a? est sans conséquence. Les deux modéles appartiennent en effet 3 la méme classe, caractérisée par
F(0) = F(1) =0, F > 0sur |0, 1], F/(0) > 0 > F’(1).
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RD1, de corrections microscopiques stochastiques, i.e. de termes non pris en compte dans RD1 sur
la foi d’un argument de séparation des échelles. Pour étre utile, la réponse devra préciser quan-
titativement dans quelles conditions on peut se contenter de RD1 pour décrire correctement les
propriétés macroscopiques du front que sont son épaisseur e et sa vitesse de propagation ¢ (il est
bien évident qu’il faut un modéle microscopique pour reproduire la structure microscopique). Notre
approche va donc devoir s’ancrer directement dans la réalité microscopique.

APPROCHE DEVELOPPEE POUR ETUDIER L'INFLUENCE DU BRUIT INTERNE

Dans les simulations directes (dynamique moléculaire, automates cellulaires), un bruit purement
numeérique, artefactuel, lié & la précision finie de la machine, s’ajoute aux fluctuations «réelles»
venant du caractére discret et stochastique du modeéle microscopique. Pour étudier I'influence du
seul bruit interne sur la vitesse du front, sans qu’il soit «pollué» dans la région du précurseur par
un bruit numeérique, ces simulations ne sont donc pas une bonne méthode [Lemarchand 2000]. Elles
sont par contre valables pour étudier la région du front, en particulier pour décrire les propriétés
fractales de linterface réactive (figure 17, [6]).

Pour répondre a la question de la sélection de la vitesse, I’approche utilisée est de commencer
par intégrer le bruit interne dans des équations mésoscopiques de type Langevin, puis de résoudre
numériquement les équations obtenues. Le point de départ est une équation maitresse'%° décrivant
Pévolution & I’échelle des molécules (processus de naissance et de mort décrivant la diffusion, com-
plété par le terme de réaction, ici & deux corps). Pour cela, on subdivise l’espace en cellules de taille
fixée. La taille a des boites est en fait prescrite par Péchelle de temps 7 (taille a ~ v/2D7); elle peut
aussi &tre définie comme une longueur de corrélation. Une fois cette taille a fixée, on peut raisonner
de fagon équivalente en fonction de la concentration moyenne C' (grandeur absolue, mesurable) ou
en fonction du nombre de particules N ~ a?C (grandeur relative, dépendant du modéle adopté).

L’équation maitresse décrit alors 'évolution de la distribution de probabilité P([Na(.), N5(.)],t)
ot [Na(.), Np(.)] est la configuration des nombres d’occupation des différentes cellules pavant I'es-
pace [Lemarchand et Vidal 1988]. Nous avons ensuite adopté une approche perturbative inspirée du
«développement en 1/Q» de Van Kampen (§ B.1). Cette démarche est maintenant un outil classique
pour relier une description «microscopique» totalement stochastique & une description macrosco-
pique déterministe, en faisant émerger les corrections stochastiques qu’il faut ajouter en taille finie,
ou plus généralement lorsque le paramétre 2 de séparation des échelles est grand mais fini. Le
résultat est une équation de Langevin et constitue une étape intermédiaire et constructive entre la
description microscopique stochastique et la description macroscopique déterministe. La variable
qui va jouer le role de 2 est ici le nombre moyen N de particules par cellule spatiale. On intro-
duit alors les quantités (aléatoires) a = Na(i)/N, b = Np(i)/N (ot 7 indexe les différentes cellules
spatiales) et ¢ = a + b. Dans la limite N — oo (donnant en particulier une limite continue pour
la variable spatiale), ’approche perturbative montre que a et ¢ sont solutions de deux équations
de Langevin couplées, paramétrées par le coefficient de diffusion D, la constante cinétique K et la
concentration moyenne (macroscopique) C:

160. Insistons sur le fait que la démarche ne s’applique qu’ad une dynamique microscopique non critique,
i.e. de temps de corrélation fini, puisque le modéle stochastique envisagé comme point de départ est une
équation maitresse (processus de Markov). Cette approche implique également une hypothése d’équilibre
local (il faut sinon revenir a la théorie cinétique et & une description plus microscopique par une équation
de Boltzmann [Lemarchand 2000]). Notons que cette hypothése d’équilibre thermique (en d’autres termes,
de thermalisation des vitesses) n’est ni évidente ni automatique. Citons par exemple le cas les réactions
chimiques activées, par exemple les réactions de combustion: la réaction va sélectionner les particules de
vitesses élevées et donc déformer la distribution des réactifs vers les petites vitesses et celle des produit vers
les grandes puisque les particules rapides auront une probabilité beaucoup plus grande de franchir la barriére
d’activation et de réagir que les particules lentes [Lemarchand et Nowakowski 1998].
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0:a = Ka(c — a) + D2 a + F,
(148)
dic = DIZ,b+ F.

Les forces de Langevin, décrivant un bruit gaussien'®', sont entiérement déterminées par leur
moyenne et leur fonction de corrélation '%2. En notant ao = ao(z,t) la solution de Péquation déter-
ministe drao = Kao(l — ag) + D&2,ay, il vient:

(Fa(z,t)) = (Fe(2,t)) = 0 (149)

(Fule P 1) = 221 {Kao[l — auld(e — /) + 2p L2000 - ’“/”} (150)

5(t —t") 9*[6(z — )]

(R, (! 10y = LD TR (151)
(Falar (1)) = = 22 (0 - g1y P00 = 2] (152)

EFFET SUR LA VITESSE DE PROPAGATION

Le paramétre déterminant apparait étre la concentration locale de particules C. La résolution nu-
mérique des équations de Langevin montre que Peffet des fluctuations de densité (qu’elles décrivent
correctement) est une augmentation de la vitesse de propagation:

¢ = Cmin ~C73 >0 (153)
Ce résultat est néanmoins partiel, ce qui permet d’expliquer qu’il soit en contradiction avec les ré-
sultats de Brunet et Derrida: 'effet des fluctuations de densité que nous décrivons est une correction
positive & la vitesse ¢4 obtenue en ne prenant en compte que l'effet de la discrétisation. En bilan,
Peffet résultant est une diminution: ¢ < ¢pmin mais ¢ > ¢q. Détaillons davantage ce point. Il y a deux
causes d’écart a la description macroscopique. Il y a d’une part Peffet de la discrétisation ([Brunet
et Derrida 1997]), d’autre part I’effet des fluctuations statistiques, qui est le point que nous avons
traité [6]. Les travaux cités envisageant respectivement une correction dans le cadre macroscopique
(cutoff du terme de réaction) ou une correction & une échelle mésoscopique (équation de Langevin).
Il s’agit ainsi de travaux complémentaires. Les deux effets interviennent conjointement, se super-
posant de fagon d’ailleurs compliquée (non additive). Annie Lemarchand a récemment réalisé deux
études numériques microscopiques, prenant donc simultanément en compte l'effet de la discrétisa-
tion et celui des fluctuations statistiques: la premiére en simulant directement ’équation maitresse,
la seconde par la méthode de simulation de Bird («Direct Simulation Monte Carlo method»). Elle
a ainsi réconcilié les différents résultats. L'effet de la discrétisation (cutoff) domine aux grandes
valeurs de N et la correction est alors celle prédite par Brunet et Derrida: cimin — ¢ ~ (log N) ™2
(régime de «bruit faible») Aux petites valeurs de N, leffet des fluctuations statistiques ne peut par
contre pas étre négligé. Le résultat final est ainsi une diminution de la vitesse de propapagation
moins importante que celle prédite par Brunet et Derrida, du fait de la correction positive due aux
fluctuations de densité: on trouve i, — ¢ ~ N~1/? (régime de «bruit fort») [Lemarchand 2000].

161. Le caractére gaussien découle du développement; il n’y a pas besoin de I’ajouter parmi les hypothéses.
162. Je donne ici les expressions pour un milieu unidimensionnel; notre article [6] présente également le cas
d’un milieu bidimensionnel.
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DE NOMBREUX MODELES MICROSCOPIQUES POSSIBLES

Un dernier point que je soulignerai, concernant I’étude des fluctuations internes et de leurs consé-
quences, est que de nombreux mécanismes moléculaires correspondent, & ’échelle macroscopique, au
terme de réaction logistique intervenant dans ’équation de réaction-diffusion de FKPP. Un premier
modéle possible est A = A + A; le terme non linéaire dans I’équation cinétique vient alors de la
réaction de coagulation: da/dt = ka — k’a®. En normalisant @ par la valeur d’équilibre d., = k/k,
il vient da/dt = ka(l — a). Mais le schéma de réaction A + B — A + A, trés différent (deux es-
péces, irréversible) conduit & la méme équation cinétique dans approximation de champ moyen a
laquelle correspond l'utilisation de ce type d’équation: da/dt = kab = —dB/ dt. La non-linéarité vient
alors de la conservation du nombre total de molécules, qui provoque un mécanisme de saturation:
@+ b= do = cte. En normalisant a = a/ao, il vient da/dt = Ka(1 — a) avec K = kao.

F.5 - Propagation de fronts en biologie

QUELQUES EXEMPLES

ROBUSTESSE

Les fronts de réaction-diffusion sont omniprésents en biologie. Citons quelques exemples parmi les
plus représentatifs [Murray 2002]:

— les phénoménes d’invasion d’un écosystéme par une espéce étrangére

— la propagation d’une épidémie;

— les ondes calciques (ions calcium Ca™*™) impliquées dans la signalisation cellulaire;

— la propagation de «l'influx nerveux» (potentiels d’action) dans les axones.

Des modéles plus complets ot d’autres mécanismes (chimiotactisme, convection, division cellulaire)
viennent se superposer (et se coupler) aux mécanismes de réaction-diffusion permettent de rendre
compte de fagon réaliste des propriétés essentielles de phénoménes biologiques pourtant complexes
comme certaines étapes de ’embryogenése la cicatrisation d’une blessure du derme ou la croissance
de tumeurs cancéreuses '%%. Parmi les «raisons» pour lesquelles de tels mécanismes se sont mis en
place au cours de I’Evolution, nous soulignerons le fait qu’un front de réaction-diffusion assure un
transport sans déformation du profil, plus homogéne et surtout plus rapide que celui que réalise un
simple processus de diffusion.

DES MODELES DE REACTION-DIFFUSION

La modélisation des situations citées ci-dessus fait en général appel & des équations beaucoup
plus complexe que les équations RD que nous avons présentée dans les paragraphes précédents. La
question de la robustesse de ces modéles par rapport au «bruit interne» n’en est que plus importante.
1l est vraisemblable que l'influence des fluctuations soit beaucoup plus dramatique qu’en physique,
pour de nombreuses raisons dont les suivantes:

e la présence de boucles de régulation peuvent, si elles correspondent & une rétroaction positive,
amplifier le bruit microscopique [Vilar et al. 2002]. Si au contraire elles correspondent & une ré-
troaction négative, elles tendent a lisser les fluctuations moléculaires et par ld-méme, elles peuvent
ameéliorer la validité du modéle déterministe [Gonze et al. 2002].

e Lorsque les objets élémentaires sont des cellules et non des molécules, une distorsion importante,
alimentant le bruit interne, est le passage d’un systéme discret & un modéle continu [Kessler et al.
1998].

163. Cet exemple est d’ailleurs & rapprocher de ’exemple écologique du point de vue des mécanismes et de
leur modélisation: compétition entre les capacités de croissance et de diffusion des différents types cellulaires
ou des différentes espéces.
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e La variabilité des éléments, les inhomogénéités du milieu et sa non-stationnarité doivent étre pris
en compte; 'effet de ces écarts au modéle de base ne peut étre deviné a priori, ni résolu de facon
générale. C’est dans chaque situation que la question devra étre envisagée.

PERSPECTIVES

Dans mes recherches actuelles ou en projet, les fronts de réaction-diffusion présentés au § 2.3.1 et
dans ’annexe F gardent une place dans le contexte de la dynamique cérébrale, qu’il s’agisse:

e de discuter le réle des cellules gliales jouxtant les neurones et plus généralement de la trans-
mission en volume sur la propagation des potentiels d’action (forme de front de réaction-diffusion
observée dans les milieux excitables [Murray 2002]). Les potentiels d’action correspondent en effet
a la propagation le long des axones d’une modification du potentiel de membrane couplée & une
modification des courants ioniques transmembranaires. Une interaction de ces courants avec le mi-
lieu environnant (piégeage, consommation ou évacuation des ions) peut affecter le phénomeéne de

propagation de l'influx nerveux.

e d’élaborer des modéles de champs corticaux, décrivant ’activité cérébrale et sa dynamique spatio-
temporelle & échelle de groupes de neurones [Pinto et Ermentrout 2001]. Le probléme de la validité
d’une description moyenne et continue dans I’espace, et de I'influence de la dynamique des neurones
individuels sur le comportement global rejoint la problématique développée dans le contexte des
fronts de réaction-diffusion génériques les plus simples.

EN CONCLUSION

Les fronts de réaction-diffusion sont des exemples de structures spatio-temporelles, assez simples
pour qu’il existe des résultats mathématiques exacts, mais néanmoins assez riches pour pouvoir
aborder dans ce contexte des questions fondamentales sur la formation de motifs. En I’occurrence,
la question abordée dans nos travaux est celle du réle du bruit interne sur la sélection d’une solution
lorsque plusieurs (un continuum) sont a priori possibles. Nos résultats soulignent la nécessité de
s’interroger sur la pertinence d’une description macroscopique, déterministe et continue, dans toutes
les situations présentant une certaine instabilité structurale: bifurcations, continuum de solutions,
stabilité marginale.



. Théorie de Kramers

Dans cette annexe, je présente briévement quelques éléments de la théorie de Kra-
mers [1940], invoqués au § 2.3.2 dans la détermination des constantes cinétiques
d'une transition conformationnelle.

G.1 - Introduction: le calcul des constantes cinétiques

G.2

La théorie de Kramers, publiée en 1940, reste aujourd’hui la théorie de base pour calculer la
constante cinétique d’une réaction chimique (ou d’une transition conformationnelle), i.e. la fré-
quence moyenne avec laquelle elle se produit [Kramers 1940]. Le principe en est de représenter la
transformation comme une marche aléatoire dans un paysage énergétique, entre deux états A et B
correspondant respectivement & 1’état initial et & I’état final du systéme. Notons dés & présent qu’il
s’agit d'un paysage d’énergie libre dés que les états A et B sont définis comme des familles de confi-
gurations microscopiques (des «macroétats»). Le calcul des constantes cinétiques est un domaine
trés vaste (rate theory), dont on pourra trouver une revue dans [Hanggi et al. 1990]: il s’agit de faire
le lien entre d’une part des connaissances sur la nature, le nombre et I’énergie des configurations
microscopiques (moléculaires), et d’autre part des grandeurs statistiques, effectives, correspondant
aux taux mesurables et intervenant comme constantes cinétiques de modeéles mésocopiques voire
macroscopiques (cinétique chimique). Bien que de nombreux progrés aient été réalisés depuis 1940,
la théorie de Kramers est généralement utilisée en premiére approximation avant de recourir, si
besoin est, & des calculs plus sophistiqués. Je vais dans cette annexe discuter seulement quelques
aspects de cette théorie, dans le but de justifier son utilisation et de préciser ses limites pour décrire
la cinétique d’une transition conformationnelle.

Figure G.1: Notations intervenant dans le
calcul de la constante cinétique k de la tran-
sition A % B par la théorie de Kramers; sont
aussi indiqués les voisinages de A («puits»)
et C («barriére») sur lesquels portent I'inté-
gration dans le calcul de k (voir texte).

La théorie de Kramers

La situation envisagée, correspondant en particulier au cas des transitions conformationnelles, est
une transition A — B entre deux états A et B du systéme, dont on cherche & calculer la fréquence
moyenne k (ou taux de transition, en s~'). Pour que le probléme soit bien posé, il faut que les états
A et B soient définis & la méme échelle que celle a laquelle on observe la fréquence des transitions.
En d’autres termes, la définition méme de la constante cinétique k va étre prescrite par la définition
des états A et B. Ce seront en général des macroétats, i.e. des ensembles de configurations atomiques
décrits par un nombre réduit de variables, comparé au jeu complet des variables atomiques. Dans la

241
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théorie de Kramers, on suppose qu’on peut réduire ce nombre & une seule variable, i.e. qu’il émerge
une coordonnée réactionnelle suffisant & rendre compte de la transformation de A en B. Autrement
dit, on suppose qu’on peut se ramener & un chemin réactionnel unidimensionnel. On parlera plutét
de paramétre d’ordre dans le cas de transitions conformationnelles et on ’identifiera, avec un certain
degré d’arbitraire, avec une caractéristique conformationnelle globale du systéme (rayon de giration,
distance moyenne entre deux sous-domaines, degré d’anisotropie, chiralité ... ).

On suppose ensuite que la dynamique de cette coordonnée a est trés lente devant celles des degrés
de liberté moléculaires du systéme qu’on supposera en équilibre statistique (équilibre thermique).
L’idée est alors de décrire la réaction comme le mouvement brownien d’une «pseudo-particule» de
position a dans un paysage d’énergie libre F(a), obtenu par intégration partielle sur tous les autres
degrés de liberté de la distribution d’équilibre du systéme, i.e. de sa distribution de Boltzmann '6*.
Je n’envisagerai ici que le cas suramorti, qui est le plus pertinent dans P’application de la théorie
de Kramers au calcul des constantes cinétiques de transitions conformationnelles: les termes d’ac-
célération (termes «inertiels», impliquant les masses des molécules en jeu) sont trés rapidement
amortis par friction (de coefficient ~, relativement & la variable a) et leur role est ainsi compléte-
ment négligeable. De méme que dans la théorie classique du mouvement brownien [Kubo et al. 1991]
[Honerkamp 1998], il est indispensable de supposer que la distribution des vitesses moléculaires a
relazé vers la distribution mazwellienne & la température envisagée. C’est & cette condition qu’on
pourra effectivement décrire ’évolution comme un mouvement thermiquement activé dans un pay-
sage d’énergie libre, et utiliser le théoréme fluctuation-dissipation pour calculer son coefficient de
diffusion'%® D = 1/8v. En notant P(a,t) la distribution de probabilité de la pseudo-particule et
J(a,t) le courant de probabilité associé, 1’évolution s’écrit:

0:P(a,t) + 0aJ(a,t) =0

1 (154)
J(a,t) = ~5 e PP g, [eﬁF(a)P(a,t)]

De facon cohérente, P.q(a) ~ e PF(*) est solution stationnaire. En nous limitant au cas ot A et B
sont séparés par une unique barriére, de sommet C' (voir figure G.1) une condition de validité de cette
approche et des approximations qu’elle implique est que la hauteur AF = F(ac) — F(aa) de cette
barriére soit grande devant kT cela assure une nette séparation entre ’échelle de temps rapide de la
relaxation interne au puits (vers un état d’équilibre thermique local) et ’échelle de temps beaucoup
plus lente de la relaxation vers I’équilibre global (équilibre conformationnel). Notons que P’échelle de
temps de 'observation devra étre encore plus grande, de facon & observer de nombreux événements
et & pouvoir mesurer un taux moyen qui ne dépende que de la réaction et de sa statistique (et non
un taux apparent aléatoire, dépendant de ’observation réalisée). Il faut souligner que ces processus
de relaxation sont tous les deux d’origine thermique ce qui, précisément, explique la séparation de
leurs échelles en présence de barriéres importantes: I’énergie caractéristique, celle qui «fixe le tempo»
du mouvement dans le paysage énergétique, est toujours k7', quel que soit le chemin envisagé.

Sous cette hypothése AF > kT de séparation des échelles de temps, le courant J passant au-
dessus de la barriére est trés faible, ce qui va justifier une approximation quasi-statique: on considére
que la distribution des positions (dans ’espace des configurations) a l'intérieur du puits ol se trouve
initialement le systéme a relaxé vers la distribution de Boltzmann réduite & ce puits, mais que la
population totale du puits n’a pas encore sensiblement évolué. De cette derniére hypothése découle

164. Dans ’exemple d’une transition conformationnelle, I’énergie est généralement celle de la macromolécule;
dans une description plus fine et plus réaliste, elle devra étre remplacée par celle de I’ensemble formée par
la macromolécule, les ligands, le solvant, les enzymes.

165. Les dimensions de D et v sont ici fixées par celle de la variable a (position dans ’espace de phase); on
retrouve les dimensions usuelles (D en m?2/s et v en s~!) si a est une longueur.
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la constance par rapport & a du courant J de particules sortant du puits, d’aprés ’équation (154a) de
conservation du nombre de particules, et sa constance par rapport a ¢, d’aprés 'expression explicite
donnée dans (154b). On intégre alors cette expression (154b) sur un voisinage de C, en exploitant
la constance de J et P'identification de P avec la distribution de Boltzmann restreinte au puits (a
un coefficient prés —a calculer— tel que P soit normalisée & 1 sur un voisinage de A, voir figure G.1).
Cela conduit 16 3 la formule de Kramers, puisque le courant J (ramené & une particule) n’est alors
rien d’autre que la constante cinétique cherchée:

J=k=koe P avec AF = F(ac)— F(aa) (155)

Le préfacteur ko dépend du coefficient de friction 7 et des caractéristiques du paysage énergétique
F(a) au voisinage du puits A et de la barriére C. Dans le régime suramorti envisagé ici, ou le
temps caractéristique associé a la friction est trés petit devant wgl, on peut donner une expression
approchée de ce préfacteur en fonction des fréquences harmoniques wa,c ~ /F" (a4, c):

wawe
~

ki
0 27y

(156)

G.3 - Validité des approximations utilisées

Un point de terminologie mérite d’étre détaillé: j’ai employé ci-dessus le terme d’approximation
quasi-statique, alors qu’on associe d’ordinaire la théorie de Kramers & celui d’approximation quasi-
stationnaire (dite aussi approximation adiabatique). Il n’y a 13 nulle contradiction: la théorie de
Kramers invoque d’abord une approximation quasi-stationnaire, dans laquelle on suppose que la
distribution P(a) coincide avec la distribution d’équilibre dans le puits A (en particulier, P(a)
ne dépend plus de ¢, ce qui assure en particulier J = k, constante cinétique cherchée), puis une
approximation quasi-statique dans laquelle on calcule le courant J avant qu’il n’ait modifié¢ la
situation initiale o toute la population est au voisinage de A (ici, P(a) ne dépend pas encore de
t). Comme nous ’avons déja mentionné ci-dessus, la validité de ces approximations repose sur un
argument de séparation des échelles temporelles: le temps de relaxation vers I’équilibre partiel &
Pintérieur du puits initial, doit &tre trés petit devant le temps typique (de l'ordre de 1/k) que met
une particule pour sortir de ce puits.

L’approximation quasi-stationnaire a été récemment réexaminée dans [Derényi et Astumian
1999]. Ces auteurs calculent le temps de relaxation a lintérieur d’un puits comme un temps de
premier passage. Ce calcul implique un genre de renormalisation %7 pour prendre en compte la
nature des barriéres, les éventuels «sous-puits» et ce qui se passe dans les régions peu visitées du
puits. L’estimation de ce temps de relaxation permet alors de discuter cette approximation utilisée
non seulement dans la théorie de Kramers mais aussi, plus généralement dans la notion méme de
paysage énergétique.

166. Plus explicitement, on écrit P(a) = eiﬁF(a)'[fVm‘s(A) e*ﬁF(a')da/}*l7 d’aprés I’approximation quasi-
stationnaire, puis on calcule fVo'Ls(C) Bw]eﬂF(a/)da/ en y reportant ’expression (154) de J et en utilisant que

P(ac) = 0, d’aprés 'approximation quasi-statique suivant laquelle la population n’a pas encore commencé
a se répandre en dehors du puits initial. Du fait de la dépendance exponentielle en SF' de l’intégrand et de
la hauteur AF > 1/ de la barriére en C, les limites précises des voisinages de A et C impliqués dans les
intégrations n’interviennent pas a l’ordre dominant, correspondant aux expressions (155) et(156).

167. Au sens premier de la renormalisation: détermination de paramétres et grandeurs effectifs prenant en
compte, en bloc, d’'une multitude (éventuellement infinie) de détails fins & toutes les échelles inférieures; il
va ici s’agir d’intégrer I’influence de tous les minima locaux, raffinant le relief dominant formé par le puits
en A et la barriére en C'.
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La signification de cette double approximation, quasi-stationnaire et quasi-statique, peut aussi
se comprendre en regard de I’analyse hiérarchique des modes lents d’une équation maitresse pré-
sentée au § 2.1.3 et dans 'annexe C: la coordonnée réactionnelle a correspond & un mode lent dont
I’évolution ne débute que trés longtemps aprés que tous les autres degrés de liberté aient relaxé vers
leur état asymptotique. La théorie de Kramers se place & un instant intermédiaire, entre la fin de la
relaxation des modes rapides et le début de la relaxation des modes lents. Les hypothéses faites ont
entre autres pour effet d’assurer que cet instant existe. Les approximations consistent en quelque
sorte & découpler ce qui se passe avant et aprés: cet instant sera décrit comme 1’état final du régime
rapide (la relaxation vers 1’équilibre local) et la condition initiale du régime lent (les transitions
au-dessus de la barriére C, dont on cherche le taux J = k).

Un autre point que je voudrais souligner, parce qu’il reste le plus souvent implicite, est 'im-
portance dans la démarche de Kramers d’une hypothése d’équilibre, le terme d’équilibre étant ici
opposé 4 «état stationnaire parcouru de flux»: la théorie de Kramers exige que ’état asymptotique
du systéme soit I’état d’équilibre thermodynamique décrit par la distribution de Boltzmann. Nous
avons en effet montré, dans le formalisme de ’équation maitresse présenté au § 2.1.3 qu’il fallait que
I’état stationnaire soit un état d’équilibre, i.e. que la dynamique de transition vérifie la condition de
bilan détaillé 18 pour que la probabilité quasi-stationnaire observée aux temps intermédiaires dans
le puits initial soit effectivement la distribution de Boltzmann restreinte & ce puits (§ C.2). Le calcul
des constantes cinétiques se rameéne alors & celui de la matrice de transition obtenue aprés coarse-
graining sur tous les modes rapides et ne conservant que la variable a, ce qui justifie le principe
méme du calcul de Kramers.

Je terminerai en mentionnant deux propriétés des constantes cinétiques ainsi calculées; elles
découlent ici des hypothéses faites dans le théorie de Kramers mais elles ont au contraire le statut
de résultats dans le modéle d’équation maitresse hiérarchique présenté au § 2.3.1. La premiére est le
fait que la constante cinétique k prend la méme valeur asymptotiquement, a I’équilibre, et au début
de la relaxation & partir d’'un état déséquilibré (toute la population étant initialement au voisinage
de A). La seconde est le fait que les constantes cinétiques k (de A vers B) et k' (de B vers A)
vérifient la condition de bilan détaillé (par rapport & la distribution de Boltzmann des macroétats
A et B, i.e. de la distribution intégrée sur les puits A et B), en accord avec le fait, souligné au
§ 2.1.3, que le coarse-graining conserve le bilan détaillé.

G.4 - Comparaison avec la théorie de 1’état de transition

La théorie de Kramers et la théorie de ’état de transition, développée antérieurement, correspondent
4 la méme situation physico-chimique, mais elles situent le calcul des constantes cinétiques & des
moments différents [Hinggi et al. 1990]. Comme nous venons de le détailler au § G.3, on part dans la
théorie de Kramers d’un état ol les particules sont localisées en A, d’un seul coté de la barriére. Le
calcul se fait a l'instant ¢ + 0, dans le cadre d’une approximation quasi-stationnaire pour la densité
de particules en A et pour le courant J au-dessus de la barriére.

La théorie de I’état de transition se place au contraire & un instant ultérieur, ou les régions autour
de A et B ont atteint un état d’équilibre thermodynamique global (équilibre conformationnel). Le
flux net de particules en C est nul, d’aprés la condition de bilan détaillé. Les flux partiels orientés
donnent par contre accés aux constantes cinétiques. En résumant un peu abruptement, la théorie de
I’état de transition est plus simple mais aussi plus approchée: elle ne fournira qu’une borne supérieure
sur le taux de réaction. En effet, ce calcul suppose implicitement que toutes les particules passant

168. Je réserve le terme de «bilan détaillé» & la relation faisant intervenir la distribution de probabilité
stationnaire et énoncant, pour tout couple d’états A et B, ’égalité des fréquences de la transformation
A — B et de la transition inverse B — A en régime stationnaire (§ 2.1.3, figure 4); cette relation équivaut a
dire que ’état asymptotique est un état d’équilibre, dans lequel les courants de probabilité entre les différents
états (ou les différentes régions) sont nuls.
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en C dans un sens, disons de A vers B, ont une probabilité nulle de revenir du cété de A. Ce calcul,
local en C, est particuliérement inadéquat si le paysage présente de nombreux minima locaux au
voisinage de C'. Dans ce cas, la valeur du flux va étre une superposition de contributions d’échelles
de temps trés différentes, ou les plus rapides ne correspondent pas du tout & une transition de A
vers B mais a des transitions de moindre ampleur de part et d’autre de la barriére. Un point délicat
de la théorie de I’état de transition est ainsi de définir le macroétat C': la délimitation de cet état va
en général varier avec la résolution avec laquelle on décrit le chemin réactionnel. On s’attend ainsi
a ce que la théorie de ’état de transition donne des résultats particuliérement médiocres si le profil
énergétique F'(a) est trés accidenté. Par comparaison, le flux J, stationnaire et constant le long du
chemin réactionnel, qui intervient dans la théorie de Kramers est un flux effectif, renormalisé (au
sens rappelé en note ci-dessus), décrivant réellement la probabilité que la particule représentant
P’avancement de la réaction sorte du puits ou elle est initialement localisée et passe la barriére; il
est donc bien directement relié & la constante cinétique cherchée.

G.5 - Limites de la théorie de Kramers

Bien qu’elle soit plus correcte que la théorie de I’état de transition, nous avons vu que la théorie de
Kramers implique néanmoins de nombreuses approximations qui peuvent remettre en question sa
pertinence dans certaines situations.

Une premiére objection a la théorie de Kramers est le caractére unidimensionnel du chemin
réactionnel envisagé. Cette objection est d’autant plus justifiée que le paysage énergétique sous-
jacent est complexe et accidenté (ce qui est généralement le cas pour une protéine [Frauenfelder et
al. 1998] [Frauenfelder 2002]).

Une autre difficulté est la définition du macroétat A. Par exemple, dans le cas d’une macromo-
lécule, ce sera en général un ensemble de conformations voisines, ce qui va requérir une typologie
préalable [Frauenfelder 2002]. Le puits ol sera localisée la pseudo-particule décrivant I’état du
systéme, la barriére qu’il s’agira de franchir ainsi que les temps caractéristiques de relaxation &
I'intérieur du puits et de sortie du puits, vont dépendre de la définition adoptée pour le macroé-
tat. Les méthodes probabilistes fondées sur le calcul d’un temps de premier passage permettent de
contourner ce genre de difficultés [Hinggi et al. 1990].

Si on part d’une situation atypique ou la pseudo-particule est avec une probabilité 1 dans une
sous-région de ’espace de phase, la distribution restreinte & cette sous-région est trés rapidement
une distribution de Maxwell-Boltzmann & condition, comme je I’ai présenté dans ’annexe C et au
§ G.3, que l’état ultime soit effectivement un état d’équilibre décrit par la distribution de Mazwell-
Boltzmann. C’est uniquement cette situation qui peut étre envisagée dans la théorie de Kramers.
Si au contraire le systéme est maintenu loin de ’équilbre par les conditions aux bords ou un champ
extérieur, cette condition n’est plus satisfaite et les constantes cinétiques vont s’en trouver affec-
tées. Les constantes cinétiques sont également affectées s’il y a un déséquilibre profond & ’échelle
moléculaire, i.e. si la distribution des vitesses s’'écarte fortement de la maxwellienne, comme c’est
par exemple le cas dans les réactions de combustion.

G.6 - Conclusion: le paradigme de «paysage énergétique»

Les prolongements de la théorie de Kramers ont conduit au paradigme de paysage énergétique

[Sherrington 1997]. Au départ, dans la description «brute» (microscopique, compléte) du systéme,

le «paysage» impliqué sera I’énergie U(x) d’une configuration du systéme. A P’équilibre thermodyna-

mique, les propriétés statistiques du systéme sont décrites par la distribution de Maxwell-Boltzmann:
o > P} /2mi —BU ()

Zot(B)

P(z,p) = (157)
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ol p est le moment (multidimensionnel) conjugué de z et m les paramétres inertiels correspondants,
ou par la distribution de Boltzmann:
o —BU ()

Z(5)
si les observables ne font pas explicitement intervenir les vitesses moléculaires. Cette distribution
suppose que le systéme est a ’équilibre. On peut étendre cette description au cas ou le systéme est
alimenté en continu, mais ol 'injection de matiére ou d’énergie se fait suffisamment lentement (%.e. &
des échelles de temps macroscopiques, trés grandes devant le temps de relaxation vers ’équilibre) de
sorte qu’a chaque instant le systéme soit décrit par une distribution de Maxwell-Boltzmann, associée
aux valeurs instantanées de la température et des paramétres de U. Néanmoins, cette description
est approchée, et il faudra évaluer dans quelle mesure un argument de séparation des échelles de
temps permet d’invoquer une telle approximation d’équilibre local.

Que Pétat d’équilibre asymptotique soit ou non atteint dans le situation expérimentale consi-
dérée, on travaille rarement dans ’espace de phase (z,p) complet, mais plutét dans un espace de
coordonnées réactionnelles (ou, en langage physique, de paramétres d’ordre), de dimension plus
faible, voire unidimensionnel dans le cas de la théorie de Kramers. L’étude quantitative présentée
au § 2.1.3 et dans annexe C montre que le choix pertinent pour les coordonnées réactionnelles est
de prendre les modes les plus lents du systéme. Par exemple, dans le cas d’une macromolécule, ce
seront typiquement les modes collectifs correspondant & des mouvements de grande ampleur de la
macromolécule. Ce choix n’aura réellement d’intérét et de puissance opératoire que si on a sépara-
tion des échelles de temps, i.e. si les autres modes relaxent beaucoup plus vite vers ’équilibre. 11
est alors fructueux de construire le paysage d’énergie libre F'(a).

Si le systéme est maintenu loin de ’équilibre (i.e. dans un état stationnaire non trivial, parcouru
de flux) par les conditions aux bords («asymmetric exclusion process», par exemple [Derrida 1998])
ou par une dynamique microscopique particuliére (réactions de combustion, par exemple), la situa-
tion est radicalement différente. La distribution des vitesses n’est plus maxwellienne, I’équipartition
de ’énergie n’est plus vérifiée, la notion d’entropie statistique (entropie de Boltzmann-Gibbs) dispa-
rait, celle d’énergie libre également (la statistique stationnaire n’est plus déterminée en maximisant
Pentropie sous contraintes) et les théories s’appuyant sur la distribution de Maxwell-Boltzmann ne
sont plus valables (théoréme fluctuation-dissipation, mouvement brownien, théorie de Kramers). En
conséquence, la notion méme de paysage énergétique n’a plus de sens.

Revenons au cas oul 'état asymptotique du systéme est un état d’équilibre. Nous avons alors
montré dans 'annexe C (§ C.2) que les poids relatifs sont donnés par la distribution d’équilibre:
Pi(z)/Pi(y) = Peq()/Peq(y) dés que les configurations z et y sont dans une méme région invariante
a Déchelle de temps t, ce qui légitime la notion de paysage, et montre son intérét pour décrire des
brisures d’ergodicité transitoires. Comme nous l’avons déja mentionné (§ G.2) et discuté (§ G.3 et
§ G.5), cette propriété intervient de fagon cruciale dans la théorie de Kramers.

P(z) = (158)

Le point qu’il me parait intéressant de souligner pour conclure est qu'un paysage d’énergie libre,
du fait des hypothéses inhérentes & cette notion, décrit a la fois:
— la probabilité asymptotique (équilibre conformationnel);
— les probabilités relatives (& l'intérieur d’une région quasi-invariante);
— les cinétique de transition d’un puits & un autre (théorie de Kramers);
— les transitions de phase (transitions conformationnelles & travers la modification qualitative du
paysage lorsqu’un paramétre de contrdle varie.

Un paysage d’énergie libre est donc un «raccourci» extrémement opératoire pour décrire le régime
lent d’une dynamique présentant deux échelles de temps bien séparées. C’est la méme idée de
représenter le résultat asymptotique de la composante rapide d’une dynamique & deux échelles par
un relief dans ’espace de phase qui se retrouve dans la notion de paysage de valeur adaptative
(fitness landscape) en écologie et théorie de I’Evolution [Kauffman 1993].
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Dans cette annexe, je vais présenter, avec plus de détails qu'au § 3.2, la détermi-
nation des propriétés élastiques d'une fibre de chromatine modéle, travail effectué
en collaboration avec Eli Ben Haim et Jean-Marc Victor (LPTL). Etant donné
I'architecture locale de la fibre, caractérisée par deux paramétres [ (longueur des
linkers i.e. des segments d’ADN nu séparant deux nucléosomes, voir ci-dessous)
et ¢ (angle entre deux linkers consécutifs), il s'est agi de déduire les constantes
élastiques de la superstructure a partir de celles, connues, de I'’ADN. Le résultat
montre que l'élasticité de la fibre est trés sensible & ces paramétres | et ¢. Cette
propriété de la fibre de chromatine d'&tre un «ressort accordable» pourrait jouer
un réle important dans la régulation de I'expression génétique [15] [16].

H.1 - La fibre de chromatine: un élément clé de ’expression génétique et de sa régulation

Chez les organismes possédant des chromosomes, ’ADN génomique présente une organisation spa-
tiale hiérarchique dont le premier niveau est un enroulement régulier autour de cceurs protéiques
formés de huit histones: 146 paires de bases d’ADN s’enroulent en hélice gauche autour de chaque
octamére, formant un nucléosome, séparé par un segment d’ADN nu (ou linker) du nucléosome
suivant (voir figure 24). Ce complexe nucléoprotéique est extrémement conservé d’une espéce a
l'autre (donc au cours de ’Evolution), ce qui laisse penser qu'il joue un réle clé dans I’organisation
fonctionnelle du chromosome.

Les fonctions de réplication, de réparation et de transcription prennent place au niveau de "ADN
mais la régulation de ces fonctions doit impliquer les niveaux supérieurs d’organisation, en particu-
lier celui de la fibre de chromatine, fibre de diamétre environ égal & 30 nm formée par ’enroulement
en hélice du «collier de perles» formé par ’ADN et les nucléosomes. C’est cette idée que nos tra-
vaux cherchent & étayer en explicitant les mécanismes physiques & 1‘ccuvre dans cette régulation.
Un premier argument a I’appui d’une telle régulation multi-échelles est le fait que 'organisation de
la fibre est étroitement couplée, de facon auto-cohérente, avec le positionnement des nucléosomes,
lequel influe sur l'activité de PADN puisque les séquences situées dans I’ADN nucléosomal seront
peu voir pas du tout opérationnelles. La superstructure qu’est la fibre de chromatine va de plus créer
des contraintes mécaniques et topologiques au niveau de ’ADN et ainsi moduler son affinité pour
tous les facteurs protéiques impliqués dans 'expression génétique et son controle. Elle va également
organiser tridimensionnellement PADN et favoriser ou prohiber la mise en place de corégulations
(régulations impliquant un facteur et des cofacteurs) et des réseaux de génes. Elle va enfin participer
4 la cohésion du chromosome et & ses propriétés globales, en particulier au niveau du centromére, ou
durant ’anaphase. La fibre de chromatine apparait donc comme un niveau intermédiaire, impliqué
a la fois dans les propriétés du chromosome et dans celles de PADN. C’est également le niveau de
la régulation épigénétique de la transcription: les variations de ’environnement local, ’aboutisse-
ment de voies de signalisation intranucléaires ou le marquage épigénétique de '’ ADN (méthylation)
peuvent induire des modifications post-traductionnelles des histones, Celles-ci vont d’une part mo-
difier les interactions directes des histones avec les linkers, d’autre part modifier I’architecture de la
fibre, et indirectement les contraintes ressenties au niveau des linkers.

L’objectif étant de déterminer des propriétés génériques a 'échelle de la fibre (fibre & 30 nm),
nous avons volontairement élagué au maximum la description des éléments de cette fibre, & savoir
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les nucléosomes et les «linkers» 1®°: objectif n'est pas de rendre compte de l'ensemble du schéma
biologique (on se l'interdit d’entrée en simplifiant drastiquement le niveau moléculaire) mais de
dégager ce que peut déja expliquer la physique & 'ccuvre dans le systéme considéré. Ces propriétés
physiques génériques fournissent un soubassement dans lequel intégrer I'action de facteurs biolo-
giques plus spécifiques (ici, les effets de séquence, 'intervention de facteurs protéiques spécifiques, les
modifications post-traductionnelles des histones, les déformations du nucléosome et les interactions
entre les nucléosomes).

HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES ET CONSTRUCTION D’UNE FIBRE MODELE

Je vais tout d’abord discuter les hypothéses sous lesquelles nous avons abordé la modélisation des
propriétés structurales puis mécaniques de la fibre de chromatine. L’ADN est considéré comme un
filament continu, homogéne, & symétrie cylindrique, présentant une élasticité de courbure (longueur
de persistance A, isotrope) et une élasticité de torsion (longueur de persistance C'). L’ADN est
alors décrit comme une courbe paramétrée (abscisse curviligne s), caractérisée localement par deux
vecteurs unitaires: le vecteur #(s) tangent & la courbe et un vecteur #{s) transverse permettant
de repérer les déformations de torsion (figure H.1). Les énergies élastiques sont calculées dans
Papproximation harmonique (réponse linéaire), ce qui correspond au modéle du ver, généralisé pour
inclure la torsion; les densités s’écrivent:

kT
€twist = BTC(w —w%)? C ~75nm (torsion)
(159)
ksTA
€bend = BT PHN A A~ 53nm (courbure)

ol ppna est la courbure locale de ’ADN et w le taux de torsion (angle de torsion par unité de
longueur le long de 'axe de la double hélice); wo est sa valeur relaxée, égale 3 27/10.6 A. Cette
description de PADN, qui serait de toute évidence inadéquate & ’échelle de la paire de bases, est
par contre pertinente & 1'échelle d’un linker de plusieurs dizaines de paires de bases'™® [Marko
1998]. Les valeurs de A et C ont été mesurées par micromanipulations (courbes force-extension de
molécules sous torsion [Strick et al. 1996]) et calculées théoriquement [Bouchiat et Mézard 1998]; les
résultats s’accordent sur les valeurs A ~ 53 nm et C' &~ 75 nm dans les conditions physiologiques et
la cohérence des différents résultats théoriques et expérimentaux valide a posteriori la description
continue de PADN par le modéle du ver généralisé. La valeur mesurée pour le module élastique
vapn A 1100 pN permet de négliger toute extensibilité des linkers'™ dans le régime de forces
considéré; notons également que ce modéle élastique est limité au régime de réponse linéaire.

169. Je rappellerai qu’un chromosome est constitué par une seule molécule d’ADN: la séparation entre
nucléosomes et linkers peut sembler artificielle puisqu’une seule molécule connexe intervient. La justification
est qu’un nucléosome (8 histones et 146 pb d’ADN) est une entité bien définie, identique chez toutes les
espéces eucaryotes et qu’il est possible d’étudier isolément [Luger et al. 1997] [Leforestier et Livolant 1997].
170. Pour que l'utilisation d’un modéle 4 symétrie cylindrique ait un sens, il faut méme considérer des
longueurs supérieures au pas de la double hélice. De plus, ce modéle homogéne ne décrira que des phénomeénes
ou les effets de séquence peuvent étre négligés, soit parce que la nature des bases n’intervient pas, soit parce
que les effets se moyennent aux échelles considérées.

171. Donnons un ordre de grandeur: y(Al)2/2] = k,T.(Al/1)2.1(nm).(1100/4.4). 11 s’ensuit que ’énergie
thermique kpT ne permet un allongement relatif d’au plus 2 % pour un linker de 30 paires de bases et
d’au plus 1 % pour un linker de 120 paires de bases. Si on applique une force f < 10 pN, il apparait une
déformation relative Al/l = f/y < 1 % et il s’'emmagasine une énergie f21/2y ~ 0.3 kgT relativement
négligeable.
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H=5.7nm

a =447 1\_

6 (axe dyade)

Figure H.1: Modéle géométrique pour les éléments constitutifs de la fibre de chromatine
(a gauche, I’ADN; a droite, un nucléosome). On retiendra de ces schémas la définition des
vecteurs 4;(s) et t;(s), des points d’entrée E et de sortie S et de I'angle ¢ (voir texte).

L’assemblage des linkers et des nucléosomes est purement géométrique: les linkers sont rectilignes
dans ’état relaxé, de méme longueur l. Le nucléosome est univoquement positionné une fois prescrite
la longueur du linker, car cet objet considéré comme un solide fait des angles déterminés, connus
expérimentalement [Luger et al. 1997], avec les vecteurs @ et tx du linker au point d’entrée F sur
le nucléosome (figure H.1). Le linker sortant est alors entiérement prescrit par la position au point
de sortie S, ou de fagon équivalente par 'angle ¢ qu'il fait avec avec le linker entrant (en projection
dans un plan perpendiculaire & ’axe du nucléosome, figure H.1). Cet angle ¢ sera considéré comme
constant d’un nucléosome & 'autre (fibre homogéne). Nous négligerons toute interaction entre les
nucléosomes; les contraintes stériques seront prises en compte a posteriori (zones de paramétres
exclus, en grisé, sur la figure H.2).

Ce modéle du ver pour ’ADN est un exemple de modéle effectif, continu et homogéne, permet-
tant de traiter relativement simplement un objet discret, inhomogéne et beaucoup plus complexe
lorsqu’on I'envisage & des échelles inférieures, par exemple ’échelle de la paire de bases voire I’échelle
atomique, ol la structure est encore plus compliquée. C’est la méme démarche que nous allons ef-
fectuer ici, maintenant entre ’échelle de ’ADN et 1’échelle de la fibre de chromatine: I'idée est de
construire un modéle élastique continu, homogéne et a symétrie cylindrique pour la fibre & 30 nm.
Bien siir, de méme que 'utilisation du modéle du ver pour ’ADN laisse de coté les effets de séquence,
un tel modéle pour la fibre de chromatine n’aura de sens que pour décrire ses propriétés mécaniques
moyennes ou génériques. Nous allons donc envisager une fibre d’architecture réguliére'".

Une hypothése majeure dans notre détermination des propriétés élastiques de la fibre de chro-
matine est de supposer que I’assemblage et en particulier le nucléosome ne se déforment pas et
que, par conséquent, l’énergie élastique de la fibre est simplement la somme des énergies élastiques
emmagasinées dans les linkers. L’argument est analogue & un argument de réponse linéaire: les dé-

172. Ce qui n’est d’ailleurs pas trés éloigné de la réalité, au moins localement, comme nous I’avons discuté
au § 3.2 [Yao et al 1993] [Weidemann et al. 2003].
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formations de l'architecture de la fibre sont un effet non linéaire d’ordre supérieur, tout comme les
termes non linéaires dans la réponse élastique des linkers. On fera un calcul asymptotique, au sens
ol on calculera les constantes élastiques d’une fibre de longueur infinie ayant de fagon homogéne
les paramétres structuraux ! et ¢ envisagés; cela permet de ne pas prendre en compte les effets
de bords et de taille finie, et d'utiliser des arguments de symétrie cylindrique. Enfin, le régime de
réponse linéaire suffira dans les régimes de force envisageables physiologiquement.

DU VER GENERALISE POUR LA FIBRE DE CHROMATINE

La relation entre les contraintes appliquées & la fibre de chromatine (force F' le long de son axe,
couples de courbure M, et de torsion M,) et les déformations qui s’ensuivent (allongement relatif
u, courbure p et taux de variation de la torsion ) s’écrit ainsi:

F o' ksTg 0 U U
M, =| ksTg kTC 0 Q | =T Q (160)
M 0 0 kT A p P

L’expression intégrée de la densité d’énergie élastique de la fibre s’écrit en fonction des variables
canoniques u(S), Q(5) et p(S), i.e. des déformations locales, S étant I’abscisse curviligne le long de
Paxe de la fibre de chromatine (modeéle du ver extensible avec torsion):

ksTA@*(S) kgTCQ*  ~yu?(S)
- 2 T T

€fibre(S) + kBTgQ(S)u(S) (161)
Elle définit les constantes élastiques de la fibre de chromatine: la longueur de persistance de courbure
A, la longueur de persistance de torsion C, le module élastique v (une force) et le coefficient de
couplage ¢ entre l'étirement et la torsion (sans dimension). Les autres termes quadratiques sont
nuls pour des raison de symétrie. Nous utiliserons plutoét I'expression de efsr. en fonction des
contraintes, qu’on obtient en reportant les relations de réponse linéaire entre les déformations et les
contraintes:
[kgTCF? + yM? — 2kpTgF M;] M?

ibre — 162
crib 2(kpTCy — K5T26%) t T A (162)

NOTRE DEMARCHE

La démarche consiste alors a relier non pas les déformations observées aux deux niveaux (fibre de
chromatine/ADN) mais les contraintes, tout aussi facilement et univoquement reliées aux énergies
élastiques dans le régime de réponse linéaire.

e on applique des contraintes (F, M) a la fibre;

e on écrit Pénergie totale £sipre (F, M) de la fibre, dans le modéle ci-dessus;

e on détermine, en utilisant des arguments de symétrie, les contraintes locales ( f;-, ;) au niveau de
chaque linker j. En notant O;(s) la projection orthogonale sur 'axe A de la fibre du point courant
Pj(s) le long de ’ADN:

fils)=F
{ iy (s) = M — [0;(s)Pj(s)] A F (163)

o laréponse linéaire au niveau de chaque linker j permet de déterminer Pénergie élastique E; ( f;, my)
emmagasinée dans le linker j, qu’on réécrit comme une fonction de (F', M) d’aprés (163);
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e on écrit alors l'identité Efipre = Z]. E; et on identifie terme & terme, ce qui conduit aux expres-
sions explicites des constantes élastiques de la fibre. Le résultat a de plus une valeur démonstrative,
prouvant que le modéle élastique envisagé (modéle du ver extensible et avec torsion) décrit effec-
tivement les propriétés élastiques de la fibre de chromatine. En notant D la distance entre deux
nucléosomes successifs projetée sur ’axe de la fibre, 7 ’angle entre ces nucléosomes, projeté dans
le plan perpendiculaire & ’axe, r la distance d’un nucléosome & ’axe et z I’angle entre un linker et
Paxe, il vient [15]:

AD/I
A = — 7
I—WQ—EMsiﬁz
D (tan®(n/2 A 1
cC = C_(M+cos22+—sin22> 53
! 3 C 1+ w (c0322+ € sin® z)
D [ Acos?z+ Csin?z 1
Y = kBT— > > tan2 B
l 72 cos?(n/2) 1+%(COSQZ+%Sin2z)
g - 2((C—A)sinzcosz> 1
! 7 cos(n/2) 1—1—%(00822—&—%51#2)

Les constantes élastiques obtenues peuvent étre représentées comme des fonctions '™ de [ et ¢, via
la dépendance en [ et ¢ des caractéristiques géométriques D, r, z et ) de la fibre (figure H.2).

Nous avons fait un calcul asymptotique, pour une fibre infinie, pour s’affranchir de difficultés
techniques. Mais les constantes élastiques obtenues ont un sens localement et peuvent étre considé-
rées comme des fonctions de [ et ¢ dés 'échelle de quelques nucléosomes (typiquement, assez pour
qu’un modele & symétrie cylindrique ait un sens).

173. Une approche alternative & la notre a été utilisée par Schiessel et al.; en considérant des architec-
tures particuliéres de la fibre, ces auteurs ont pu relier les déformations de la chromatine & celles subies
conjointement par ’ADN des linkers et ainsi obtenir une expression des constantes élastiques en fonction
des paramétres locaux de la fibre, analogues de [ et ¢ [Schiessel et al. 2001] [Schiessel 2003].
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Figure H.2: Constantes élastiques de la fibre de chromatine (modéle), en fonction de
la longueur [ des linkers, I'angle ¢ étant fixé (¢ = 50°), tracées d’aprés les expressions
analytiques ci-dessus. A gauche, module élastique v, en pN (en pointillé) et longueur de
persistance de courbure A, en nm (trait plein); la longueur de persistance de torsion C
lui est sensiblement égale. A droite, coefficient de couplage g, dont le changement de
signe refléte le changement de chiralité de I'enroulement de la fibre 3 11 nm formant la
fibre de chromatine 3 30 nm. Les régions en grisé correspondent 3 des valeurs interdites
du paramétre [, pour des raisons d'encombrement stérique entre les nucléosomes. On
observerait la méme sensibilité des constantes élastiques en tracant ces constantes élas-
tiques en fonction de ¢ (paramétre physiologique), le paramétre structural [ étant fixé. Les
lignes de rappel, sur la figure de gauche, représentent les valeurs expérimentales obtenues
par micromanipulations, dans des conditions ot notre modélisation est pertinente [Cui et
Bustamante 2001]; elles correspondent 3 une méme valeur de [ =~ 42 bp, multiple du pas
de I'ADN et pour laquelle les nucléosomes sont donc phasés. La structure associée, dans
laquelle les nucléosomes s'organisent en colonnes (figure H.3), est discutée au § H.2

H.2 - Organisation des nucléosomes dans la fibre 4 30nm

Les lignes de rappel, sur la figure H.2 (gauche), représentent les valeurs expérimentale obtenues
par micromanipulations [Cui et Bustamante 2001]. Elles proviennent de courbes force-extension
de relaxation, ou il est légitime de négliger les interactions entre les nucléosomes, comme dans
notre modéle. Elles correspondent & une méme valeur de | =~ 42 bp, multiple du pas de ’ADN et
pour laquelle les nucléosomes sont donc phasés. La structure associée, dans laquelle les nucléosomes
s’organisent en colonnes, est représentée sur la figure H.3 (gauche). Cette structure, obtenue dans un
modéle géométrique minimal et validée par une expérience in vitro, semble cependant une structure
plausible in wvivo, ou plus exactement un point de départ intéressant pour obtenir une structure
possible de la fibre & 30 nm in vivo.

Le premier point notable est qu’elle se démarque radicalement (orientation des nucléosomes par
rapport & Paxe de la fibre, par exemple) du «modéle du solénoide», omniprésent, en particulier
dans l'iconographie (voire figure 24), bien que de nombreuses expériences 'aient fortement remis en
cause, et probablement définitivement écarté [Wolffe 1995] [Zlatanova et al. 1999].

Le second point est que cette structure est compatible avec 'observation de phases de type
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«cristal liquide» dans des solutions de mononucléosomes [Leforestier et Livolant 1997]. Il est vrai-
semblable que la sélection naturelle ait favorisé des structures de fibre pouvant exploiter la ten-
dance naturelle des nucléosomes & s’empiler, ici & des fins de compaction et de verrouillage de la
fibre lorsque ’expression génétique doit étre inhibée. Mozziconnacci et Victor [2003] ont récemment
suggéré qu’une légére ouverture du nucléosome (gaping, comme une huitre qui béillerait) pouvait
participer & I'obtention d’une structure verrouillée, en permettant un empilement («stacking») des
nucléosomes dans une structure de départ un petit peu différente, ot un réglage fin de [ et ¢ autour
des valeurs précédentes a amélioré le taux de compaction (figure H.3, droite). On voit d’ailleurs sur
cette figure la lacune & combler entre les nucléosomes pour que leur interaction soit optimale, ce
que réalise une légére ouverture induisant un angle entre les faces opposées du nucléosome. C’est
dans cette structure verrouillée que prendrait place l'initiation de la transcription, impliquant entre
autres le mécanisme proposé au § 3.3.

120 _ 120 120

60 -

20 -

010 20 30 40 010 20 30 40 0D 10 20 30 40
a b c

Figure H.3: A gauche, structure en colonnes des nucléosomes obtenue dans notre mo-
déle purement géométrique pour [ = 42 bp (nucléosomes phasés). Au milieu, structure
condensée qui s'en déduit par réglage fin de ¢ et en prenant en compte les interactions
attractives entre nucléosomes (stacking). A droite, une déformation du nucléosome (ga-
ping) intervient alors pour améliorer I'empilement («stacking») des faces adjacentes, ce
qui achéve de compacter et de verrouiller la structure [Mozziconacci et Victor 2003]. Les
distances sur les axes sont données en nm.
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H.3 - Localisation de I’histone H1

Il a été suggéré (expérimentalement sur mononucléosomes [Leuba et al. 1998]) que la partie C-
terminale des histones H1 venait s’enrouler autour de deux linkers en formant une tige («stem»).
Par ailleurs, d’autres observations montrent que H1 est mobile et que son temps de résidence
est assez court, de l'ordre de la minute [Misteli 2001]. Nous suggérons que plusieurs localisations
alternatives et en général transitoires sont possibles pour Hl. Au demeurant, l'image classique
propose déja deux sites accepteurs par nucléosome (pour une steechiométrie moyenne d’une histone
H1 par nucléosome et une double occupation exclue). L’histone H1 apparait de plus comme un
constituant mobile, multiforme (il existe différents types de H1, suivant I’espéce et le type cellulaire)
et jouant vraisemblablement un réle additionnel de réglage fin (I'élimination de H1 par knock-out
des génes codant cette protéine n’est pas létale et il existe des organismes sans H1).

Dans le contexte de la structure verrouillée, & nucléosomes empilés en colonnes que nous propo-
sons (figure H.3), un positionnement possible pour H1 pourrait étre a cheval entre deux nucléosomes
superposés, les linkers de ces deux nucléosomes étant plus proches que les linkers d’'un méme nu-
cléosome (figure H.4); cette localisation renforcerait la stabilité et la compaction de cette structure
inactive et son déplacement participerait a la «pré-activation» locale de la fibre, conjointement a
d’autres modifications (modifications post-traductionnelles des parties terminales des linkers, mo-
dification structurale des nucléosomes). Je concluerai en soulignant que cette question de la locali-
sation est encore trés débattue'™ et que d’ailleurs rien n’exige que la réponse soit unique, tout au
contraire. La localisation de ’histone H1 entre les linkers entrant et sortant, peut effectivement étre
argumentée: elle formerait un pivot favorisant certaines déformations du nucléosome et fournirait
une position plausible et adaptée & certains scénarios de décondensation sur lesquels nous travaillons
actuellement, dans ’équipe «Modélisation multi-échelles de la matiére vivante» du LPTL.

Dans une vision dynamique du réle de H1, une compétition entre différents sites apparait
d’ailleurs comme un atout, permettant une plus grande flexibilité et une adaptation rapide de
Pinfluence de H1 sur l'architecture de la fibre (possibles effets rétroactifs et coopératifs).

Figure H.4: Une nouvelle localisation pour |'histone H1 (détail a droite), a cheval
entre deux nucléosomes superposés au sein de la fibre. Notons que cette localisation n'est
envisageable que dans une fibre condensée, ot les nuclésomes sont étroitement superposés.

174. Les résultats expérimentaux avérés sont obtenus in vitro, sur des fibres relativement décondensées, ou
seule une localisation «interne» & un nucléosome est envisageable.
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1.1

La notion d’allostérie joue un réle essentiel dans les mécanismes de régulation et
de signalisation cellulaire, au point d'avoir été qualifiée par Monod de «second
secret de la vie» (le premier étant la structure en double hélice de '’ADN). Elle
se rattache aux problématiques de ce mémoire 3 plusieurs titres: elle implique
des transitions conformationnelles (§ 2.3.2) de la protéine concernée; nous en
avons proposé au § 3.3 une généralisation supramoléculaire; c’est un exemple
emblématique de mécanisme établi par sélection naturelle (§ 3.1, § 4.4).

Je débuterai cette annexe par les éléments nécessaires de cinétique chimique, en
particulier les modéles de base de la catalyse enzymatique et la notion de réver-
sibilité d'une réaction chimique (§ 1.1). J'introduirai alors la notion de protéine
allostérique avec le modéle historique de Monod, Wyman et Changeux [1965],
lequel s'applique a des enzymes formées de plusieurs sous-unités identiques et
associe allostérie et arguments de symétrie pour expliquer la coopérativité mani-
festée par ces enzymes (§ 1.2). Plus généralement, la notion d'allostérie repose
sur la séparation du site actif et du site de régulation (§ 1.3). J'envisagerai enfin
I’élargissement de la notion d’allostérie 3 des échelles supramoléculaires, en m'ap-
puyant sur un travail effectué avec Jean-Marc Victor (LPTL) sur le comportement
allostérique de I’ADN au sein de la chromatine [18], § 3.3. L'idée générale que nos
résultats illustrent est que la structure globale d'un assemblage de macromolécules,
en 'occurrence 'architecture de la fibre de chromatine, induit des contraintes to-
pologiques et mécaniques au niveau de ses éléments et peut par ce biais leur
donner des potentialités allostériques. Nous suggérons ainsi que des mécanismes
allostériques multi-échelles, dans lesquels les niveaux supérieurs d'organisation
contrdlent les propriétés allostériques des niveaux inférieurs, pourraient jouer un
réle crucial dans la régulation de |'expression génétique chez les eucaryotes (§ 1.4).
Je discuterai en conclusion I'avantage évolutif des mécanismes allostériques et leur
émergence par sélection naturelle (§ 1.5).

Catalyse enzymatique

LA NOTION DE CATALYSEUR

De fagon générale, un catalyseur est une espéce chimique qui, sans étre consommeée, est utile voire
nécessaire au déroulement d’une réaction chimique: elle participe & la réaction en accélérant sa
cinétique mais elle est intégralement restituée a la fin du processus. Il suffit en général d’une petite
quantité de catalyseur pour atteindre la performance maximale. Dans un contexte biologique, les
catalyseurs sont principalement des protéines; on appelle ces protéines des enzymes et elles sont
baptisées d'un nom en -ase pour rappeler leur nature et leur fonction (kinase, protéase, polymérase,
par exemple). Ce sont parfois aussi des acides nucléiques, en majorité des molécules d’ARN appelées
des ribozymes. Leur role est essentiel: la grande majorité des réactions chimiques intervenant en
biologie ne sont observées ! qu’en présence de 'enzyme adéquate, le plus souvent trés spécifique.

175. En replacant cette observation dans un contexte évolutif, on peut penser que la lenteur des réactions
biochimiques spontanées (en I’absence d’enzymes) a été sélectionnée: le fait qu’elles nécessitent une activation
ciblée par une ou plusieurs enzymes spécifiques donne des moyens de controler trés précisément et trés

255
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J’ai décrit au § 2.3.2 'interprétation cinétique du réle d’un catalyseur: il modifie le paysage éner-
gétique (énergie ou enthalpie libres) en abaissant les barriéres, voire en créant de nouveaux chemins
réactionnels, ce qui va accélérer la cinétique de la réaction. Je rappellerai briévement I’argument
dans le cas d’un modéle & deux états S et P (associé par exemple & une transition conformationnelle,
§ 2.3.2). On peut définir'™® des constantes cinétiques, k et k', égales & la probabilité par unité de
temps, respectivement d’une transition S — P et d’une transition P — S. Elles dépendent de tout
le chemin réactionnel menant respectivement de S & P ou de P & S. Dans la théorie de Kramers,
en supposant que S et P sont séparés par une barriére T (comme représenté sur la figure 22),
on a k = cte.exp[—B(Fr — Fs)] et k' = cte.exp[—B(Fr — Fp)]; les constantes k et k' dépendent
donc de la hauteur de la barriére, respectivement vue depuis S ou depuis P. En notant s et p les
concentrations, la constante d’équilibre K.q = Scq/peq €st égale & k' /k, puisqu’a ’équilibre, on a la
relation de bilan détaillé: k scq = k' peqy; on obtient ici K., = exp[3(Fp — Fs)]. L’action du cataly-
seur est alors d’abaisser la barriére: typiquement, sa liaison avec le substrat va modifier 'état 1" et
augmenter sa probabilité exp(—3Fr). Dans ce point de vue classique, la présence du catalyseur va
ainsi augmenter k et accélérer la réaction S — P; elle va aussi augmenter k' et accélérer la réaction
P — S. La constante d’équilibre K., ne dépend pas de la barriére d’activation, mais seulement des
énergies libres des états S et P, de sorte que la constante d’équilibre K., n’est pas modifiée par le
catalyseur: il accélére la cinétique de la réaction sans affecter sa thermodynamique & I’équilibre.

Ce raisonnement est une image qualitative, voire simpliste. Il demanderait & étre repris dans
un paysage multidimensionnel pour pouvoir mieux y rendre compte de I'influence du catalyseur sur
le ou les chemins réactionnels possibles. Dans le contexte biologique envisagé ici, il faut aussi tenir
compte du fait que certaines enzymes fonctionnent de fagon active et hors d’équilibre chimique,
typiquement en «consommant» de ’ATP (couplage avec la réaction trés irréversible d’hydrolyse de
PATP). Les degrés de liberté atomiques restent a I’équilibre thermique, ce qui permet encore de
parler de paysage énergétique et de constantes cinétiques, et de rester dans le cadre de la cinétique
chimique (loi cinétique d’action de masse, voir ci-dessous). Mais il faut dans une telle situation
prendre en compte les flux entrants et sortants: en particulier, la relation de bilan détaillé conduisant
a Keq = k'/k n’est plus vérifiée et la notion méme de constante d’équilibre n’a plus d’intérét. Cette
spécificité biologique se refléte en particulier dans le fait que ce sont en général deux enzymes
différentes qui catalysent une réaction et la réaction inverse!””.

Les exemples de catalyse enzymatique sont innombrables [Fersht 1985]: polymérases qui ca-
talysent la polymeérisation des acides nucléiques (via une liaison phosphodiester), nucléases qui
catalysent la dégradation des acides nucléiques par coupure du squelette phosphodiester, pro-
téases qui dégradent les protéines par coupure des liaisons peptidiques. Je mentionnerai égale-
ment deux exemples reliés & mes thémes de recherches car impliqués dans les modifications post-
traductionnelles des histones:

e celui des kinases, catalysant la réaction de phosphorylation et des phosphatases, catalysant la
réaction inverse. Ces réactions sont également impliquées dans diverses cascades de signalisation
cellulaire et interviennent en particulier dans Poscillateur mitotique [Goldbeter 1996].

e celui des acétyltransférases, catalysant lacétylation de certains résidus protéiques (les lysines,
dans le cas des histones H3) et des déacétylases, catalysant leur déacétylation.

rapidement ces réactions, en lien avec ’environnement ou avec d’autres voies métaboliques.

176. La définition des constantes cinétiques (comme la notion méme de paysage énergétique) repose sur
une hypothése d’équilibre thermique local, pour que les poids relatifs soient donnés par la distribution de
Boltzmann (§ G.3 et § G.6); elle n’exige par contre pas qu’il y ait équilibre chimique: les constantes k et k’
décrivent également les régimes transitoires — par exemple I’évolution & partir de la situation ou toutes les
protéines sont dans I’état S — ou un régime maintenu hors d’équilibre par un apport extérieur de substrat
en forme S (systéme ouvert).

177. Dans ce cas, une situation courante est que 1’une des deux enzymes, et seulement ’une des deux,
consomme de ’ATP (processus catalytique «actif»), I’énergie thermique suffisant pour 'autre.
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Ces exemples illustrent la trés grande spécificité des enzymes; par exemple, Pacétylation de différents
résidus fera intervenir des acétyltransférases différentes, bien que ce soit la méme réaction chimique
(fixation d’un radical acétyl) qui se produise. Ils illustrent également le fait, déja souligné, que ce
n’est pas la méme enzyme qui catalyse une réaction et la réaction inverse. L’intervention d’enzymes
permet ainsi de réaliser des réactions pratiquement irréversibles dans des conditions données, i.e.
de controler la possibilité mais aussi le sens d’une réaction.

LA LOI D’ACTION DE MASSE

Les réactions catalytiques sont plus couramment décrites & une échelle supérieure & celle de la
théorie de Kramers, en termes de concentrations moyennes, dans le cadre de la cinétique chimique.
J'enploierai '™ le terme de loi (cinétique) d’action de masse pour désigner la structure des équations
d’évolution associées, dans ce cadre, & des réactions supposés élémentaires, sans présumer d’une
situation d’équilibre chimique:

k
> aiX; f > by, % = by [kt = # T vy (164)
(en notant x et y les concentrations) si Y; n’est égal & aucun X;; si Y, = X, il faut remplacer b, par
by — a;,. Ces équations peuvent se déduire des équations moléculaires dans la cadre d’'une approche
de champ moyen [Lemarchand et Vidal 1988] ou lon néglige les fluctuations statistiques et les
fluctuations spatiales de densité. La loi d’action de masse ne s’applique pas lorsque la réaction n’est
pas élémentaire (par exemple, une réaction S — P catalysée par une enzyme E doit étre décomposée
en étapes £+ S = ES et ES — E + P). Elle échoue plus profondément lorsque les fluctuations
microscopiques participent de fagon essentielle & la cinétique et modifient les équations d’évolution
des concentrations moyennes, comme je ’ai discuté au § 2.3.1. Je vais maintenant présenter quelques
modéles cinétiques de référence pour décrire 'activité enzymatique.

LE MODELE CINETIQUE DE MICHAELIS ET MENTEN
Le modeéle de base est celui associé aux noms de Michaelis et Menten [1913]. Il décrit la plus simple
des réactions enzymatiques: un substrat S est transformé en un produit P a ’aide d’une enzyme FE.
La réaction enzymatique S ., P est une réaction chimique complexe. Pour expliciter sa cinétique,
il faut se ramener & un schéma constitué de réactions élémentaires, les seules auxquelles on puisse
appliquer la loi cinétique d’action de masse. Le schéma proposé est le suivant:

k
S+E < ES ™% py+E [S]=s, [El=e [ES]=c (165)
k:/

On suppose ici que le produit est consommé d’une facon ou d’une autre ™, de sorte que la réaction
inverse £ + P — ES ne se produit pas. Je noterai c la concentration du complexe enzyme-substrat
ES. 11 y a conservation de la concentration totale de ’enzyme puisque celle-ci est régénérée a la

178. Ce sens se trouve par exemple dans [Turing 1952]. Dans un sens plus restreint, la «loi d’action de masse»
désigne la relation entre les concentrations ¢ l’équilibre:

Tl =TI,
i J

Cette loi d’action de masse rejoint la condition de bilan détaillé discutée au § 2.1.3; elle n’est donc plus
vérifiée dés que des flux parcourent le systéme et le maintiennent hors d’équilibre chimique.
179. On peut rendre plus réaliste ce schéma en explicitant la consommation de P (terme —uP) ce qui
correspond aux situations expérimentales, in vitro. Pour une enzyme in vivo, la situation est parfois plus
compliquée car le produit P peut rétroagir plus ou moins directement sur les différentes étapes de sa fabri-
cation [Goldbeter 1996]; nous laisserons ici de coté cette difficulté.
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fin de la réaction: e + ¢ = cte = eo. Pour étre complets, rappelons tout d’abord I’ensemble des
hypothéses implicites dans l'utilisation du modéle de Michaelis et Menten: il n’y a qu’une seule
espéce enzymatique, le produit P ne se forme pas en I’absence d’enzymes, la réaction enzymatique
n’est pas coopérative et il n’y a pas de rétroaction du produit P sur la cinétique enzymatique.

K S
m

Figure 1.1: Cinétique michaelienne. La vitesse V' de la réaction est définie comme le
taux avec lequel le produit se forme au tout début de la réaction, juste aprés la fin du
régime transitoire durant lequel les espéces intermédiaires (complexes enzymes-substrat)
se forment; V est représentée en fonction de la concentration initiale so de substrat
(espéce transformée au cours de la réaction), avec so > eg si eo est la concentration
totale d’enzymes.

Plusieurs analyses cinétiques de ce modéle sont alors possibles, suivant les hypothéses que ’on
introduit, et elles conduisent & différents régimes. La cinétique de Michaelis et Menten découle
d’une hypothése d’équilibre local de la premiére réaction. La cinétique de Briggs et Haldane s’obtient
sous ’hypothése de quasi-stationnarité dc/dt = 0. Une troisiéme approche est 'approximation quasi-
statique, consistant & supposer que s = So; elle permet de décrire la mise en place de la concentration
stationnaire c*(so), aux temps trés courts. L’alternative entre approximation quasi-stationnaire et
approximation quasi-statique est tout a fait générale; elle se rencontre dans toutes les dynamiques a
deux échelles de temps bien séparées (§ B.2). La résolution perturbative associée est présentée plus
en détail ci-dessous.

L’approximation de Michaelis et Menten suppose que la réaction S + F — ES est a ’équilibre, si
bien qu’on peut exploiter la relation de bilan détaillé se/c = k’/k; cette approximation est valable
si la réaction produisant P est beaucoup plus lente que I’équilibration de la premiére réaction, ce
qui s’écrit quantitativement k..; < k’. On obtient alors:

_dp _ s _ K
V= m = Vmaz (Keq n S> Vmaz - kcat €0 Keq - k (166)
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L’approximation de Briggs et Haldane se raméne & une approzimation quasi-stationnaire, mise en
ceuvre dans de nombreuses réactions de catalyse enzymatique. On y suppose que le complexe atteint
trés rapidement un état d’équilibre, contrélé par la concentration s de substrat [Keener et Sneyd
1998]. On écrira dc/dt = 0, conduisant & kes = (k' + keat)c = ks(eg — ¢), d’ott 'on tire I'expression
suivante pour la vitesse de réaction:

_dp ds s k' + keat
=G =@ Ve () Ve sk K=
La dépendance de cette vitesse par rapport a la concentration s de substrat est représentée sur la
figure I.1. On notera qu’elle est linéaire aux faibles valeurs de s, et qu’elle sature a une valeur V4,
proportionnelle & la concentration initiale eqg de I’enzyme: toutes les enzymes sont alors en action
et elles ne peuvent traiter davantage de substrat. V... est aussi proportionnelle & la constante
cinétique kcqt, qui est parfois utilisée pour quantifier P’activité catalytique de ’enzyme. K., est
appelée la constante de Michaelis de enzyme'®; elle correspond & la concentration de substrat
pour laquelle la vitesse de réaction est égale a la moitié de sa valeur maximale V;,q,. On retrouve
K., &~ Keq 8i ket < K, ce qui correspond a I’analyse de Michaelis et Menten. On montre que
la condition de validité de cette approche de Briggs et Haldane est que ’enzyme ne soit présente
qu’en trés faible quantité, si bien que la quantité de complexe ES atteint trés rapidement sa valeur
stationnaire c*(s) = egs/(s + Km), adaptée a chaque instant a la concentration s de substrat. Je
vais ci-dessous préciser ce point, qui s’appuie sur une analyse multi-échelles déja rencontrée aux
§ 2.1.1 et § 2.1.2 et exposée dans le cas général au § B.2.

(167)

APPROXIMATION QUASI-STATIONNAIRE ET ANALYSE MULTI-ECHELLES

Le calcul de la cinétique du schéma de Michaelis et Menten peut étre mené & bien en utilisant une
méthode perturbative multi-échelles, de type «couche limite» (temporelle) [Murray 2002], § B.2.
L’intérét de faire le calcul complet est double. Il permet d’une part de décrire le régime transitoire
observé au début de la réaction, lequel est, par construction méme, inaccessible dans I’approximation
quasi-stationnaire. Il permet surtout de tester la pertinence de cette approximation et d’établir
quantitativement les conditions de sa validité: il faut que la quantité initiale eq d’enzyme soit petite
devant la quantité initiale so de substrat. Le rapport € = eg/so est en effet le paramétre perturbatif,
en occurrence le paramétre quantifiant la séparation des échelles, sur laquelle s’appuie la résolution
approchée décrite au § B.2. En pratique, le passage a des variables § et ¢ sans dimension permet de
faire explicitement apparaitre ce petit paramétre ¢ dans les équations d’évolution:

K + kcat keat €o

S c
§=— = — m = = = 1
§=_ f=o K A A bso s (168)

Aux temps courts, la variable temporelle pertinente est 7 = t/e et évolution s’écrit alors:
ds I de . .

. =[5+ (5 + Km/so — N)] . =85—2¢(54+ Km/so0) (169)

La loupe temporelle réalisée par le changement de variable 7 = t/e raméne sur une durée apparente
finie le régime transitoire trés court pendant lequel le complexe (variable rapide c, ¢ sans dimension)
atteint sa valeur stationnaire. L’approximation, dans ce régime, consiste a négliger la consommation
de S (variable lente s, § sans dimension) et la formation de P: elles n’ont pas encore commencé
(approzimation quasi-statique pour S). On écrit alors 5 = 1 (s = so) et on ne s’occupe que de
Pévolution de ¢ depuis sa valeur initiale ¢(0) = 0 jusqu’a sa concentration en régime stationnaire
¢* = s0/(Km + s0) (soit c*(s0) = eoso/(Km + so) en vraie grandeur), a la fin du régime transitoire.

180. Ce nom préte a confusion car ce n’est pas cette constante K, mais la constante d’équilibre Kcq = k' /k
qui intervient dans le traitement proposé par Michaelis et Menten [1913].
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Aux temps d’observation t ~ O(1), c se réajuste instantanément a I’évolution de s, sur des durées
0t ~ O(e) infinitésimales. On comprend alors la condition de validité ¢ < 1 de 'approximation de
Briggs et Haldane: si eg < so, Pévolution de ¢ sur une durée O(¢) ne modifie effectivement pas s de
fagon appréciable (de plus la quantité relative de .S impliquée dans le complexe E'S est négligeable).
On écrit ainsi que c est & tout instant dans son état asymptotique, esclave de la concentration s
a cet instant: ¢ = ¢*(s) = eos/(Km + s). Comme je ai explicité dans § B.2, on obtient pour les
variables adimensionnées des équations de la forme:

=g(3,8) =5— &5+ Km/s0) (170)

R

= 545+ Km+ ) €

S

ce qui rend naturelle ’approximation quasi-stationnaire consistant & écrire g(5,¢) = 0 (ordre 0 de
la démarche perturbative par rapport a €). La démarche perturbative s’achéve par le raccord des
deux régimes, quasi-statique ou quasi-stationnaire, & un instant correspondant & 7 = co et t = 0.
En d’autres termes, on place le raccord & un instant ol les processus rapies sont terminés (¢ =
c*(s0)) mais ot les processus lents n’ont pas encore commencé (s = so) On a donc simultanément
une approximation quasi-statique pour S (du c6té des temps courts) et une approximation quasi-
stationnaire pour ES (du coté des temps longs). Comme décrit dans § B.2, le raccord s’explicite en
écrivant: lim, o s(7) = lim:—o s(¢) = so et lim, o ¢(7) = lims—o c(t) = ¢*(s0) (figure 1.2).

Cet argument de séparation des échelles out 'on suppose que certaines espéces intermédiaires
(ici le complexe ES) atteignent trés rapidement une valeur stationnaire, esclave des concentrations
des substrat (ici S), se rencontre trés souvent en catalyse enzymatique.

f concentrations
e,~C
So ; enzyme libre
:
(s) |
(S oo\
0 | c*(s)
:
: s
5 substrat
: c
| enzyme-substrat
1
0 quasi— quasi- temps

statique stationnaire

Figure 1.2: Les deux régimes cinétiques du schéma de Michaelis et Menten. Aux temps
courts, on utilise I'approximation quasi-statique s = so et la condition initiale ¢(0) = 0;
aux temps longs, on utilise I'approximation quasi-stationnaire (<approximation de Briggs
et Haldane») suivant laquelle c est esclave de s: ¢ = ¢*(s). La verticale pointillée corres-
pond au crossover entre les temps courts 7 =t/e = O(1) et les temps longs t = O(1).
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CINETIQUES COOPERATIVES ET COEFFICIENT DE HILL

On peut reprendre le schéma de réaction précédent et considérer que 'enzyme a la capacité de se
lier & deux molécules de substrat et de catalyser simultanément leur transformation:

kl k2
S+E = ES "% P4+ E S+ES = ESS " op 4+ E (171)
K K

En utilisant ’approximation quasi-stationnaire pour les deux espéces intermédiaires (ES et ESS),
on obtient ’expression:

kcat,1K2 + kcat,2 5)
KKy + Kos + s2

k/'cat,l + kl Kg _ kcat,2/+ k2

Ky =
ki ks

V =eos ( (172)
Ce qui apparait significatif dans cette expression est la présence de termes quadratiques en s qui
apparaissent. Il est possible de généraliser ’analyse au cas ol ’enzyme peut se lier & n molécules de
substrat; ce sont alors des termes en s™ qui apparaissent. Cela conduit & proposer le modéle effectif
suivant pour caractériser une cinétique coopérative et pour modéliser les données expérimentales
obtenues dans cette situation:

STL

V =Vinaa (m) (173)
Pour des raisons dimensionnelles, on convient de noter la constante cinétique sous la forme K". La
forme de cette dépendance de V par rapport & la concentration s de substrat est représentée sur la
figure 1.3. Elle a l’allure d’une sigmoide, centrée en s* = K et de largeur As d’autant plus étroite
que n est grand. Cet exposant n, appelé le coefficient de Hill et en général non entier, quantifie ainsi
la coopérativité de la réaction.

V=dp/dt
As=K/n
Vo[~
o n=2
n=1 n>>

Vmax

2

K st=K S
m

Figure 1.3: Dépendance V(s) sigmoidale caractéristique d'une cinétique coopérative,
pour un coefficient de Hill n = 2 ou mn > 1 (correspondant d une coopérativité d’autant
plus marquée de I'activité catalytique de I'enzyme qu'il est grand). Par comparaison, la
cinétique Michaelienne correspond a la courbe hyperbolique obtenue pour n = 1.
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La réaction ne débute qu’une fois atteinte une concentration s* de substrat (seuil) et sa vitesse
est alors pratiquement indépendante de s (saturation) (voir aussi § M.4, figure M.8). Cet effet en
tout ou rien est une manifestation caractéristique d’un mécanisme coopératif . C’est sa propriété
émergente essentielle, celle & laquelle on peut réduire le comportement global, ce qui est fait dans
le modeéle (173) & trois paramétres: Vi,q. décrivant le niveau de saturation, K localisant le seuil
s* = K, et n estimant la largeur As = K/n. C’est aussi sa justification sélective, i.e. la raison pour
laquelle de telles cinétiques se sont mises en place au cours de 'Evolution, préférentiellement aux
autres (voir § 1.5); la propriété biologiquement intéressante peut étre:

— soit la stabilité de la vitesse au-dessus du seuil: V' & V45 dés que s > s*, de valeur insensible
aux fluctuations méme importantes de s;

— soit au contraire la grande sensibilité observée au voisinage du seuil s*: il suffit de faire varier s
de As pour passer de V = 0 & Vjaz; de plus, on n’observera en pratique que les valeurs extrémes
0 et Vinaa si n est assez grand, ce qui réalise un véritable commutateur biochimique.

ACCES EXPERIMENTAL

On a accés expérimentalement aux propriétés cinétiques en mesurant le taux de formation de pro-
duit, identifié avec la vitesse instantanée de réaction V(¢) que 'on peut ainsi suivre au cours du
temps. On ralentit la réaction, sans changer la cinétique autrement que par un facteur multiplicatif
(eo n’intervient que dans V,qz, qui lui est proportionnelle) en diminuant la quantité d’enzymes,
pour amener dans des échelles de temps plus facilement observables. Lorsqu’il n’est pas possible
de suivre simultanément V' et s au cours du temps, on mesure la vitesse initiale V(s,t ~ 0) pour
différentes concentrations initiales s de substrat (ce qui suppose implicitement une dépendance de
[P](t) linéaire en temps dans la fenétre temporelle de la mesure). Une autre observable est la fraction
¢/s de substrat lié (ou plus facilement sa valeur de saturation). Il faut ensuite un modéle cinétique
paramétré pour interpréter les observations expérimentales en termes de constantes d’équilibre ou
de constantes cinétiques élémentaires. Le modéle de cinétique coopérative, éq. (173), englobant le
modéle de Michaelis-Menten pour n = 1, est ainsi trés couramment utilisé pour exploiter les données
expérimentales. Le coefficient de Hill n s’interpréte comme un indice de coopérativité, d’autant plus
grand que la réaction est coopérative: il peut étre vu comme le nombre de sites catalytiquement
actifs par enzyme (comme le montre le schéma cinétique explicité ci-dessus pour n = 2 et généra-
lisable & n quelconque). En pratique, n est un nombre effectif et non nécessairement entier, car il
peut arriver que les sites catalytiques ne puissent pas étre tous actifs simultanément [Robert et al.
1987]); les valeurs observées ne sont jamais trés élevées, dépassant rarement 4.

IRREVERSIBILITE D’UNE REACTION CHIMIQUE

Une parenthése mérite d’étre ouverte sur la notion d’irréversibilité d’une réaction chimique, que je
vais discuter sur 'exemple simple d’une réaction S = P (par exemple, une transition conforma-
tionnelle entre deux formes S et P d’une macromolécule).

e Un premier type d’irréversibilité apparait lorsque les constantes cinétiques sont trés différentes,
par exemple k' < k (en notant k la constante cinétique de S — P et k' celle de P — S). Si on part
d’une situation ol 'espéce est en forme S, on observera sur une durée finie beaucoup de transitions
S — P et aucune transition P — S. A I’échelle usuelle, macroscopique, de 'observation, on décrira
Pévolution de S & travers ’équation cinétique: ds/dt = —ks, en négligeant la voie retour de P vers
S. Ce traitement approché est valable tant que k'p(t) < ks(t). Asymptotiquement, la forme S se
dépeuple au profit de la forme P et on aboutit, une fois atteint ’équilibre thermodynamique, &
la condition de bilan détaillé: ks., = k'peq- Il y a alors autant de transitions par unité de temps
de P vers S que de S vers P: la probabilité de P — S est trés faible devant celle de S — P
mais Peq > Seq €t le rapport peg/seq; compense exactement le rapport k'/k. Il s’agit donc d’une
irréversibilité apparente (quoique bien réelle expérimentalement dés que le régime asymptotique est
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trop long a atteindre) liée & la disparité des temps caractéristiques de transition et au fait qu’on
part d’un état hors de ’équilibre thermodynamique.

e Un second type d’irréversibilité apparait lorsqu’on injecte un flux ¢ de Pespéce S dans le systéme.
En restant dans le cadre de la cinétique chimique, on écrit:

ds/dt = —dp/dt = ¢ + k'p —ks = p =k'so — (k+k')s (174)
En régime stationnaire, le systéme est parcouru par un flux ¢ et les valeurs s+ et ps: ne vérifient
plus la condition de bilan détaillé:
k'so+ ¢ _kso—¢

ket K Pt =

11 faut néanmoins discuter le fait de prendre les mémes constantes k et k' que celles déterminées &
flux ¢ = 0, ce qui va reposer sur un argument d’équilibre thermodynamique local (dans I’espace de
phase), justifié si injection est lente par rapport aux échelles de temps microscopiques.

ksse — k'pse = ¢ (175)

Sst =

e Un troisiéme type d’irréversibilité, plus rare, apparait lorsque la réaction chimique induit une
distorsion de la distribution des vitesses moléculaires (écart a la distribution maxwellienne). C’est
le cas dans les réactions de combustion, ol les molécules rapides vont réagir plus efficacement que
les particules lentes, induisant une déplétion de la distribution du c6té des grandes vitesses. Ce
phénomeéne invalide les hypothéses de la théorie de Kramers, qui ne peut plus étre utilisée pour
calculer les constantes cinétiques.

Notons pour refermer cette parenthése qu’a ces trois types d’irréversibilité correspondent trois
notions différentes de systéme «hors d’équilibre». Il convient ainsi de distinguer les systémes hors
d’équilibre:

— parce qu’ils n’ont pas terminé leur relaxation vers I’équilibre;

— parce qu’ils sont parcourus de flux créés par les conditions aux bords;

— parce que la dynamique microscopique crée une situation ne pouvant étre décrite, dans le cadre
de la mécanique statistique & I’équilibre, par une distribution de Maxwell-Boltzmann.

1.2 - Le modéle allostérique de Monod, Wyman et Changeux (1965)

Le modele allostérique proposé par Monod, Wyman et Changeux en 1965 («modéle MWC>») avait
pour but de fournir un mécanisme rendant compte de la coopérativité observée dans la cinétique
de nombreuses enzymes (figure 1.3). 1l s’agissait donc de rassembler dans un modéle quantitatif
des arguments structuraux et cinétiques pour expliquer comment une activité catalytique pouvait
étre coopérative. Le succés de ce modéle s’explique autant par son apport conceptuel que par
sa validation expérimentale, montrant une adéquation quasi-parfaite avec le mécanisme a ’ceuvre
dans I’hémoglobine [Perutz 1990]. Il a été appliqué depuis & d’autres enzymes, en particulier 3 la
phosphofructokinase impliquée dans la glycolyse '8! et & un récepteur transmembranaire du cAMP
participant a la signalisation inter-cellulaire chez Pamibe Dictyostelium discoideum [Goldbeter 1996].

Le mécanisme moléculaire proposé situe 'origine de la coopérativité dans la structure méme
de l’enzyme, supposée symétrique et composée de plusieurs (n) sous-unités identiques, portant cha-
cune un site actif vis-a-vis du substrat S. Chaque sous-unité existe sous deux formes R et T,
d’affinités différentes envers le substrat (R est d’affinité plus grande) et éventuellement d’activités
catalytiques 82 différentes (’activité de R est supérieure), voir la figure 1.4. Une transition confor-

181. La phosphofructokinase présente en fait un comportement trés complexe au sens ou elle posséde un
activateur (I’ADP), un inhibiteur (le pyruvate) et deux substrats (I’ATP, non coopératif, et le fructose-6-
phosphate, qui lui se lie de fagon coopérative). L’affinité de PATP pour I’enzyme est la méme en forme R
ou T alors que l’affinité de I’enzyme pour le fructose est supérieure en forme R [Goldbeter 1996].

182. L’activité catalytique se mesure sur ’accélération de la réaction que réalise ’enzyme, autrement dit
par le facteur kcqt/qo par lequel est multipliée la constante cinétique go de la réaction sans enzyme. Le
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mationnelle peut faire passer la sous-unité de I’état T" en état R, ou inversement. Sans ligand, on a
[Ro]/[To] =1'/l < 1 et la sous-unité est trés préférentiellement en forme 7T'. Le caractére allostérique
(je reviendrai sur ce point au § 1.3) vient de ce que la liaison d’une molécule de substrat déplace
I’équilibre conformationnel entre les formes R et T'. La coopérativité vient du fait que les sous-unités
passent simultanément de forme T en forme R pour conserver la symétrie structurale de ’enzyme.
La liaison d’une molécule de substrat sur une sous-unité va modifier P’affinité des sites de liaison des
autres sous-unités: le premier site de liaison a étre occupé joue ainsi le réle de site effecteur vis-a-vis
des n — 1 autres sites de liaison.

Le principal mécanisme & 'ceuvre dans le modéle MWC est une transition concertée (suivant la
terminologie employée par Monod lui-méme), notifiant & la fois la présence d’une transition confor-
mationnelle dans chaque sous-unité et celle d’un mécanisme coopératif (expliqué par un argument
de symétrie structurale) coordonnant ces transitions conformationnelles, suivant 'image du para-
pluie qu’on ouvre ou ferme en bloc. La liaison de la premiére molécule de substrat active tous les
sites, en bloc, et facilite la liaison des molécules de substrat sur les n — 1 autres sous-unités. La
meilleure fagon de désigner ce mécanisme, en accord avec le modéle cinétique développé par Monod,
Wyman et Changeux, est de dire qu’il y a une capture conformationnelle de I’état R de I’enzyme
(état global car la transition est concertée) par la premiére molécule de substrat qui vient se lier.

Le modéle d’origine suppose que seule est affectée Paffinité pour le substrat (les formes 7" et
R ont la méme activité catalytique), qu’il n'y a effectivement que deux états T et R, et que la
transition T' < R est totalement concertée, si bien qu’il suffit de parler de la forme R ou T de
Penzyme dans son ensemble. Le schéma qualitatif est ensuite mis en ceuvre quantitativement dans
le cadre de la cinétique chimique, en considérant comme espéces intermédiaires (R;);j=o,....n €t
(T})j=o,...n (enzyme en forme R, respectivement 7', liée & j molécules de substrat). La transition
conformationnelle est supposée se produire exclusivement entre Ry et Tp (figure 1.4); c’est la prise
en compte dans le schéma cinétique des réactions de liaison de S, avec des constantes d’équilibre
Kr < Kr trés différentes, qui déplace vers R ’équilibre observé en 'absence de substrat (entre Ry
et Tp). Ce déplacement rétroagit sur la cinétique, favorisant les liaisons multiples*®® de molécules
de substrat, ce qui conduit & une expression de la vitesse de réaction présentant effectivement une
dépendance sigmoidale, «coopérative», vis-a-vis de la concentration de substrat. Il faut souligner
que ce modéle cinétique, représenté sur la figure 1.4, ne fait intervenir aucune constante cinétique
effective ou ajustable. Par contraste, le modéle coopératif (171) doit faire explicitement intervenir
des constantes d’équilibre K> < K différentes (k5 < k7 ou k2 > k1) pour la liaison de la premiére
molécule de substrat et la liaison de la seconde, pour reproduire une cinétique coopérative. Dans le
modeéle MWC, la cinétique coopérative découle entiérement de la plus grande affinité du substrat
pour la forme R et du caractére concerté de la transition 7' — R.

Les travaux de Monod, Jacob et leurs collaborateurs restent exemplaires de ’intérét voire méme
de la nécessité de coordonner des approches réductionnistes et holistes, et montrent qu’elles sont
complémentaires et non pas contradictoires. Ils ont d’une part ouvert la voie & la biologie molécu-
laire et aux analyses détaillées, expérimentales aussi bien que numériques aujourd’hui, du réle spéci-
fique de régions précises de biomolécules (protéines, ARN, ADN, principalement) via leur structure
tri-dimensionnelle, leurs interactions, leur environnement ionique et leurs transitions conformation-

plus souvent, la valeur de go est inaccessible (ou n’a pas de sens si la réaction ne se produit jamais sans
enzyme). Ce qui aura un sens sera de comparer les constantes cinétiques kcqt, 7 €t kcqt, R Obtenues avec deux
enzymes ou deux états 7' et R d’une méme enzyme; la plus efficace a la plus grande constante cinétique:
kcat,R > kcat,T-

183. En termes qualitatifs, on retrouve ici un effet «boule de neige», qui avec son alternative, I’effet «domino»,
sont typiques des mécanismes coopératifs; associés a une bistabilité des éléments, ils conduisent & des com-
portements en «tout ou rien».
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nelles. Loin de faire de ce type d’investigations précises mais ponctuelles une fin en soi, ils ont d’autre
part posé les bases d’une approche systémique permettant d’articuler les propriétés individuelles des
différents ingrédients moléculaires suivant des schémas de couplage et de régulation trés généraux
[Monod et Jacob 1961]. C’est ainsi la conjonction de schémas directeurs abstraits et de mécanismes
élémentaires concrets qui donne accés & une réelle compréhension de la fonction biologique et de sa
mise en ceuvre. Le postulat implicite de cette démarche est qu’il existe effectivement des schémas de
régulation génériques, mis en ceuvre avec des molécules différentes dans des contextes variés, mais
sutvant une méme structure logique. Un exemple est précisément le fonctionnement des enzymes
allostériques: il émerge une notion d’allostérie, commune & de nombreuses réactions enzymatiques
par ailleurs sans relations ni similitudes (ce qui justifie d’ailleurs d’en présenter les principes de
fagon abstraite).

|
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Figure I.4: La figure résume les caractéristiques du modéle allostérique de Monod,
Wyman et Changeux [1965]: a gauche, schéma du mécanisme structural (pour deux sous-
unités). Un argument essentiel du modéle est que I'enzyme est composée de plusieurs
sous-unités identiques, possédant chacune un site catalytique, et que celles-ci passent
simultanément de forme T en forme R (transition concertée). A droite, schéma cinétique
global. I et I’ sont les constantes cinétiques de la transition conformationnelle entre la
forme R et la forme T', sans ligand: [Ro]/[To] = I/l < 1. Les deux conformations différent
par 'affinité que manifestent leurs sites catalytiques (sites de liaison pour le substrat S);
celui-ci se lie plus facilement avec la forme R (kr > k7) ou s’en dissocie moins rapidement
(k% < k%), ce qui se résume sur les constantes d’équilibre par Kr < Kr, ot K = k' /.
La transition ne se produit que sur les formes «nues» Ry et To; |'affinité trés supérieure
du substrat pour la forme R déplace I'équilibre conformationnel vers R, alors qu'il favorise
T en I'absence de substrat.
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1.3 - Les différents aspects de la notion d’allostérie

L’ALLO-STERIE: UN SITE CATALYTIQUE ET UN SITE REGULATEUR BIEN DISTINCTS

ALLOSTERIE

Le modéle MWC, s’il a «popularisé» la notion d’allostérie, I'a aussi présentée dans un contexte
particulier, ou elle est étroitement associée avec la notion, différente, de coopérativité. Je vais ici
montrer que la notion d’allostérie est plus générale et de portée encore plus grande. Le point essentiel,
c’est méme le sens étymologique, est que la protéine allostérique posséde deuz sites de liaison bien
distincts, l'un ayant un réle catalytique et 'autre un réle régulateur sur l’activité catalytique du
premier. il suffit pour cela que la liaison d’un ligand sur 'un des sites (régulateur) influence l'affinité
de lautre site pour le ligand associé (identique ou non, je reviendrai sur ce point ci-dessous). Cela se
produit dés que les deuz sites sont reliés du point de vue conformationnel: Poccupation du premier
site induit un changement de structure global de la protéine, lequel va en particulier modifier la
structure locale de P’autre site et donc son affinité pour ses ligands [Wyman et Gill 1990]. La
liaison d’un ligand spécifique (on parle d’effecteur) au site régulateur se répercute ainsi jusqu’au site
catalytique par 'intermédiaire d’une transition conformationnelle du domaine contenant les deux
sites. L’existence de deux états (au moins) et d’une transition conformationnelle faisant passer de
Pun a Pautre est donc implicite mais essentielle dans le fonctionnement d’un enzyme allostérique,
et je vais discuter plus en détail ce double point dans la suite du paragraphe. La spécificité de
cette transition conformationnelle, comparée 3 celles'®* intervenant dans les enzymes «ordinaires»,
est la communication entre deux sites, le site régulateur et le site catalytique, et la coordination
de leurs modifications structurales. L’enzyme allostérique induit une interaction indirecte entre
Peffecteur et la réaction impliquant le site catalytique et le substrat; le «relais composite» que cette
enzyme constitue (ici entre les ligands et leurs sites de liaison) est nécessaire, précisément parce que
la reconnaissance moléculaire n’est pas un «transfert d’information» mais un mécanisme mécano-
chimique. Il est possible d’employer un raccourci et de parler de transfert d’information & partir du
moment ot il y a ce relais contingent établi par sélection naturelle.

ET TRANSITIONS CONFORMATIONNELLES

Le terme d’allostérie se rencontre donc associé a différents mécanismes, que je vais récapituler.

e Une enzyme allostérique peut exister dans deux conformations différentes: une conformation
inactive (ou peu active) notée '®® T et une conformation R, plus active parce que le substrat impliqué
dans la réaction catalytique se lie préférentiellement & R (Kr < Kr) et/ou parce que R est
catalytiquement plus efficace (kcat,r > kkat,T).

e La notion d’allostérie implique non seulement une transition de I’enzyme de sa forme 7" en forme
R mais aussi le contréle de cette transition par un agent extérieur, leffecteur. De facon générale,
un ligand stabilise la conformation pour laquelle il a le plus d’affinité et déplace ainsi 1’équilibre
conformationnel de Penzyme vers cette conformation favorable (capture conformationnelle). Ici,
la liaison d’un effecteur sur un site récepteur (différent du site catalytique) déplace ’équilibre
conformationnel de T" vers R, ce qui induit ¢ distance une modification au niveau du site catalytique.
Ily a ainsi un couplage (structural, via une transition conformationnelle) entre un site de controle et
le site catalytique. Par exemple, les contraintes mécaniques (élasticité) et topologiques (symeétries,
invariants) donnent une cohésion, une rigidité a Passemblage: une perturbation locale réorganise
Pensemble et peut ainsi induire des effets 4 distance, i.e. allostériques [Gerstein et al. 1994].

e L’enzyme joue un role d’adaptateur en permettant & un effecteur «arbitraire» (au sens ou effecteur

184. Toute activité protéique implique une transition conformationnelle; Une protéine totalement rigide, ou
au contraire de structure fluctuante, ne peut assurer de fonction enzymatique.

185. Suivant 1’usage, j’utilise les notations introduites par Monod, Wyman et Changeux pour les deux
conformations de I’enzyme: T' (pour «tendue») et R (pour «relachée»), plus active.
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est spécifique de son site récepteur mais non du site catalytique, voir § 1.5) de réguler le site
catalytique.

o Il peut également exister des inhibiteurs allostérigues, ol la liaison de l'effecteur au site récepteur
va au contraire déplacer 1’équilibre conformationnel vers T' et diminuer ainsi les performances du
site catalytique. Cette notion s’oppose & celle d’inhibiteur compétitif venant occuper le site actif a
la place du substrat adéquat.

ET COOPERATIVITE

C’est le modéle MWC, impliquant une enzyme possédant plusieurs sous-unités identiques et une
transition concertée de ces sous-unités, qui a réuni dans un méme schéma la notion de coopérativité
et Pallostérie. Dans ce modéle, c’est le substrat lui-méme qui joue le role d’effecteur (ce point améne
a la notion d’allostérie homotropique, discutée ci-dessous). L’enzyme présente plusieurs sites cata-
lytiques, et la liaison de la premiére molécule de substrat favorise celle des autres. Les conséquences
sur la cinétique de la réaction enzymatique se déduisent du modéle de Hill (171), considérant la
présence de plusieurs sites catalytiques par enzyme. Considérons par exemple le cas d’une enzyme
ayant deux sous-unités (figure 1.4). Si on suppose que les sites catalytiques sont identiques et in-
dépendants, la formule pour V(s), éq. (172) se simplifie: les termes quadratiques disparaissent et
on retombe sur une forme michaelienne, éq. (167). Si au contraire on suppose que la liaison de
la premiére molécule de substrat est trés lente alors que la liaison de la deuxiéme est trés rapide,
autrement dit une coopérativité forte (k1 — 0, k2 — oo, k1k2 fixé), on obtient une expression de la
forme (173) avec n = 2. L’intérét du mécanisme proposé est qu'’il rend compte de la coopérativité
sans qu’il y ait besoin de «mettre & la main» des constantes cinétiques effectives avec ko > k1.

Le coefficient de Hill effectivement observé est en général trés inférieur au nombre de sites de
liaison quand celui-ci est grand; 'explication est que la transition concertée, décrite par le modéle
MWC et expliquant la coopérativité, n’implique qu’un domaine contenant ¢ sites, avec n ~ ¢q (n
légérement inférieur). Van Holde et al. [2000] ont montré sur de nombreux exemples que la structure
globale intervient cependant, de fagon essentielle: c’est elle qui controle les potentialités allostériques
de ce domaine, lequel ne manifeste pas de coopérativité s’il est considéré isolément.

La propriété essentielle des enzymes allostériques coopératives, déja soulignée par Changeux et
Thiery [1967] sur exemple d’une protéine membranaire, est le caractére «tout ou rien» des phé-
noménes qu’elles vont induire, rapprochant une réaction allostérique d’une transition du premier
ordre. Cette caractéristique va se retrouver dans tout systéme régulier, symétrique, ou la transi-
tion conformationnelle d’un élément se répercute et se propage a tout ’ensemble’®® et induit une
variation discontinue de ses caractéristiques globales.

HOMOTROPIE ET HETEROTROPIE

11 faut en fait distinguer deux types d’allostérie:

L’allostérie hétérotropique: c’est ici la liaison d’un effecteur spécifique sur un site récepteur distant
qui fait basculer le site catalytique en forme R et permet ensuite la liaison du substrat. Il faut
ici noter 'importance, dans ce mécanisme, que ’enzyme ait une structure rigide, passant de facon
quasi-discontinue de I'état 7' dans ’état R: ce sont des contraintes structurales et mécaniques qui
assurent la transmission jusqu’au site catalytique de la modification subie par ’enzyme lors de la
liaison de leffecteur au site récepteur. Un exemple est celui des protéines G, ol la liaison d’un
effecteur rend la protéine catalytiquement active. Elles interviennent en endocrinologie et comme
«second messager» dans la transduction des stimuli, au début des voies sensorielles.

186. Citons par exemple la modification structurale d’un nucléosome dans une fibre de chromatine compacte,
présentée au § 3.2 [Mozziconacci et Victor 2003].
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Cette idée a été introduite par Monod avec la notion de facteur inductible jouant le role de relais
(allostérie hétérotropique, avec un effecteur différent du ligand). L’existence de tels facteurs a été
mise en évidence dans 'opéron lactose. Ils jouent des roles-clés dans les mécanismes d’adaptation (au
cours de I’évolution): leur caractéristique est d’avoir, en citant 'expression de Monod, un portrait
composite, adapté a 'effecteur au niveau du site de régulation et adapté au ligand au niveau du site
de liaison [Monod 1966].

L’allostérie homotropique: D'effecteur est ici le substrat lui-méme; le site récepteur et le site cata-
lytique jouent alors des réles symétriques. Ce cas, correspondant au modéle de Monod, Wyman et
Changeux, se rencontre lorsque 'enzyme elle-méme est symétrique. C’est cette symétrie qui assure
le caractére collectif de la transition 7" — R, pour minimiser les contraintes structurales qui appa-
raissent lorsque cette symétrie est brisée. L’exemple typique est celui de I’hémoglobine, de structure
symétrique, 3 4 domaines identiques portant chacun un site de liaison de oxygéne '®” [Perutz 1990].
Citons aussi, de nouveau, celui de la phosphofructokinase impliquée dans la glycolyse (§ I.1), et dont
la richesse de comportement montre comment des facteurs et effets additionnels peuvent venir mo-
duler et complexifier le schéma de base de l’allostérie sans pour autant Iinvalider [Blangy et al.
1968] [Goldbeter 1996].

I.4 - Un modéle d’allostérie mécanique au sein de la chromatine

Les interactions entre les protéines et I’ADN génomique prennent place au sein d’une superstructure,
la chromatine, laquelle peut imposer des contraintes mécaniques sur ’ADN qu’elle contient. C’est le
cas lorsqu’elle est en forme trés condensée '®® (figure H.3, droite): les linkers se comportent comme
des segments d’ADN d’extrémités fixes, puisque les nucléosomes sur lesquels ils viennent s’ancrer
sont positionnés au sein d’'une superstructure tridimensionnelle «verrouilléee». Nous avons étudié
Pinsertion d’intercalants (figure 29) dans de tels linkers, contraints mécaniquement et topologique-
ment (§ 3.3). Je vais montrer que ces premiers résultats suggérent un mécanisme beaucoup plus
général d’allostérie mécano-chimique et multi-échelles, qui pourrait intervenir dans la régulation
épigénétique de la transcription et par suite dans la différenciation cellulaire. En particulier, c’est
la structure de la chromatine qui donne des potentialités allostériques & PADN qu’elle organise.

LE SCENARIO: FLAMBAGE DE L’ADN ET INTERCALATION

Le scénario proposé, décrit en détail au § 3.3, est résumé sur la figure I.5. Avant de montrer qu’il se
rattache dans sa logique aux mécanismes allostériques, je vais en rappeler les points essentiels:

e Les fluctuations thermiques ouvrent transitoirement des sites d’intercalation entre les paires de
bases adjacentes; 'insertion d’un intercalant va «entériner» la présence d’un tel site et la force de
compression F' que son ouverture induit sur le linker.

o Cette force provoque un flambage du linker si elle est supérieure & un seuil F. dépendant de
la nature de I’ancrage des extrémités du linker sur le nucléosome. Le seuil est 4 fois plus grand
lorsque les extrémités sont rigidement fixées sur le nucléosome, comparé au cas ou elles peuvent
s’en écarter. En reportant les valeurs des différents paramétres, on constate que ce facteur 4 suffit a
exclure le flambage lorsque les extrémités sont encastrées alors qu’il est autorisé si elles sont mobiles.

187. D’autres globines suivent des scénarios plus complexes d’allostéries emboitées (nested) [Robert et
al. 1987]. Cet exemple rejoint notre modéle d’allostérie mécanique (§ I.4) au sens ou c’est alors la structure
d’ensemble qui donne une capacité allostérique a une sous-unité.

188. Cette étude, basée sur notre modélisation préalable des propriétés mécaniques de la chromatine, ne
concerne donc que les eucaryotes. Il est néanmoins possible qu’un mécanisme analogue intervienne chez les
procaryotes, o ’ADN génomique est sous la forme d’une boucle fermée, donc fortement contraint vis-a-vis
de la torsion (on parle de «contraintes topologiques»); le controle des contraintes mécaniques & des fins de
régulation impliquerait aussi des topoisomérases.
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L’intercalation stabilise la forme flambée (capture conformationnelle).

e L’ancrage des extrémités est contrdlé par le statut post-traductionnel des parties terminales des
histones: elles sont rigidement fixées aux nucléosomes si ces queues sont déacétylées; Pacétylation
de ces parties terminales libére les linkers.

e Le flambage du linker abaisse le colt énergétique des intercalations suivantes.

linker (ADN)

acétylation
¢ (lysines de H3 ou H4)

e ©

nucléosome

équilibre thermique

intercalant

stabilisation du flambage
par intercalation

Figure 1.5: Mécanisme allostérique dans un linker. La premiére étape, en haut, est
I'acétylation sélective des lysines des histones H3 et H4, ce qui libére I'ancrage du linker
sur les nucléosomes et par suite diminue le seuil de flambage. Les fluctuations thermiques
suffisent alors a réaliser un équilibre entre les formes droite (T") et flambée (R) du linker
(figure du milieu). La présence d'un intercalant stabilise la forme flambée (bas) [18].

UN MECANISME ALLOSTERIQUE COMPLEXE

Ce scénario présente plusieurs niveaux d’allostérie «emboités»:

e il y a tout d’abord une allostérie hétérotropique, ou 'effecteur est 'acétyltransférase qui produit
une acétylation de certains résidus des parties terminales des histones. Il s’ensuit une modification
de 'ancrage des linkers sur le nucléosome, ancrage qui passe de la «forme T'» encastrée a une «forme
R» plus flexible et autorisant le flambage.

e il y a ensuite une allostérie homotropique, au niveau du linker lui-méme considéré dans son
ensemble comme l'objet allostérique; la conformation rectiligne correspond & la forme 7" alors que
la conformation flambée correspond a la forme R. Les fluctuations thermiques assurent un équilibre
conformationnel entre ces deux formes. Exactement comme dans le modéle de Monod, Wyman et
Changeux, la liaison de la premiére molécule de substrat (le premier intercalant) stabilise la forme
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R et facilite les liaisons suivantes (prohibées en forme 7', pour des raisons énergétiques).

e soulignons enfin qu’un troisiéme niveau, supérieur, vient controler les deux autres: la fibre de chro-
matine doit étre verrouillée pour que ’ensemble du scénario fonctionne. C’est ainsi la superstructure
qui transforme les linkers en objets allostériques.

C’est donc une nouvelle forme d’allostérie, supramoléculaire et coordonnée sur plusieurs niveaut,
que nous suggérons. On y retrouve les différents aspects associés aux notions plus classiques d’allos-
térie: transition conformationnelle entre deux états d’activités différentes, coopérativité, séparation
du site actif et du site de régulation permettant de découpler la structure (de leffecteur) et la
fonction (du site actif).

|
ﬁ RO#TO @ ®

Figure 1.6: Un modéle de linker allostérique: la potentialité allostérique de I"’ADN est
donnée et contrdlée par la superstructure chromatinienne. Le schéma met en regard le
scénario que nous proposons et le modéle MWC (figure 1.4).

Une <«invention» de la sélection naturelle

Bien que toutes les étapes élémentaires des mécanismes allostériques découlent directement des lois
de la physico-chimie, leur assemblage «composite» et «gratuit», discuté au § 1.3, n’a pu se faire que
par sélection naturelle de fagon trés précisément adaptée & une fonction biologique. L’allostérie est
donc une notion spécifiquement biologique. Je vais ici présenter quelques raisons pour lesquelles
I’allostérie, hétérotropique ou bien homotropique et coopérative, a pu ainsi émerger au cours de
I’Evolution.
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AVANTAGES SELECTIFS DE L' ALLOSTERIE

Les mécanismes allostériques hétérotropiques ont tout d’abord pour «intérét» de réaliser des cou-
plages a longue portée, trés supérieure & celle des interactions moléculaires usuellement observées
en chimie (inférieure au nanométre). Ce point est obtenu grace aux couplages mécano-chimiques a
P'ceuvre dans ’allostérie, impliquant des transitions conformationnelles de macromolécules fortement
structurées.

La dissociation du site régulateur et du site actif, caractéristique de ’allostérie, permet de
coupler des processus physico-chimiques de fagon contingente: leur couplage vient uniquement de
leur présence sur une méme enzyme, établie au cours de 1’évolution, par sélection naturelle. Pour
résumer, ’enzyme allostérique joue le role d’'un adaptateur entre la structure (site récepteur re-
connaissant D'effecteur) et la fonction (activité catalytique au site actif). On voit ici & Pceuvre la
notion de «gratuité» introduite par Monod, en parfaite cohérence avec les régles de la cinétique
chimique. Les mécanismes allostériques offrent donc une grande souplesse adaptative [Monod 1970];
ils permettent d’assurer un relais entre une voie de signalisation et une voie métabolique, entre deux
voies métaboliques, entre une voie métabolique et une voie de régulation génétique, entre une voie
sensorielle chimique et son prolongement électrique.

L’allostérie supramoléculaire, comme celle que nous proposons pour ’ADN au sein de la chro-
matine (§ 1.4), est un exemple typique de mécanisme biologique ot les niveaux supérieurs régulent
et controlent les propriétés fonctionnelles des niveaux inférieurs [Robert et al 1987].

AVANTAGES SELECTIFS DE LA COOPERATIVITE

L’avantage sélectif de la coopérativité, i.e. d’'une dépendance de forme sigmoidale de la vitesse de
réaction V par rapport & la concentration s de substrat, est de conduire & une grande sensibilité
vis-a-vis de s lorsque la réaction opére autour de la valeur de seuil s* (voir figure 1.3). Cela autorise
de grandes variations des flux métaboliques en réponse a des variations relativement faibles des
concentrations des espéces intermédiaires: cette propriété fournit un mécanisme de «commutateur»
(switch), comme on en observe dans de nombreux schémas de régulation, d’activation ou d’adap-
tation & des modifications environnementales. Il peut ainsi y avoir simultanément réponse a une
sollicitation extérieure et respect de ’homéostasie. La sensibilité de cette réponse s’estime simple-

ment:

As Vinas 4 .

—_— R~ = oir figure 1.3 176

g Vils )5 - (voir figur, ) (176)
Elle est d’autant plus grande (As/s* d’autant plus faible) que n est grand, i.e. d’autant plus grande
que la réaction est coopérative. Les mécanismes allostériques permettent de plus une régulation
réversible et rapide, & la différence de celles impliquant un changement du niveau d’expression

d’une protéine, la dégradation d’éléments ou le transport de substances.

Pour résumer, 'allostérie est la manifestation moléculaire la plus caractéristique de la théorie
darwinienne: c’est un exemple de mécanisme établi par sélection naturelle, couplant de fagon gratuite
des éléments de logiques différentes et permettant de réguler une voie (métabolique, de signalisation)
par une autre. C’est par suite un exemple d’objet biologique qui ne peut s’étudier que dans une
approche fonctionnelle (§ 4.4.1).






J. Electrophysiologie neuronale

Je présente dans cette annexe un travail mené en collaboration avec Laurent Pe-
zard sur la modélisation des courants ioniques impliqués a la fois dans I'activité
neuronale fonctionnelle et dans la genése du champ électromagnétique détecté par
électro-encéphalographie (EEG) ou magnéto-encéphalographie (MEG). Ce travail
préliminaire, essentiellement méthodologique, met en place un cadre (un modéle
d'automates cellulaires) qui nous permettra d'aborder deux questions fondamen-
tales mais encore peu étudiées théoriquement:

— traduire en termes de signaux observables (EEG et MEG) différents schémas
d’activité neuronale (potentiels d’action et transmission synaptique) en partant du
niveau ou les deux modalités s’articulent, a savoir le niveau des courants ioniques;
— évaluer I'importance d'une part fonctionnelle, d'autre part au niveau du champ
électromagnétique engendrant I'EEG, d’aspects généralement négligés de I'activité
neuronale: interactions des neurones et des cellules gliales, transmission en volume.

Ce travail a débuté lors du stage de DEA «Modélisation dynamique et statistique
des systémes complexes» de Laurent Pezard: Phénomeénes élémentaires de I’élec-
trophysiologie neuronale. Une approche par automates cellulaires (septembre
2002). Il se prolonge actuellement en thése de physique théorique.

J.1 - Problématique: électrophysiologie neuronale et électroencéhalogramme

Les méthodes d’investigation du fonctionnement cérébral humain se répartissent entre les méthodes
dites métaboliques et les méthodes électromagnétiques. Les premiéres (tomographie par émission
de positons — TEP — ou imagerie par résonance magnétique fonctionnelle — IRMf) ont une bonne
résolution spatiale (échelle des neurones) mais une résolution temporelle modeste, ce qui les des-
tine principalement & des études visant & mettre en évidence les zones cérébrales activées durant
la réalisation d’une tache donnée. Les secondes (électroencéphalogramme — EEG — et magnétoen-
céphalographie - MEG) ont une trés bonne résolution temporelle (de Pordre de la ms, c’est-a-dire
Péchelle de temps de Pactivité neuronale) mais une résolution spatiale médiocre (plusieurs mm, im-
pliquant donc une moyenne spatiale sur un grand nombre de neurones); ce sont ainsi des techniques
de choix pour I’étude de la dynamique de Pactivité cérébrale chez ’homme.

Notre travail concerne I'EEG; précisons que ce signal est obtenu en placant des macroélectrodes
sur le cuir chevelu d’un sujet et en enregistrant 1’évolution de la différence de potentiel entre ces
électrodes (dites actives) et une (ou plusieurs) électrodes de référence. L’EEG est issu de Pactivité
neuronale sous-jacente, mais il ne représente que la résultante, trés moyennée, de Pactivité électrique
individuelle des neurones: alors que les variations du potentiel de membrane d’un neurone sont de
l'ordre de plusieurs dizaines de mV, I'amplitude de PEEG se mesure en pV. Pour cette raison, le
lien entre 'EEG et Iélectrophysiologie des neurones reste mal défini [Niedermeyer 1996] [Makeig
2002]. Savoir relier le niveau cellulaire et le signal macroscopique permettrait en particulier de faire
bénéficier les études chez 'homme de la somme de connaissances obtenues au niveau cellulaire
chez ’animal. Notre travail tente de définir les étapes d’une telle unification et propose un cadre
numérique pour aborder ce probléme.

Notre point de départ est ’ensemble des modéles de physiologie cellulaire, décrivant I’activité
neuronale en utilisant comme variables d’état le potentiel membranaire des cellules. Les principales
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grandeurs prises en compte sont les perméabilités membranaires aux différents ions présents dans
les milieux intracellulaire et extracellulaire, les concentrations de ces ions et les courants ioniques
(voir § J.2). Ces modéles permettent de décrire et d’interpréter de fagon précise de nombreux
phénomeénes de la physiologie cellulaire [Koch et Segev 1998] [Poznanski 1999] mais cette précision
représente aussi une difficulté dés qu'’il s’agit de dépasser 1’échelle des neurones: le trop grand
nombre de variables en jeu interdit d’envisager des propriétés collectives. Notre objectif va étre d’en
extraire un modéle numérique suffisamment élagué pour articuler le niveau cellulaire auz modéles
mésoscopiques (voir aussi la figure 37, § 4.3.3). Ces modéles mésoscopiques sont de deux types:

o les modéles de réseaux neuronauz, dont les variables d’état représentent des moyennes de nombres
de cellules actives. On y distingue deux catégories: les modéles dérivés du modéle d’Ising, fondés
sur la représentation du neurone par un automate & deux états [McCullogh et Pitts 1943], et
généralement appelés les modeles ou réseaur de Hopfield [Hopfield 1982, 1984] [Amit 1989] et les
modéles de champs corticauz fondés sur une description statistique continue des populations de
neurones actifs [Beurle 1956] [Griffith 1963, 1965] [Wilson et Cowan 1972, 1973].

e le modéle biophysique de I’EEG dans lequel on postule 'existence de dipdles de courant macro-
scopiques pour rendre compte du champ électrique enregistré au niveau du scalp [Hdmaélainen et al.
1993] [Baillet et al. 2001]. On distingue alors le probléme direct ot il s’agit de déterminer le signal
engendré par une distribution donnée de dipéles, et le probléme inverse, lequel n’a pas une solution
unique (ce résultat négatif est connu depuis Helmholtz).

Un autre objectif de notre travail est de relier ces deux types de modéles mésoscopiques. En effet,
ceux-ci ne peuvent étre mis directement en relation puisqu’ils mettent l'accent sur deux phénoménes
complémentaires de l'activité neuronale: d’une part (§ J.3) la propagation de potentiels d’action dans
le réseau d’axones et de dendrites, d’autre part (§ J.4) la genése de courants ioniques se reflétant
(aprés moyenne spatiale) dans PEEG. Ils ne peuvent se rejoindre qu’au niveau cellulaire sous-jacent,
ce qui prescrit encore davantage d’ancrer notre modélisation dans les courants ioniques.

J.2 - Courants ioniques et potentiel membranaire

Ce paragraphe va résumer le contexte électrophysiologique de notre travail en décrivant la phy-
sique des échanges ioniques transmembranaires observés au niveau des neurones et des cellules
gliales'®. Les échanges ont lieu au niveau de la membrane qui sépare le milieu intracellulaire du
milieu extracellulaire (figure J.1). Cette membrane, constituée d’une bicouche de phospholipides, est
imperméable aux ions; le passage d’ions est rendu possible par des protéines transmembranaires
spécifiques: les canauz qui permettent les déplacements passifs dans le sens du gradient électro-
chimique et les pompes qui réalisent les échanges actifs contre les gradients en consommant de
IATP ', L’activité neuronale va reposer sur la dépendance des caractéristiques des canaux (et par
suite des courants ioniques) vis-a-vis de la différence de potentiel existant entre les deux cotés de
la membrane, ce qu’'on appelle le potentiel de membrane. Les pompes auront une activité adaptée
a celles des canaux, permettant de maintenir ’homéostase des cellules (autrement détruite par les
courants ioniques — orientés— & travers les canaux). Pour résumer, la fonction neuronale implique
des échanges ioniques variables & travers les canaux ioniques, et les pompes sont 14 pour ramener
les cellules dans leur état physiologique de référence. C’est donc sur les canaux ioniques et les cou-

189. Le cerveau comprend deux familles de cellules: les neurones et les cellules gliales, dix fois plus nom-
breuses mais de volume total sensiblement égal & celui des neurones. Les principes élémentaires qui per-
mettent de décrire 1’électrophysiologie cellulaire sont communs a ces deux types de cellules. Les différentes
cellules sont séparées par un milieu extracellulaire, représentant de 20% a 30% du volume total du cerveau.
190. Comparés aux courants créés par les pompes, les courants ioniques dans les canaux (ou plutdt leurs
variations, que nous verrons étre associées  la propagation de I’influx nerveux) sont rapides (un ion met une
dizaine de ns pour traverser le canal), intenses (de ’ordre du pA) et de courte durée (un potentiel d’action
dure quelques ms au plus).
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rants 1! qui les traversent que nous allons porter notre attention. Le role joué par les pompes sera

implicitement pris en compte en considérant que les concentrations ioniques moyennes de part et
d’autre des membranes sont prescrites et constantes.

EQUILIBRES IONIQUES TRANSMEMBRANAIRES

Je vais tout d’abord rappeler les équations de base décrivant les courants ioniques dans les canaux
et les conditions d’équilibre qui en découlent. Le formalisme utilisé aujourd’hui reste celui introduit
par Goldman [1943] et complété un peu plus tard par Hodgkin et Katz [1949].

Envisageons une membrane d’épaisseur a, immergée dans une solution contenant des ions. Elle
va étre considérée comme un systéme diélectrique effectif uniforme dans lequel les mobilités ioniques
et les activités sont spatialement homogénes. Une telle hypothése provient de ’homogénéisation de
la partie imperméable aux ions (les phospholipides) et de la partie perméable (les canaux). Les ions
se déplacent sous 'influence combinée de la diffusion et du champ électrique (électro-diffusion). En
notant z la coordonnée spatiale transversalement & la membrane, de 'intérieur vers l'extérieur, V()
le potentiel en z, cx(z) la concentration de 'ion k, z; sa valence et uy sa mobilité, la contribution
moyenne Ji(x) de 'espéce ionique k & la densité de courant totale dans le canal est donnée par une
combinaison de la loi de Fick et de la loi d’Ohm, conduisant & I’équation de Nernst-Planck:

.Tk = —Uk (RT%C}C + chk}-ﬁV) (177)
ot Dy = uikpT est le coefficient de diffusion de lion k (avec kp la constante de Boltzmann),
1/uy est le coefficient de friction de I'ion k et F la constante de Faraday (F = MNe avec N le
nombre d’Avogadro et ¢ la charge élémentaire, ¢ > 0). Il s’agit donc d’une équation impliquant
une approximation de champ moyen (pour pouvoir écrire une équation fermée pour les concen-
trations moyennes), une approximation de réponse linéaire, et une hypothése d’équilibre thermique
(équipartition de I'énergie thermique) pour utiliser le théoréme fluctuation-dissipation et la relation
d’Einstein entre Dy et ux qui en découle.

L’équilibre pour une espéce ionique k est atteint si 7x = 0, ce qui conduit a l’équation défi-
nissant le potentiel d’équilibre E), de l'ion k (la notation Ej, est traditionnelle en électrophysiologie):

192

RT Ce
Er=[V,-V.]., =—In|— 1
o= V= Vil = 22 n [C] (178)
Par exemple, dans les conditions physiologiques, Ex = —77 mV (dans tous les cas nettement

négatif) alors que Fn, = 50 mV (dans tous les cas nettement positif). Ce potentiel correspond:

— soit au potentiel que 'on doit appliquer entre les deux milieux pour contrebalancer la diffusion,
— soit au potentiel créé entre les deux milieux lorsque les concentrations intracellulaire et extracel-
lulaire sont fixées, et qu’il n’y a qu’une seule espéce ionique k.

POTENTIEL DE REPOS

Les milieux intracellulaires et extracellulaires contiennent des ions de différents types'®3, princi-
palement Na™, K*, Ca™™ et Cl™, si bien que (178) décrit seulement le potentiel pour lequel la
contribution de ion k au courant total dans le canal s’annule. Pour dériver la valeur & 1’équilibre
du potentiel de membrane Vy,, = V; —V,, égal a la différence de potentiel entre le milieu intracellulaire

191. Soulignons que les courants sont ici engendrés par le déplacement d’ions positifs (Nat, KT, Cat™) ou
négatifs (C17) et non, comme dans les métaux, par le déplacement d’électrons.
192. On peut remarquer ici qu’un raisonnement thermodynamique consistant a écrire I’égalité des potentiels
électrochimiques [i, = pr + VFz, entre les deux compartiments pour une solution aqueuse diluée idéale
ou ur(p,T) = ug(T) + RT In[ck] donne un résultat équivalent. On retrouve ainsi la cohérence entre la
thermodynamique et la mécanique statistique.

Ion | Nat KT CI- Catt
193. Pour un neurone de vertébré, on a (en mM): [ion]. | 150 3 120 1.2

[ion]; 18 135 7 10—4
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et le milieu extracellulaire, on repart de (177) écrite pour les différentes espéces ioniques. Plusieurs
hypothéses et approximations vont alors intervenir. Nous avons vu que (177) s’obtenait dans une
théorie de réponse linéaire et de champ moyen; il s’ajoute une approzimation quasi-stationnaire
dp/dt = 0 justifiée aux échelles de temps considérées %%, Les autres hypothéses intervenant dans le
raisonnement sont les suivantes [Goldman 1943] [Hodgkin et Katz 1949]:

e les ions se déplacent dans le canal transmembranaire sous leffet de la diffusion et du champ
électrique de la méme fagon que dans la solution, 4.e. (177) a bien un sens dans le canal,

e le champ électrique est constant dans la membrane, ce qui s’écrit: £ = —dV/dx = V5, /a;

e Les concentrations des ions & la limite de la membrane sont proportionnelles & celles mesurées
dans la solution qui baigne la membrane c’est-a-dire que la concentration intramembranaire c est
reliée A la concentration [k] dans le milieu par ¢x = ki [k], ol ki est un facteur & déterminer;

e la membrane est homogéne.

Cette hypothése d’homogénéité assure qu’il n’y pas de composante longitudinale j, = 0 et pas de
dépendance longitudinale d,j = 0 dans le courant, de sorte que nous pouvons ne considérer que la
direction z transverse & la membrane et réécrire (177) sous la forme scalaire, unidimensionnelle:

. d av
gk = —urRT (% + ckzkﬂea) (179)

en utilisant le fait que Se = F/RT. Par ailleurs, on remarque que:

d 2BeVY _ _zppev ((dCk dv
. (cke ) =e (dm + crzifBe d:v) (180)

En reportant (180) dans (179), on obtient:

d
zpBeV . zBeV
ek g = fukRTd—x (cke k ) (181)

L’hypothése de quasi-stationnarité réduit ’équation de continuité pour l'ion k & V- Tk = dji/dx =0,
si bien que ji est indépendant de x. Dans 'hypothése de champ constant (dV/dz = —Vp,/a), il
vient alors:
d ;.
d ke

szeV) 2 BeV - —Vm Ukzkfvm% (CkeszeV) (182)

=e JrzrBe =
a a

soit en intégrant entre le milieu intracellulaire (x = 0, V(0) = V;, ¢x(0) = c}) et le milieu extracel-
lulaire (z = a, V(a) = Ve, ck(a) = cf):

Ik (ezkﬁev’” — 1) = ukzk]:Vm (c};ezkﬁev’" - ci) avec V=V, -V, (183)

En écrivant que ¢ = xi[k] ou [k] est la concentration dans le milieu [Hodgkin et Katz 1949] [Hille
1992], et en appelant perméabilité le rapport: P, = (urkrRT)/(aF) on peut écrire la densité de
courant de particules ji (ou la densité de courant de charges Ij) sous la forme:

Zkfz [k]iezk’geVm — [k}e Uk RT

jk = P RT Vin P — s P, = T et I =zrejk (184)

et ce, pour les quatre types d’ions prépondérants pour la physiologie neuronale, & savoir Na™, K™,
Ca™™ et Cl™. On observera un courant d’ions k sortant de la cellule (ji > 0) si 2y (Vin, — Ex) > 0.

194. L’argument est que les variations de p ont lieu a des échelles trés rapides, de sorte qu’on peut remplacer
la quantité par sa valeur asymptotique constante.
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La densité de courant de charges totale est J = Z & Ii,. Du fait des trés faibles concentrations de
ions Ca™™ par rapport & celles des autres ions, on on néglige habituellement I’influence des ions
Ca™ dans le courant membranaire !%®, on obtient alors:

2 _ —BeVm
JFV{&iL_ﬁ o

TRT | e BeVm —1 b

{ w=Px[K]|e + Pxa[Na]e + Pci[Cl]; (185)

y = Px[K]; + Pxa[Na]; 4+ Pci[Cl].

Cet ensemble d’équations permet de calculer le potentiel de membrane & Péquilibre'®® (J = 0 et
Vin = Vi,) dans le cas d’un membrane perméable aux ions Na™, K™ et Cl~:

RT (Bde+1%JNMi+fbﬂme> (186)

Veo = 7 M\ B[R], + PralNal + Par[Ol);
Vzq est appelé le potentiel de repos et son expression (186) ’équation de Goldman-Hodgkin-Katz.
Le potentiel de repos de la membrane vaut environ Vg = —70 mV. On a toujours Fx < V¢q < Ena:
en régime permanent, le courant de charges total sera nul mais on verra entrer des ions Na' et
sortir des ions K*. Retenons également que la dizaine de mV est P’ordre de grandeur typique des
potentiels et des variation de potentiel de membrane.

milieu [K]
e
extracell. canaux
A X ;embrine étagie V/ (fraction surf. v )
AT VA7 A/H/v T =K [K] e
A

AR Arrzzz A7z : = = K[k
i [} | ferme canal ouvert
milieu canal fermé (Prob. Pr) K=V .Pr

intracell. [K];

Figure J.1: Membrane d'un axone: dans la bicouche phospholipidique sont encastrées
des protéines transmembranaires en forme de cylindres creux et déformables: les canauz
toniques. Suivant la valeur du potentiel de membrane, ces canaux laissent ou non passer
les ions. Le schéma illustre les notations introduites dans le texte.

LA NOTION DE PERMEABILITE

Nous avons suivi dans ce qui précéde les notations et la dérivation de Hodgkin et Katz; ils utilisent
Phypothése selon laquelle ¢, = ki[k] ot [k] est la concentration dans le milieu et ¢ celle dans la
membrane [Hodgkin et Katz 1949]. Cette hypothése est liée au fait que la membrane est assimilée
4 un milieu effectif homogéne: xj est le facteur de réduction apparaissant dans le procédure d’ho-
mogénéisation. Nous savons aujourd’hui que les ions traversent la membrane en empruntant des

195. On néglige ici leur réle électrophysiologique mais leur réle fonctionnel dans la signalisation et la régu-
lation de nombreuses réactions enzymatiques métaboliques est par contre crucial.

196. 11 s’agit & plus proprement parler d’un régime stationnaire: J = 0 mais les contributions partielles I
ne sont pas nulles.
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canauz toniques distribués de fagon variable selon le type de cellule et 'endroit de la cellule que I’'on
considére. La formulation moderne revient & remplacer les ¢, par [k] dans (179) ou (183) mais en
interprétant le courant comme celui traversant un canal. Dans ce cas (en supposant 'indépendance
des canaux, aussi bien en ce qui concerne leur localisation que leur ouverture), la densité de courant
pour une portion effective de membrane serait proportionnelle & la fraction surfacique v de canaux
et & la probabilité Pry d’ouverture d’un canal, ce qui conduit & définir:

RE = Vg PI‘k (187)
pour rendre compte de fagon «effective» d’une portion de membrane. Comme je I’ai mentionné en
introduction, les concentrations des ions diffusibles ne sont pas seulement affectées par les phéno-
meénes passifs de diffusion, mais aussi par les phénoménes actifs liés aux pompes entretenant les
gradients de concentration. Ces phénomeénes permettent de considérer que les concentrations [k];
et [k]. sont constantes (il faut bien noter que cet effet n’est pas did & un réservoir mais qu’il est le
résultat d’un processus actif consommant de 1’énergie, sous forme d’ATP).

J.3 - Phénoménes physiologiques

Pour élaborer un modéle numérique minimal mais pertinent d’électrophysiologie neuronale, il nous
faut préciser davantage le role fonctionnel des courants ioniques transmembranaires, en d’autres
termes décrire comment ils interviennent dans activité fonctionnelle des neurones. Nous venons de
voir comment le potentiel de membrane et la perméabilité de la membrane (liée aux caractéristiques
des canaux que contient la membrane) controlent ces courants. Je vais maintenant montrer que
les courants modifient en retour le potentiel de membrane, et que ces variations de potentiel de
membrane modifient & leur tour les perméabilités, bouclant un schéma «circulaire» de causalité ”.
Nous avons mentionné au § 2.3.3 que ces schémas, omniprésents en biologie, ont la structure logique
requise pour engendrer des phénoménes émergents et robustes, auto-adaptés sur des comportements
non génériques mais néanmoins reproductibles avec une grande précision. Je vais montrer que c’est
effectivement le cas ici, en décrivant briévement I’émission et la propagation de potentiels d’action,
puis les phénoménes synaptiques qui les relaient. Nous allons voir que cette activité fonctionnelle
des neurones a pour conséquences auxiliaires une modification des courants ioniques dans le milieu
extracellulaire et un surcroit d’activité des pompes.

DES PERMEABILITES VARIABLES

La propriété fondamentale, permettant une activité neuronale basée sur des échanges ioniques trans-
membranaires, est que les courants ioniques peuvent étre controlés par 'intermédiaire des variations
des perméabilités membranaires 198, 1 existe en effet des canauz activables qui sont fermés quand la
cellule est au repos mais qui peuvent s’ouvrir sous 'effet de stimulations mécaniques, de variations
de concentration d’une molécule (par exemple un neurotransmetteur) ou encore de variations du
potentiel de membrane. Ces effets sont modélisés en représentant un canal (ou une portion effective
de membrane) par un circuit électrique comprenant en série: une pile dont la force électromotrice

197. On peut également qualifier ce schéma de mécanisme auto-cohérent; en particulier, les valeurs station-
naires des grandeurs en jeu (le potentiel, les courants, les perméabilités) vont étre déterminées, de facon
implicite, en écrivant que les différentes influences s’équilibrent et que les grandeurs ont simultanément
atteint leur régime permanent.

198. Le terme de perméabilité est employé, suivant les ouvrages et les auteurs, pour désigner des quan-
tités différentes (quoique reliées): nous avons appelé perméabilité pour ’espéce ionique k la quantité
Py = kpupRT/aF = v Dy Pry /ae, incluant la probabilité Pry, d’ouverture des canaux; sa dimension est celle
d’une longueur par unité de temps et de charge. On rencontre aussi la perméabilité diffusive Pglf f= v Dy /a

(ayant la dimension d’une vitesse), reliée & la premiére par P:iff = ePy/Pri. Il y a enfin la perméabilité
magnétique qui intervient dans les équations de Maxwell, § J.4.
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correspond au potentiel d’équilibre E, de I’espéce ionique dont on veut rendre compte et une conduc-
tance G, variable. Cette derniére est le produit de la conductance maximale Gy par la probabilité
d’ouverture du canal Pr, et c’est elle qui peut varier avec la concentration d’un neurotransmetteur,
avec le potentiel de membrane ou sous 'effet d’un phénoméne mécanique.

En linéarisant Pexpression (184) de la densité surfacique de courant de charges I (V) autour
du potentiel de repos Ey, avec I(V = Ej) = 0, on montre que les courants de charges associés aux
mouvements de I’espéce ionique k suivent une loi d’Ohm:

Ik = Gk Pl“k (Vm — Ek) (188)

avec une conductance G, donnée par GiPry, = (dI/dV)(V = Ej), d’ott 'on tire expression:

G =

ukykz,%e]:[ [k]e[k}z :|1n [k]e (189)
[

a kle — [Ki (K]

On peut mettre cette conductance sous une forme plus lisible en faisant intervenir une concentration

effective [k].s; de Pespéce k:

UkVk ePy
a - k BT

Gr = gr(zke)’ N [Keys avec  gp = (190)

POTENTIELS D’ACTION

L’activité électrique d’un neurone est caractérisée par ’émission de potentiels d’action qui corres-
pondent & une inversion temporaire et locale de polarité de la membrane. Chaque potentiel d’action
se traduit ainsi par une perturbation du potentiel de membrane V,, allant jusqu’'a modifier loca-
lement et transitoirement son signe. Cette perturbation va ensuite se propager sans déformation le
long de I'axone du neurone, ce qui permet de transmettre P’excitation neuronale fidélement et sur
de longues distances. Nous allons voir que ce phénoméne, fondamental pour le fonctionnement du
systéme nerveux, est lié au fait que les propriétés électriques de la membrane de I'axone varient
avec la valeur du potentiel membranaire: 'onde de dépolarisation résulte d’une onde de variation
de perméabilité. Avant de décrire le phénoméne complet, se rattachant a la classe des fronts de
réaction-diffusion présentés dans I’annexe F, je vais tout d’abord présenter le mécanisme de leur
émission, dans une situation spatialement homogéne (la variable spatiale devient de ce fait inutile)
ce qui correspond aux expériences dites de «space-clamp»: dans ce protocole expérimental, on relie
les extrémités du fragment de membrane étudié, de facon & ce que tous les points de la membrane
soient simultanément au méme potentiel, pour abolir les variations spatiales et se concentrer sur les
variations temporelles. Le phénoméne d’émission d’un potentiel d’action (spike) est lié a la séquence
d’événements suivante:

e une augmentation rapide de la perméabilité aux ions Na™ (au niveau des canaux activables)
pendant un cours laps de temps. Cette phase entraine Pentrée des ions Na™t et donc une forte dépo-
larisation membranaire (la tendance du potentiel V;, est alors d’évoluer vers le potentiel d’équilibre
des ions sodium Enq > 0, de 'ordre de +50 mV);

e une augmentation retardée de perméabilité aux ions K* qui entraine la sortie des ions K™
favorisant le retour du potentiel de membrane au niveau du potentiel d’équilibre Ex de I'ion KT
(négatif, avec Ex < Viq) et ensuite au potentiel de repos V.

L’émission d’un potentiel d’action, s’accompagnant d’un double transfert d’ions, court mais intense,
va modifier localement leurs concentrations: il y a trop d’ions Na™ et pas assez d’ions K & I'intérieur
de ’axone et un écart aux conditions physiologiques opposé s’observe dans le milieu extracellulaire.
L’équilibre ionique des cellules nerveuses et du milieu extracellulaire est rétabli grace & des pompes,
dont le temps caractéristique d’action est sans commune mesure avec celui des canaux: un potentiel
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d’action dure de 1 & 5 ms mais il faut aux pompes de l'ordre d’une dizaine de secondes pour
rétablir ’état ionique de référence. Alors que le passage des ions dans un canal est un phénoméne
passif d’électrodiffusion, «profitant» des gradients électro-chimiques, leur passage en sens inverse,
assuré par les pompes a 'encontre du gradient électrochimique, implique des mécanismes complezes
et actifs, consommant de I’énergie chimique, sous forme d’ATP: transitions conformationnelles de
la pompe, liaison d’ions auxiliaires, changements structuraux de l’eau contenue & lintérieur de
la pompe, hydrolyse d’ATP, conduisant au final & la translocation des ions envisagés, dans une
steechiométrie (par molécule ’ATP consommeée) précisément fixée. Par exemple, la NaK-ATPase
fait sortir 3 ions sodium Na™ et fait rentrer 2 ions potassium K par molécule d’ATP hydrolysée;
elle intervient donc de fagon privilégiée pour rétablir la situation physiologique de référence apreés
le passage d’un potentiel d’action. Je soulignerai de nouveau que les pompes fonctionnent déja
en régime permanent, pour maintenir les gradients de concentrations et le potentiel de membrane
qui leur est associé; ce faisant, elles ferment en boucle les courants ioniques induits par ce potentiel
(courant entrant d’ions Na™, courant sortant d’ions K*). Le passage d’un potentiel d’action est donc
une perturbation d’un équilibre dynamique maintenu (et rétadbli) par les pompes, fonctionnant hors
d’équilibre. Le sous-produit de la relaxation ramenant les concentrations & leur niveau de référence
entre chaque potentiel d’action est une somme de courants ioniques dont la résultante observable &
Péchelle macroscopique contribue a I’électro-encéphalogramme (I’autre contribution principale vient
des phénomeénes synaptiques décrits ci-dessous).

LE MODELE DE HODGKIN-HUXLEY

La genése du potentiel d’action a été étudiée expérimentalement (avec le protocole de space-clamp)
puis modélisée par Hodgkin et Huxley en 1952. Leur modéle est encore aujourd’hui la base pour la
simulation de I'activité électrique de neurones isolés ou de petits réseaux de neurones [Hodgkin et
Huxley 1952] [Meunier et Segev 1953]. En décrivant quantitativement les variations de perméabilités
et leur couplage avec le potentiel, il rend compte de |’ezcitabilité de la membrane, i.e. de sa capacité
a répondre par une émission de pics discrets identiques 4 une stimulation continue assez grande !%°.
Ce modéle est fondé sur les hypothéses suivantes [Koch98|:

o le courant ionique transmembranaire I;on. (une densité surfacique de courant de charges?°® en
A/m?) est principalement di aux déplacements des ions Na™ et K*. La contribution des autres
ions et des pompes est représentée par un courant de fuite Iy: Iions = Ine + Ik + If;

e les courants suivent une loi ’Ohm: I, = G (V,, — Ex) ot Ej est le potentiel d’équilibre de I'ion
k et G la conductance de la membrane pour l'ion k & cet instant;

e la conductance Gy, (resp. Gk ) est lide & une conductance maximale constante G no (resp. Gk),
multipliée par un coefficient dépendant du potentiel V;, et du temps ¢, et représentant la fraction
de conductance effectivement offerte au passage des ions & linstant ¢; pour le courant de fuite, la
conductance est considérée comme constante: Iy = G(Vy, — Ey);
e une derniére hypothése implicite est que les concentrations ioniques restent inchangées au cours de
I'activité des neurones ce qui se traduit dans les équations par la constance des potentiels d’équilibre
Enq et Ex et des conductances maximales Gy, et Gk.
Les résultats expérimentaux aménent & postuler les expressions suivantes :

Ix = Grn* (Vi — Ex) et Ina = Gnam®h(Vin — Ena) (191)
ol n, m et h sont des fonctions de V,, et de ¢t définies implicitement par les équations:

dm

dt
199. C’est seulement leur fréquence d’émission qui change avec ’amplitude de la stimulation (tant que cette

amplitude reste suffisante).
200. L’unité courante, correspondant aux valeurs typiques pour un axone, est le yA/cm?2.

= am(Vn)(1 = m) = mfBm(Vin) (192)
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dn
dh
= = an(Van) (1 = h) = hBn(Vin) (194)

Ces expressions déterminées par Hodgkin et Huxley en 1952, avant de connaitre l'existence des
canaux ioniques, s’avérent trés proches des courbes obtenues en décrivant la cinétique d’ouverture
et de fermeture des canaux ioniques. La forme explicite des fonctions a(V;,,) et 3(Vi,) est déterminée
expérimentalement ?°! [Koch 1998] [Keener et Sneyd 1998]. En introduisant la capacité C., par unité
de surface de la membrane, I’évolution du potentiel de membrane V,,, s’écrit:

AV (t)
m :-Iin' t _Iians 1
- () (195)
ol Iin; correspond & un courant de stimulation. En explicitant le courant transmembranaire l;on,
il vient 202:
de = 3 ~ 4
me = Gnam h(ENa — Vm) + Gkn (EK — Vm) + Gf(Ef — Vm) + Iinj(t) (196)

Cette équation et le systéme d’équations (192-194) correspondent au modéle phénoménologique
de Hodgkin et Huxley. L’aspect heuristique le plus important de ce modéle est d’avoir ramené la
physiologie cellulaire & des variations de perméabilité pour les différents ions en solution, a travers les
variables m, n et h. Il a ensuite permis d’intégrer les résultats sur les canaux ioniques dans le contexte
de Pactivité électrique des neurones, en reliant ces variables m, n et h & la cinétique d’ouverture et
de fermeture de ces canaux et les conductances maximales G & leur fraction surfacique.

UN MODELE SIMPLIFIE DE MILIEU EXCITABLE

Compte-tenu de sa relative complexité, le modéle de Hodgkin et Huxley n’est pas aisément uti-
lisable lorsque I'on souhaite rendre compte de la dynamique d’un réseau relativement important
de neurones en interaction. Dans ce cas, la version simplifiée obtenue par FitzHugh et Nagumo
dans les années 1960 lui est préférée. Elle n’implique que deux variables, d’échelles séparées: le po-
tentiel membranaire (variable rapide) et une combinaison des perméabilités (variable lente). Aprés
réduction des variables & une forme adimensionnée, ce modéle simplifié s’écrit [Murray 2002]:

— _ .3
{du/dt—3u u® —wv (197)

dv/dt = e(v — Au)

€ est un petit parameétre qui refléte la différence des temps caractéristiques 7, et 7, = 7, /€ des
évolutions de u et de v. Si le paramétre A est assez petit, inférieur & 1, c’est un modéle typique de

201. On obtient:
0.01(Vin + 55)

Oén(vm) = 1— exp[—(Vm T 55)/10] Bn(vm) =0.125 eXp[_(Vm + 65)/80]
(Vi) = Tt (Vi) = Aexpl—(Vin + 65)/18
o (Vin) = 0.07 expl—(Vin +65)/20] By (Vi) = :

1+ exp[—(Vin + 35)/10]

GNa 120mS/cm? | Eng 50 mV
202. Des valeurs typiques des paramétres sont: G 36 mS/cm? Ex ~77 mV | Cn»  1uF/cm?2.
Gy 03mS/ecm? | E; —544 mV
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milieu excitable: (0,0) est alors le seul point fixe stable, mais une perturbation duo assez grande,
supérieure 4 un seuil u. (voir la figure J.2), va commencer & é&tre amplifiée, s’accompagnant d’une
croissance simultanée de v, avant que (u,v) ne se restabilisent sur (0,0). C’est le décours d’une telle
perturbation dépassant le seuil qu’on appelle un potentiel d’action. Nous allons voir que sa forme ne
dépend pratiquement pas de la perturbation, pourvu qu’elle dépasse le seuil. C’est aussi ce modéle
simplifié de Fitz-Hugh-Nagumo qui est utilisé pour décrire la propagation des potentiels d’action,
ce que nous allons maintenant briévement présenter.

v V=0

DX ------

c excitable o

Figure J.2: Milieu excitable et potentiel d’action. A droite, portrait de phase typique
d'un milieu excitable, décrit par les équations de Fitz-Hugh-Nagumo (197). u. = OA est
I'amplitude minimale d'une perturbation duo (fléche épaisse) pour qu’elle induise I'émis-
sion d'un potentiel d'action. Le décours temporel de ce dernier correspond a la trajectoire
OABCDEO, dans |'approximation consistant a séparer |'évolution de la variable rapide
u (qui va évoluer a v fixé vers un état asymptotique esclave de v: approximation para-
métrique pour v) et celle de la variable lente v (évolution adiabatique suivant I'isocline
4 = 0: approximation quasi-stationnaire pour u). La position du point C' est déterminée
de sorte que la vitesse de propagation des différentes zones du potentiel d'action (la partie
avancée OB et la partie retardée C'D) se propagent 3 la mé&me vitesse, condition pour
obtenir une structure cohérente se propageant sans déformation. A gauche, allure d'un
potentiel d'action dans I'espace (le long de la membrane, a un instant donné) et au cours
du temps (en un point donné de la membrane). La forme du potentiel d’action ne dépend
pratiquement pas du stimulus duo appliqué pourvu qu'il dépasse le seuil.

PROPAGATION DES POTENTIELS D’ACTION

Qualitativement, le principe de la propagation d’un potentiel d’action est analogue & celui des fronts
de réaction-diffusion présentés dans annexe F (§ F.1), et on peut comparer cette propagation a
celle d’'une vague ou i Pembrasement d’une trainée de poudre [Berestycki et Hamel 2002]. La
variation locale §V;, du potentiel de membrane (la variable v dans le modéle de Fitz-Hugh-Nagumo)
produit une modification de la perméabilité membranaire, ce qui provoque brutalement des courants
ioniques importants; la modification des concentrations ioniques qui s’ensuit induit & son tour une
modification du potentiel membranaire des régions voisines, ce qui propage la perturbation initiale.
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Quantitativement, la propagation des potentiels d’action le long des axones est décrite en ajou-
tant un terme de couplage diffusif DAV;,, dans les équations de Fitz-Hugh-Nagumo (197): on obtient
une équation de réaction-diffusion unidimensionnelle (de type RD2 d’aprés la terminologie intro-
duite dans annexe F). Le coefficient de diffusion intervenant dans ce modéle de réaction-diffusion
est relié & la conductance de ’axone, puisque ce sont les courants le long de 'axone (existence
impliquée par la conservation du courant - pas d’accumulation de charges) qui sont responsables
du couplage et & terme de la propagation du potentiel d’action le long de 'axone. Soulignons qu’il
s’agit d’un systéme de réaction-diffusion: il n’y a rien de commun entre P’extension et la vitesse
de ce courant longitudinal, uniquement responsable du couplage local des troncons d’axone, et la
vitesse de propagation du potentiel d’action. On cherche ensuite une solution de la forme V;,, (z —ct),
décrivant la propagation sans déformation d’un profil stationnaire reliant (0,0) & (0,0) en réponse
3 un stimulus dépassant le seuil. Cela raméne & un systéme dynamique, de variable «temporelle»
z = x — ct, dont on peut établir le portrait de phase. Nous avons vu au § F.2 que lorsque le terme
de réaction était cubique, il existait une unique vitesse de propagation obtenue en écrivant qu’il
existait une séparatrice reliant les deux points fixes correspondant aux conditions aux extrémités
(méthode du tir). C’est ici un tout petit peu plus compliqué, car le profil relie ’état d’équilibre
(0,0) & lui-méme, si bien qu’il y a un front avant et un front arriére; il faut alors déterminer & quelle
condition sur la forme de ce profil (i.e. pour quelle position du point C sur la figure J.2) la vitesse
de propagation de ’avant du profil coincide avec la vitesse du profil arriére [Murray 2002].

La conclusion & retenir est 'existence d’un unique profil, de vitesse déterminée par les pa-
rameétres du modéle de réaction-diffusion il s’agit d’une vitesse de propagation, plus rapide que
les vitesses associées aux mécanismes élémentaires>*® (électro-diffusion et ouverture/fermeture des
canaux activables).

POST-SYNAPTIQUES

Deux neurones connectés par une synapse ne sont pas jointifs: ’axone du premier neurone (en
amont, relativement au sens de propagation de I'influx nerveux) et la dendrite du second neurone
(en aval) sont séparés par un espace extracellulaire, large de 10 & 50 nm, qu’on appelle la fente
synaptique. La propagation des potentiels d’action le long de '’axone va étre interrompue lorsqu’on
arrive & la frontiére de la synapse: le relais dans ’espace extracellulaire est assuré par des neuro-
transmetteurs libérés par le neurone amont a 1’arrivée d’un potentiel d’action. A son arrivée sur la
membrane des dendrites (partie «<post-synaptique», appartenant au neurone en aval), le neurotrans-
metteur se fixe sur des protéines transmembranaires spécifiques qu’on appelle ses récepteurs, ce qui
va modifier par un mécanisme chimique 1'état de certains canaux activables de la membrane2%4,
Les courants ioniques transmembranaires vont s’en trouver modifiés et par suite induire des va-
riations du potentiel de membrane, ce qu’on appelle les potentiels post-synaptiques. Ces variations
sont locales et vont diffuser passivement (c’est-a-dire sans émettre de potentiel d’action) le long de
la membrane de la dendrite du neurone post-synaptique, en s’amortissant exponentiellement vite
(spatialement). C’est la somme, prise au point de départ de 'axone, des variations du potentiel
membranaire prenant naissance dans les différentes dendrites (et amorties en fonction de la dis-

203. Soulignons que la création d’un potentiel d’action ne se fait pas dans le cadre des équations de Maxwell:
en particulier, la propagation n’est pas celle d’un courant électrique orienté et continu le long de I’axone.
Il intervient des générateurs de courant biochimiques, entretenus par des pompes consommant de ’ATP
(les pompes). Nous allons voir que les courants synaptiques impliquent de plus des neuro-transmetteurs
et une réponse biochimique des membranes. Ce n’est qu’ad une échelle supérieure, aprés une procédure
d’homogénéisation, qu’on peut se placer dans le cadre des équations de Maxwell.

204. Notons qu’un phénoméne d’auto-organisation des récepteurs synaptiques sous la synapse fonctionnant
avec leur neurotransmetteur spécifique a récemment été observé et expliqué par D. Choquet et son équipe
[Choquet et Triller 2003]; il pourrait étre impliqué dans la plasticité synaptique, suivant laquelle une synapse
fréquemment activée voit ’intensité de sa réponse post-synaptique augmenter (régle de Hebb).
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tance qu’elles ont & parcourir jusqu’a I’axone) qui détermine 1'émission d’un potentiel d’action: un
potentiel d’action est émis si cette somme de stimulations venant d’autres neurones est positive
et assez élevée. Au niveau d’une synapse, les variations induites par le neuro-transmetteur et son
récepteur peuvent:
— ou bien augmenter le potentiel de membrane, ce qui va donner une contribution favorisant 1’émis-
sion des potentiels d’action par le neurone post-synaptique; une telle synapse sera dite excitatrice;
— ou bien abaisser le potentiel de membrane: I’émission des potentiels d’action est rendue plus
difficile, puisque la contribution de la synapse va augmenter la valeur le potentiel de membrane doit
augmenter pour atteindre le seuil d’émission; la synapse sera dite inhibitrice;
Le caractére excitateur ou inhibiteur dépend du neurotransmetteur libéré et de son récepteur 2°5:
c’est une propriété de la synapse, i.e. de la connexion et non des neurones impliqués. Un méme neu-
rone peut donc a priori établir des connexions excitatrices et des connexions inhibitrices; certains
types de neurones se sont spécialisés dans un seul type de connexions (par exemple les interneurones,
établissant des connexions inhibitrices & courte portée). Comme précédemment, les courants trans-
membranaires au niveau de la synapse suivent une loi d’Ohm adaptée a la physiologie neuronale:
=G Pr'" (Vi — Ey) (198)
ou k indexe l’espéce ionique. Des modéles markoviens de cinétique chimique adaptés & chaque
type de synapse, similaires au modéle de Hodgkin-Huxley dont ils suivent les principes généraux,
permettent d’expliciter les équations d’évolution couplées des courants I,”", du potentiel V,,, et des
conductances G3*" (a priori différentes de celles intervenant dans les axones) [Destexhe et al. 1994].

J.4 - Dipéles de courant et genése de ’électro-encéphalogreamme (EEG)

UN MILIEU AUX PROPRIETES PARTICULIERES

Nous venons de voir que les couplages entre le potentiel de membrane, les courants ioniques et la
perméabilité font du cerveau un milieu ezcitable (émission de potentiels d’action) et actif (source
de courants), et que ces caractéristiques sont a l’origine de ses capacités fonctionnelles. Elles sont
également a l’origine de la trace observable de l'activité électrique des neurones, principalement
corticaux, qu’est 'EEG [Charpier 2002].

Les courants ioniques physiologiques dont je viens de décrire 'origine et les conséquences obser-
vables sont transmembranaires. Les boucles de courant se ferment, aprés un trajet dans le milieu
extracellulaire, grace aux courants traversant les pompes en sens opposé, au prix d’une consom-
mation d’ATP, puisqu’ils vont en sens inverse du sens prescrit par les gradients électrochimiques
suivant ’équation de Nernst-Planck (177). En pratique, la membrane se comporte donc comme si elle
contenait en tout point des générateurs de courant: nous allons voir que ce caractére actif introduit
une «cinquiéme équation de Maxwell», absente de la description des milieux diélectriques plus tra-
ditionnels en physique, ou les générateurs de courant ne sont présents qu’a I’échelle macroscopique,
et non distribués en volume comme ils le son ici.

Le modéle biophysique de PEEG est, comme les équations de Maxwell auxquelles il fait appel,
un modéle de milieu continu. En effet, on estime?°® qu’une surface corticale de 5 mm x5 mm est
nécessaire pour engendrer un courant de charges détectable au niveau de 'EEG. Le modéle va donc

205. Un méme neurotransmetteur (par exemple, la noradrénaline) peut avoir des effets différents, excitateur
ou inhibiteur, suivant les récepteurs présents dans le neurone post-synaptique.

206. Une source intracérébrale (courant de charges) ne serait détectable en surface que si son intensité est
de ’ordre de 10 nA.m [Himélainen et al. 1993]. On peut estimer que ’activité d’une seule synapse produit
une source d’environ 20 fA.m, ce qui nécessite environ 10° synapses actives en méme temps pour obtenir
un signal détectable. Si ’on rapporte cette estimation & la densité cellulaire corticale (environ 10° cellules
pyramidales par mm? de cortex et environ 102 synapses par cellule), on trouve qu’une seule synapse sur 1000
est suffisante pour fournir un signal détectable. Les courants pouvant avoir des directions qui s’annulent en



J. Electrophysiologie neuronale 285

se placer & une échelle trés supérieure 4 celle ot nous avons dérivé ’équation de Nernst-Planck (177)
décrivant ’électro-diffusion dans un canal ionique. L’expression du courant de charges prendra une
forme analogue J = oE + J, mais linterprétation des termes sera un peu différente [Malmivuo et
Plonsey 1995]. Le premier terme utilise une loi d’Ohm, dans une hypothése de réponse linéaire: le
moteur en est le champ électrique local. Le second, décrivant la résultante de la contribution des cou-
rants transmembranaires (canaux et pompes), autrement dit la contribution de boucles de courant
fermées, sera modélisé par des dipdles de courant QO(7 — 7Q): ce sont 14 les générateurs de courant
dont je mentionnais ci-dessus la spécificité. Ce modéle implique donc une procédure d’homogénéisa-
tion, valable car les membranes et les boucles de courant associées ont des échelles caractéristiques
finies: il suffit de se placer & des échelles supérieures pour qu’une description homogéne moyenne soit
valable. Les courants présents dans le tissu cérébral vont ainsi avoir deux origines: d’une part une
origine physique, électromagnétique (le terme OE), d’autre part une origine biochimique spécifique
(courants ioniques générés au niveau des membranes, lors du passage des potentiels d’action et de
Pactivité synaptique; c’est ce que décrit le terme j;,)

En conclusion, le milieu cérébral est:
— structuré (axones, de différents longueurs, myélinisés ou non, synapses),
— fortement non linéaire (seuil, saturation, amplification non linéaire),
mais 4 la différence d’un milieu physique, il est aussi:
— plastique (aussi bien dans sa structure que dans sa biochimie),
— actif (générateurs de courant locaux, a I’échelle microscopique),
et nous allons maintenant voir comment cela se traduit quantitativement sur les équations de
Maxwell décrivant les courants et le champ électro-magnétique qui régnent dans ce milieu.

EQUATIONS DE BASE: EQUATIONS DE MAXWELL ET DIPOLES DE COURANT

Si la conductivité o du milieu est connue, les équations de Maxwell et ’équation de continuité
vV.-J= —0p/0t peuvent étre utilisées pour calculer les champs électrique E et magnétique B
responsables respectivement de 'EEG et du signal MEG (magnéto-encéphalographie) [Himé#lainen
et al. 1993] [Scott 2002]. Le traitement des équations de Maxwell est simplifié en considérant que:
— le conducteur est infini et homogeéne;

— la perméabilité (magnétique) des tissus de la téte est égale & celle du vide: pu = po;

— les termes de source O/t et OB /0t sont négligeables (approximation quasi-stationnaire);

— la réponse du champ est linéaire (loi d’Ohm).

Les équations de Maxwell se réduisent alors a:

V-E=p/e VAE=0 dot E=-VV (199)
VAB=puJ V-B=0 (200)

On néglige le terme oOF /Ot dans VAB (en se plagant & une échelle de temps intermédiaire, ot les
causes de variation rapide ont relaxé vers 0 et ou les rétroactions provoquent une évolution lente
des paramétres, considérés comme constants a chaque instant), ce qui permet d’exprimer le champ
magnétique & partir du courant total J (une densité surfacique de charges):

- —
= Ho = r—r 3
B = — J ANl ———=)d 201
m=te [ 7o) (i) (201)
Nous avons vu que ce courant total se décomposait en un courant actif et un courant passif:

() = Jy(7) = o(FVV (7) (202)
Si l’on se place dans les milieux intra- ou extracellulaires, il n’y a pas d’effet capacitifs, donc pas de
processus d’accumulation de charges; dans 'approximation quasi-stationnaire, les inhomogénéités

bilan, il est généralement accepté qu’une surface de 5 mm x5 mm est une estimation réaliste de la surface
corticale active nécessaire a la genése d’un courant de charges de ’ordre de 10 nA.m [Baillet et al. 2001].
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transitoires sont supposées avoir déja relaxé vers 0, si bien qu’on écrira dp/0t = 0, d’ou V-J=0
d’aprés ’équation de continuité. A partir de I’équation (202), on obtient alors:

V.-J,=V(VV) (203)
Si o est constante (spatialement), cette équation s’écrit :
V- J,=0AV (204)

c’est-a-dire une équation, analogue a I’équation de Poisson, décrivant un milieu contenant des géné-
rateurs de courant décrits par j;. Nous touchons 14 en quoi le milieu cérébral est un milieu «actif>,
fondamentalement différent des milieux <<passifs» habituellement rencontrés en physique. L’activité
neuronale donne naissance au courant Jp principalement au voisinage des cellules alors que le cou-
rant J se propage passivement dans tout le volume. En trouvant le courant Jp, appelé le courant
primaire, on localise 'activité cérébrale. Dans le cas général, o est un tenseur, qui se réduit a un
scalaire si le milieu est isotrope. L’inversion du laplacien conduit alors & la relation explicite:

P Y PGS P\ e
ver= 5 [ 55 () ¢ 09

Nous avons vu ci-dessus que le courant primaire (son unité est ’A.m) était modélisé comme une
superposition de dipoéles de courant:

T (7) = ZQZ (F— g (206)

ot §(7) est la dlstrlbutlon de Dirac tridimensionnelle. Pour relier la physiologie cellulaire et 'EEG,
il est donc nécessaire de déterminer les dipoles responsables du courant primaire. Deux problémes
se posent alors:

e Les dipdles généralement invoqués pour modéliser 'EEG (probléme inverse ot 'on détermine une
distribution de dipoles compatible avec le signal enregistré) sont des dipdles «phénoménologiques»
représentant l'activité d’une zone corticale & ’échelle du millimétre; les dipéles «physiologiques»
que nous avons décrits au § J.3, sont eux des dipdles & ’échelle d’un fragment de membrane, de
Pordre du micrométre. Le point mérite d’étre souligné: dans I’analyse du signal EEG ou MEG, la
démarche générale, aussi bien pour le pb direct que pour le pb inverse, est de relier des sources
macroscopiques locales au champ électromagnétique observé; il n’y a aucun changement de niveau
dans ce genre de description: on décrit «autrement» le signal observé. Au niveau de ces dipoles
macroscopiques, on a une description effective trés homogénéisée, qui ne s’interpréte pas directement
en termes physiologique et ne permet plus de comprendre les mécanismes de réponse, de régulation
et d’adaptation impliqués dans 'activité fonctionnelle.

e De plus, la modélisation dipolaire macroscopique, sous-tendant la résolution du probléme inverse,
est statique (résolution & chaque pas de temps) elle ne permet donc pas d’accéder au fonctionnement
cérébral, c’est-a-dire a la dynamique des activités neuronales ; elle ne permet donc pas de relier 'EEG
aux modeles de dynamique neuronale (réseaux de neurones ou théorie de champ).

Je vais esquisser dans le paragraphe suivant I’approche numérique que nous proposons pour aborder
les problémes qui viennent d’étre soulevés.

J.5 - Modéle numérique (automates cellulaires)

Partant des équations de Maxwell spécifiques au cerveau décrites au § J.4, la description des courants
ioniques et des champs électrique et magnétique associés permet de relier formellement la physiologie
neuronale 3 "EEG. Etablir un lien opératoire est une question beaucoup plus difficile, encore ouverte;
elle implique en effet un changement d’échelle notable puisque 'EEG n’est enregistré qu’avec une
résolution spatiale assez médiocre (de ’ordre de quelques mm?) ce qui correspond 3 enregistrer la
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résultante de Pactivité de dizaines de milliers de neurones 27, Préciser ce lien est un des objectifs, &
terme, de la modélisation que je vais maintenant présenter. Le travail que nous avons effectué est un
ensemble de simulations numeériques visant & reproduire les propriétés fondamentales des échanges
ioniques transmembranaires dans le formalisme le plus simple possible (automates cellulaires): c’est
a cette condition qu’il pourra étre exploité constructivement aux échelles supérieures.

MODELISER LE ROLE DES MEMBRANES

Nous avons vu que I’électrophysiologie neuronale se ramenait essentiellement & des variations de
courants ioniques & travers les membranes cellulaires, courants qui acquiérent des significations
diverses en fonction des instants et des endroits ou ils naissent (potentiels d’action, potentiels
synaptiques, tampons spatiaux, etc.). Le role biologique des membranes apparait étre:

e de localiser Pactivité électrique et les échanges ioniques, de facon & ne pas pertuber Pactivité
physiologique (métabolique) de la cellule.

e de ralentir énormément les phénoménes électriques, en ramenant les échanges élémentaires & des
échelles de temps quasi-macroscopiques. Expliquons ce point: un ion traversant la membrane met
un temps comparable pour parcourir les 5 nm de longueur du canal ou 5 nm dans le cytoplasme 2°%,
mais seule une infime fraction des ions arrivant au voisinage de la membrane la traverse. La densité
surfacique de courant & travers la membrane est de Pordre du pA/cm?.

Un ingrédient essentiel du modéle numérique doit donc étre de prendre correctement en compte
Peffet des membranes sur le déplacement des ions. Alors que les mouvements des ions dans les
milieux intra- et extra-cellulaire peuvent étre reliés & de simples processus de diffusion [Nicholson
2001], ils subissent au niveau de la membrane:

e une influence dissymétrique due a P'existence du potentiel de membrane et d’un gradient électro-
chimique entretenu activement par les pompes;

e une « résistance » liée au fait que les ions ne peuvent traverser la membrane que par la fraction
de la membrane portant des canaux ouverts.

Une approche par automates cellulaires ayant été fructueuse pour modéliser la diffusion d’ions dans
le milieu extracellulaire [Dai et Miura 1999], nous ’avons adaptée & notre probléme:

— en tenant compte des deux compartiments intra- et extra-cellulaire,

— en simplifiant la géométrie du probléme en réalisant un modeéle unidimensionnel (transverse par
rapport & la membrane) 2°°,

— en introduisant des paramétres supplémentaires afin de rendre compte de la dissymeétrie et de la
résistance de la membrane.

Je vais maintenant présenter avec plus de détails techniques la mise en ceuvre numérique de cet
automate cellulaire.

LE MODELE NUMERIQUE: UN AUTOMATE CELLULAIRE

Rappelons tout d’abord qu’on appelle «<automate cellulaire» un modéle discret dans le temps (¢ = nr,
n € N), dans l'espace (r = nA, n € N dans le cas unidimensionnel que nous considérons ici) et

207. S’ajoutent les distorsions dues & la propagation des champs, par exemple & travers le crane, jusqu’a
I’extérieur de la téte, ou se fait ’enregistrement. Décrire ces distorsions participe du probléme direct; les
éliminer pour retrouver le signal électrique émis au niveau du cortex intervient dans le probléme inverse
[Hama3lainen et al 1993] [Baillet et al 2001]. La question que j’envisage ici est trés différente: il s’agit de relier
constructivement l’activité physiologique a I’échelle des neurones et ce qui en résulte & I’échelle de 1’électro-
encéphalogramme (ou plutdét de I’électro-corticogramme, qui serait enregistré directement sur le cortex — ce
qui est exclu chez I’homme — pour laisser de coté les distorsions que je viens de mentionner).

208. Avec D = 5.107° m?/s, il faut At = 2.5 ns & 'ion K+ pour parcourir 5 nm par diffusion.

209. 11 faut noter que la procédure d’électrophysiologie expérimentale appelée «space clamp», qui consiste a
éliminer les variations longitudinales de potentiel pour ne s’intéresser qu’aux phénoménes transmembranaires,
est I’équivalent concret de notre modéle (voir aussi le modéle de Hodgkin-Huxley, § J.3).
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dans les variables d’état. De facon & pouvoir réaliser des itérations en paralléle, nous avons utilisé le
modéle de diffusion proposé & cet effet par Chopard et Droz [1998]. A chaque site = de automate,
on définit deux variables booléennes n;(x,t) et n.-(x,t) qui représentent ’occupation des liens entre
les sites du réseau: n;(x,t) = 1 (resp. n.(x,t) = 1) si une particule arrive en = au temps ¢ par
la gauche (resp. par la doite) c’est-a-dire selon la direction e; (resp. e,), comme représenté sur la

figure J.3.
site x "= 0
g e ne(xt=1
— > 0 «——— 0 «———
—>» 0 S Y S—
n (xt=1 n(xH=1
n, (x,t)=0 ne(xt)=1

Figure J.3: Simulation par un automate cellulaire de la diffusion transmembranaire des
ions: principes et notations (voir le texte).

Un mouvement aléatoire est obtenu en autorisant de fagon probabiliste des changements de direction.
Pour cela, on définit une variable booléenne u(xz,t) qui vaut 1 avec la probabilité p: la quantité
1 — p(z,t) s'interpréte comme la probabilité de changer de direction en (x,t). La dynamique de
l'automate est alors, par construction, la suivante :

@+ At+7) = plet)u(zt) + [1 — p(z, t)}nT(xa t)
ne(x—MNt+7) = [1—plz,t)|nu(z,t)+ plz, t)ne(x,t) (207)

Ainsi, une particule qui arrivera en x + A & ¢t + 7 selon la direction e; (i.e. ny(z + A\, ¢t +7) = 1) est,
ou bien une particule arrivant selon e; en = & ¢ si p(z,t) = 1 (la particule n’aura pas changé de sens,
elle aura juste « traversé » le site x), ou bien une particule arrivant selon e, en x & ¢ si u(z,t) = 0 (la
particule aura alors changé de sens). Pour le site  — A, les roles de n;(z,t) et n,(x,t) sont inversés.
Nous avons pris un réseau de taille L finie avec des conditions aux bords réfléchissantes, ce qui se
traduit pour le bord gauche, x = 0, par:

n(0,t+7)=0 ne(0,t+7) = (1 — p(N 0)ni(A t) + p(A t)ne (A, t) (208)
et pour le bord droit, x = (L + 1)\, par:
n(L+MNt+7)=uw(L,t)n(L,t) + (1 — u(L,t))n. (L, t) ne(L+X\t+7)=0 (209)

Nous avons mis en ceuvre ce modéle dans deux situations;

e nous avons tout d’abord simulé la dynamique de automate en ’absence de membrane, pour le
valider et le calibrer en comparant aux résultats connus sur la diffusion libre;

e nous avons ensuite envisagé sa dynamique en présence de membranes; la question méthodologique
est alors de rendre compte du phénomeéne et des paramétres physiologiques & travers des paramétres
effectifs intervenant dans les régles probabilistes d’évolution de l’automate, & une échelle ot une
membrane apparait comme une barriére semi-perméable sans structure interne.

DIFFUSION LIBRE

Dans le cas sans membrane, nous avons correctement reproduit le régime de diffusion libre ainsi
que Veffet de saturation lié a la taille finie du systéme (le mouvement indéfini de diffusion est alors
remplacé par une relaxation vers un état d’équilibre homogéne). L’automate cellulaire ayant une
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dynamique artificielle, les paramétres A\, 7 et p ne peuvent s’interpréter qu’au vu du comportement
macroscopique de ’automate, par exemple par comparaison avec des lois phénoménologiques?°.
On montre par une analyse de type «champ moyen» du comportement global de ’automate que le
coefficient de diffusion D de la particule dans le milieu modélisé est relié aux paramétres du modéles
par la relation [Chopard et Droz 1998]:

_ X P
b= (2(1—;0)) (210

En faisant varier le paramétre p (donc D variable et A et 7 constants), il est ainsi possible de
reproduire, avec un unique modéle, le comportement diffusif d’'une méme particule dans différents
milieux ou de particules différentes dans un méme milieu (pour des échelles de temps et d’espace
données), i.e. de faire varier continuement le coefficient de diffusion. Dans ce qui suit, nous fixerons
Péchelle spatiale \ égale & I’épaisseur de la membrane. Si de plus nous fixons le coefficient de diffusion
(connu expérimentalement), alors d’aprés (210), faire varier p reviendra a faire varier 7, autrement
dit & observer P’évolution du systéme & des échelles de temps variables2!?.

DIFFUSION EN PRESENCE D’UNE MEMBRANE
Aprés ce préliminaire, nous pouvons passer & la situation qui nous intéresse et aborder la simulation
du déplacement des ions physiologiquement importants dans un milieu contenant des membranes.
Nous avons donc placé en certains sites m; du réseau des obstacles ponctuels, présentant une
perméabilité finie et dissymétrique, pour modéliser des membranes. La dynamique des particules
au niveau d’une membrane m; est alors:

nl(mj +)‘7t+7—) = /J“l(mj’t)nl(m]'vt) + (1 _:U’?“(mjvt))nT(mjvt)
me(ms = At +7) = (1= (g, O)malms, 2) + palms, ey ) (211)

Un changement de direction au site m; correspond soit & un changement de direction spontané,
comme dans le cas de la diffusion libre, soit & une réflexion sur la membrane lorsque ’ion n’a pas pu
la traverser. Les particules ayant ainsi une probabilité plus grande de changer de sens 4 la membrane
qu’ailleurs dans le milieu, p;(m;,t) doit valoir 1 avec une probabilité p;* plus faible que p ( = [, 7).
Nous avons pris p;* = p/r; si bien que le rapport a = r;/r, quantifie la dissymétrie. Il faut alors
relier les paramétres r; et - (ou de fagon équivalente r = r; et o) aux paramétres physiologiques.
Au niveau de la membrane, le courant s’écrit: j = (uin; — purnr-)A/7. Le courant moyen est donc,
dans une approximation de champ moyen:

: A
() =~ [ () = (ur)(ne) 1) (212)
Relativement peu d’ions traversent la membrane, ce qui autorise les approximations (n;) ~ ¢;/2 et
(ny) ~ ¢r/2; en utilisant les valeurs (1) = ¢ = p/r et (ur) = ¢» = ¢/ des moyennes, la densité
de courant de charges totale J = zxeN (j) s’écrit:

zreNA
J = k27 (@1 — qrer) (213)
La comparaison avec 1’équation de Nernst (178) a I’équilibre (J = 0) donne:
o = PPk (214)

210. Notons cependant que l’interprétation se fait strictement dans la limite A — 0 et 7 — 0, et qu’on
I’extrapole aux valeurs finies de \ et 7.

211. Avec D = 2.10 %cm?s~!, valeur approximative du coefficient de diffusion des ions K+ ou Cl~ en
solution aqueuse [Chen et Nicholson 2000], on obtient 7 ~ 10~ 1% pour p = 0.1 et 7 ~ 10~8s pour p = 0.9.
L’expression du temps en vraie grandeur 7 = (\?/2D).p/(1 — p) est cependant asymptotique et il y aura des
effets de taille finie, d’autant plus que p est grand; & la limite, on observe méme un crossover en p = 1 vers
un mouvement déterministe de dérive a la vitesse \/7.
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Par ailleurs, l'interprétation physiologique de la simulation améne & identifier: xx ~ 1/r (notons
que p, Tm et o dépendent de I'espéce ionique k). La comparaison des résultats de simulation pour
un systéme ne comprenant qu’une seule membrane et des comportements décrits analytiquement
au § J.2 achévent de valider notre modéle numérique reproduisant 'effet des membranes sur la
diffusion des iomns.

J.6 - Discussion et perspectives

L’analyse théorique présentée aux § J.2 et § J.3 montre que les phénoménes physiologiques impliqués
dans l'activité fonctionnelle des neurones ont lieu au niveau de leurs membranes. La résistance
membranaire ralentit fortement le passage des ions d’un milieu & un autre. Il est alors important
de souligner I’existence de deux échelles de temps: ’une rapide®'?, «physique», de la diffusion des
ions dans les milieux intra- et extra-cellulaires, I’autre lente, «physiologique», du passage des ions au
travers de la membrane, correspondant aussi de ce fait aux échelles de temps des phénoménes actifs.
Ce sont donc les propriétés des membranes qui permettent de passer d’une échelle temporelle ¢ une
autre. Nos résultats montrent la possibilité de réaliser un automate simple dont les paramétres sont
reliés a la physiologie ; cette adéquation doit étre encore améliorée, en prenant en compte:

e le fait que le milieu extracellulaire est en fait limité par deux membranes semi-perméables dont
les propriétés sont variables selon le type de cellule;

e le fait que les milieux intra- et extra-cellulaire sont composés de différentes espéces ioniques en
interactions par I'intermédiaire du potentiel membranaire ;

e la géométrie des espaces intercellulaires qui est différente selon que 'on cherche & modéliser le
cortex, des nerfs ou des noyaux. En particulier, cette étape est fondamentale dans la détermination
des effets volumiques sur le signal EEG.

L’objectif de notre modélisation était de fournir un modéle minimal & ’échelle des neurones, &
intégrer dans une description hiérarchique aux échelles supérieures (modéles de dipoles, modéles
de champs corticaux), échelles plus réalistes aussi bien du point de vue «cognitif> que du point de
vue de ’EEG. La simplicité du modéle numérique utilisé, comparé aux mises en ceuvre extensives
couramment utilisées (logiciel NEURON, par exemple) a été recherchée pour pouvoir étudier dans
le méme cadre les courants ioniques s’établissant dans des systémes multicellulaires. Le résultat de
ces simulations préliminaires est de fournir un cadre opératoire pour étudier la genése de 'EEG au
niveau électrophysiologique. Les questions ouvertes auxquelles nous travaillons sont:

— d’une part d’évaluer la part des effets de volume dans la communication interneuronale; une
question connexe est d’élucider le réle des cellules gliales dans cette communication et dans la
distribution et la régulation des courants ioniques;

— d’autre part d’élaborer en paralléle des modéles mésoscopiques effectifs pour 'activité de réseau des
neurones (description de la propagation des potentiels d’action & ’échelle d’assemblées de neurones
par des modéles de champs corticaux) et pour les courants ioniques résultants (a U'origine de 'EEG).

Une réponse a ces deux questions conduirait & une interprétation mieux fondée de 'EEG en termes
d’activité électrophysiologique. Cela permettrait de mieux identifier les limites et les biais inter-
venant dans l'analyse et linterprétation de P'EEG, d’apporter des contraintes physiologiquement
fondées pour la résolution du probléme inverse, et d'intégrer les connaissances acquises chez I’animal
au niveau des neurones isolés ou de petits réseaux de neurones.

212. Elle est en fait trés lente & 1’échelle moléculaire, mais la diffusion & travers les membranes est encore
plus lente, conduisant & des phénoménes & des échelles de temps quasiment macroscopiques (ms).



K. Lois d’échelle et approches multi-échelles en biologie

Texte d'un exposé présenté dans le cadre de I'école thématique CNRS-INRA
«Forme et information en biologie», Berder (Morbihan), 17-23 Mars 2002.

Un systéme est qualifié de compleze lorsque son organisation implique différentes échelles d’espace
et de temps et engendre un comportement global inédit, ne se déduisant pas directement du com-
portement des parties élémentaires (on parle de «propriétés émergentes»). C’est le cas de nombreux
systémes biologiques: organismes pluricellulaires, cerveau, écosystémes. De plus, ces systémes sont
dissipatifs, ouverts, maintenus dans un état stationnaire hors d’équilibre, ce qu’on pourrait appeler
un «équilibre dynamique», controlé par les flux entrants et sortants. Leur structure émerge ainsi de
leur dynamique. Par conséquent, c’est le plus souvent au niveau de la dynamique et de sa description
que devront étre élaborées les approches multi-échelles, pour étre réellement explicatives.

Deux domaines de la physique théorique, la mécanique statistique et les systémes dynamiques,
fournissent des concepts et des méthodes pour comprendre et décrire quantitativement le fonction-
nement global des systémes complexes. Un premier enseignement est de souligner une distinction
essentielle, qui doit étre présente & lesprit lorsqu’on aborde I’étude d’un systéme multi-échelles (je
reprends ici dans le contexte biologique la discussion générale présentée en introduction, § 1.2).

Une premiére classe regroupe les systémes ot 'on a séparation des échelles (§ 2.1). Un niveau
n’influence les niveaux supérieurs que par 'intermédiaire de paramétres effectifs. Un exemple fami-
lier est celui de la diffusion: le phénoméne observé est décrit par une loi de diffusion ((¥2(t)) ~ Dt),
une distribution de probabilité de présence (P(7,t) ~ e~ /4D ) ou une équation de diffusion
(0:c = DAc); ces descriptions mésoscopiques ou macroscopiques ne font intervenir qu’un seul pa-
ramétre effectif, le coefficient de diffusion D, seule trace aux échelles supramoléculaires envisagées
de Pagitation thermique moléculaire & l'origine du mouvement de diffusion. D’autres exemples sont
la viscosité d’un fluide, les constantes élastiques d’une macromolécule ou d’'une membrane, les
constantes cinétiques d’une réaction chimique, les taux de croissance et de mortalité d’une popu-
lation. Cette classe de systémes est le domaine d’application des théories de champ moyen et de
réponse linéaire, de la décomposition en modes rapides et modes lents («approximation paramé-
trique»). Citons deux situations exemplaires du point de vue de la modélisation.

e La description de la catalyse enzymatique dans le cadre de la cinétique chimique conduit & des
équations d’évolution couplées pour les concentrations des substrats et des enzymes; néanmoins,
les temps caractéristiques de ces équations sont typiquement trés différents (les concentrations
des enzymes et des complexes enzymatiques relaxent trés vite vers des valeurs stationnaires). Cela
permet de les envisager et de les résoudre séparément, successivement, ce qui conduit & des cinétiques
effectives pour le ou les substrat (cinétique Michaelienne, par exemple, dans le cas d’un substrat et
d’une seule enzyme), voir § B.2, [Murray 2002], et [Goldbeter 1996] pour des exemples concrets.

e La propagation d’'un potentiel d’action dans un milieu excitable (modéle de Hodgkin-Huxley pour
les neurones et plus généralement équations de FitzHugh-Nagumo, [Murray 2002] [Keener et Sneyd
1998]) est un autre phénomeéne dont la description s’appuie sur la mise en évidence et le découplage
de variables rapides et de variables lentes.

La seconde classe, représentée par les phénoménes critiques (transitions de phase du second
ordre, par exemple) et les structures fractales, rassemble les systémes oil, au contraire, les échelles
ne se découplent pas. La signature la plus caractéristique en est la divergence des longueurs et temps
de corrélation. Une conséquence observable est la présence de fluctuations a toutes les échelles (en
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pratique, dans une gamme d’échelles bornée par la taille du systéme). Typiquement, la distribution
des fluctuations suit une loi de puissance et non plus une loi exponentielle: pour une observable
A de moyenne (A), les fluctuations §A = A — (A) sont distribuées suivant Prob(dA) ~ |§A|™7
au lieu de Prob(dA) ~ e~ %4/40 On observe également des propriétés de réponse anormales: une
perturbation intervenant & ’échelle microscopique peut étre ou bien totalement amortie, ou bien
amplifiée et propagée jusqu’aux plus grandes échelles, et ce de fagon a priori imprédictible. Seule
une approche globale peut donc permettre d’appréhender de tels systémes. Bien plus, ’essentiel du
phénomeéne est contenu dans le lien entre les échelles, autrement dit dans la fagon dont les flux de
matiére, d’énergie et d’information s’organisent entre les différents niveaux, et non dans les détails
a une échelle donnée. Cela se traduit par Iexistence de structures auto-similaires, de propriétés
d’invariance d’échelle et d’universalité.

e Les réseaux d’approvisionnement (systéme vasculaire chez les animaux) présentent une structure
ramifiée, hiérarchique, remplissant tout ’espace, et dont les propriétés fractales se reflétent dans la
loi d’échelle B ~ M3/* reliant la masse M de 'organisme & I’énergie B qu’il lui faut consommer
par jour pour rester en vie [Brown et West 2000]. Les réseaux d’interactions (réseaux métabo-
liques, chaines alimentaires) ou de communication présentent eux aussi des propriétés d’invariance
d’échelle reflétant leur organisation particuliére, trés différentes de celles d’un réseau aléatoire ot
les connexions sont établies au hasard avec une probabilité fixée [Albert et Barabasi 2001].

e Le développement de colonies de bactéries est un exemple de croissance fractale, dont le mécanisme
(«instabilité de croissance» au niveau des pointes) se retrouve dans de trés nombreux domaines de
la physique (digitation visqueuse, éclairs et décharges électriques, fractures, cristaux dendritiques,
dissolution). L’essentiel de ces phénomeénes est reproduit par un modéle numeérique, connu sous le
nom de agrégation limitée par la diffusion (ou DLA comme Diffusion Limited Aggregation). C’est
un modéle typique pour expliquer 'apparition de structures fractales [Vicsek 2001].

e Des dynamiques complexes, présentant des comportement collectifs et des propriétés émergentes
remarquables ont été mises en évidence dans des modeéles d’oscillateurs couplés [Strogatz 2001]
[Kaneko et Tsuda 2000]. Suivant que le couplage est local (couplage diffusif) ou global (couplage
de type «champ moyen»), faible ou intense, et suivant les caractéristiques des dynamiques locales
(oscillations propres, chaos), on peut observer des phénoménes de synchronisation (invoqués, dans
le contexte des réseaux de neurones, pour expliquer certains aspects du fonctionnement cérébral)
ou de ségrégation (qui pourrait participer aux mécanismes de la différenciation cellulaire)[Winfree
2000] [Glass 2001].

Pour conclure, soulignons deux points importants, & prendre en compte dans la transposition &
la biologie des méthodes développées dans d’autres contextes. Il s’agit tout d’abord de la présence
systématique de circuits de régulation par lesquels ’état global rétroagit non seulement sur les états,
mais aussi sur les dynamiques et les paramétres régissant les comportements aux échelles inférieures.
Cette régulation supplémentaire des mécanismes et de leurs paramétres de controle par le phénomeéne
résultant peut permettre au systéme de se stabiliser dans des situations marginales jamais observées
sinon: points de bifurcation (détection des sons par les cellules ciliées de l'oreille interne [Camalet et
al. 2000], par exemple), ou états critiques. On parle dans ce dernier cas de criticalité auto-organisée
(les données sur les extinctions d’espéces suggérent que l'évolution pourrait étre un processus de
ce type [Drossel 2001]). Une telle stabilisation dans une situation non générique se met en place
au cours de PEvolution si elle constitue un avantage sélectif. Cela nous améne au second point, &
savoir la présence implicite, dans les systémes observés, de la sélection naturelle dont ils sont le
produit. Cette sélection s’est exercée a tous les niveaux de leur organisation. Bien plus, du fait
de l'intrication des différentes échelles, c’est conjointement que les différents niveaux, et peut-étre
encore davantage leurs relations, ont été soumis & la pression sélective, ce qui tend a remettre en
cause 'idée d’une sélection portant exclusivement sur les organismes achevés (ou sur leur génome,
vu comme une représentation compléte des organismes).



L. Auto-organisation en biologie

Texte d’'un exposé présenté dans le cadre de I'école thématique CNRS-INRA
«Forme et information en biologie», Berder (Morbihan), 17-23 Mars 2002.

Dans les systémes ouverts, parcourus par des flux de matiére, d’énergie ou de charges, les formes
observées s’expliquent par la dynamique sous-jacente, dont elles sont des états stationnaires. Ce
point de vue dynamique relie naturellement la notion de forme & celle d’ auto-organisation. Ce terme
résume le fait qu’un équilibre dynamique s’établit spontanément et, implicitement, que ’assemblage
des différents éléments par le biais d’échanges, d’interactions, de couplages divers conduit & un
résultat inédit, qualitativement différent de chacune de ses parties.

Se pose alors la question de la stabilité de cet assemblage. On doit analyser d’une part la
sensibilité aux conditions initiales, d’autre part la stabilité structurelle, c’est-a-dire la sensibilité
aux variations des paramétres et plus généralement aux modifications des régles de construction
et d’évolution a 'ceuvre dans le systéme. Cette étude est indispensable pour évaluer la robustesse
des phénomeénes observés et déterminer s’ils sont la régle ou I’exception. On peut aussi chercher a
quantifier la complezité de la structure auto-organisée, par exemple & des fins de comparaison ou
de classification. Pour toutes ces questions, c’est la dynamique sous-jacente qui doit étre analysée
et non la structure en elle-méme. Dans ce cadre, la morphogenése apparait comme un phénoméne
régi tout a la fois par I'information génétique, qui controle certains de ses paramétres ainsi que les
éléments constitutifs (toutes les protéines), et par les caractéristiques du métabolisme, qui controlent
les flux de matiére ou d’énergie entrants et sortants.

Une grande similitude émerge entre les formes spatiales ou spatio-temporelles apparaissant &
Pintérieur d’une cellule (cytosquelette, fuseau mitotique, centrosome, réseaux de protéines, oscilla-
teurs biochimiques), celles constituées d’un assemblage de cellules (réseaux de neurones, systéme
immunitaire, chimiotactisme, vision «<hasard-sélection» de la différenciation cellulaire et de I’em-
bryogenése, phyllotaxie) et, & une échelle trés supérieure, celles rencontrées dans les écosystémes
(systéme prédateur-proie, métapopulations). Cela n’a rien d’étonnant; cette similitude refléte sim-
plement la robustesse et I'universalité des principes & I’ceuvre dans les structures auto-organisées.
En effet, ce sont les schémas relationnels, c’est-a-dire la fagon dont les éléments sont couplés et dont
se fait la répartition des flux entrants et sortants, qui sont déterminants, et non la nature concréte
de ces couplages et de ces flux.

En conclusion, les formes observées dans les organismes vivants sont des structures stationnaires
dites hors d’équilibre, au sens ot elles résultent d’un équilibre dynamique entre des flux entrants et
sortants. Leur compréhension nécessite une approche globale, 4 la fois en temps et dans I’espace, et
reliant les différentes échelles caractéristiques du systéme. En particulier, ce point de vue dynamique
est nécessaire pour expliquer le passage du génotype au phénotype et déterminer le réle exact des
génes dans la construction et le fonctionnement d’un organisme vivant. L’information génétique
intervient basiquement, via les protéines exprimées, au niveau des interactions moléculaires (acides
nucléiques/protéines et protéines/protéines), des réactions chimiques (catalyse enzymatique) et des
mouvements microscopiques (protéines motrices). Ce qu’il «reste» a décrire, c’est comment cette
information exprimée au niveau moléculaire va étre relayée, amplifiée et stabilisée par les processus
dynamiques en jeu, pour finalement se refléter dans des structures & toutes les échelles supramolécu-
laires, jusqu’a celle de 'organisme tout entier. Les travaux sur ’auto-organisation dans les systémes
physiques, chimiques et dans les écosystémes peuvent fournir aussi bien des concepts que des outils
pour progresser dans cette direction.
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M. Du discret au continu, et inversement: modéles et

réalité

M.1

Cet énoncé «du discret au continu» et I'énoncé symétrique «du continu au discret»
qui le compléte soulévent deux types d'interrogations, suivant qu'elles concernent
les modéles ou les phénoménes eux-mémes. Les exemples considérés pourraient
alimenter un débat paralléle entre déterminisme et stochasticité.

Texte d'un exposé présenté durant I'école thématique CNRS-INRA «Biologie in-
tégrative: I'organisation du vivant», Berder (Morbihan), 16-22 Mars 2003.

D’un modéle discret & un modéle continu

Le passage du discret au continu intervient dans la modélisation d’un systéme lorsque le trop grand
nombre d’éléments qui le constitue rend inopérante leur description en tant qu’entités distinctes
(trop grand nombre de degrés de liberté), et/ou quand Péchelle de l'observation est trés supé-
rieure & ’échelle typique des phénoménes élémentaires. Fournir des méthodes pour réaliser de fagcon
systématique et contrdlée ce passage est I'un des enjeux de la physique statistique, et 'un de ses
succeés pour les systémes & I’équilibre. Les outils sont encore & développer dans le cas des systémes
complexes et loin de I’équilibre, en particulier dans le cas des systémes vivants. Donnons quelques
exemples classiques pour illustrer ce propos.

Une premiére voie permettant de replacer le comportement d’un ensemble d’éléments (atomes,
molécules, bactéries, fourmis) dans un modéle continu est de décrire le comportement de moyennes
locales instantanées, par exemple la concentration moyenne (nombre d’éléments par unité de volume)
ou la vitesse moyenne. C’est ainsi qu’on définit la température d’'un gaz a partir de la vitesse
quadratique moyenne des molécules de masse m qui le constituent, suivant la relation m(v?) =
3kT ol k est la constante de Boltzmann; on montre que cette définition coincide avec la notion
familiére de température lorsque le gaz est a 'équilibre. Cette démarche n’est cependant valable
que dans une certaine limite (dite bien sir «limite continue») dans laquelle le volume d>7 considéré
comme élémentaire contient assez d’éléments pour que les inhomogénéités se moyennent, i.e. pour
que le caractére discret soit relativement négligeable, et que le champ a(7) décrivant 1'observable
d’intérét puisse étre considéré comme une fonction réguliére. C’est ’approximation dite des milieuz
continus, usuelle en mécanique des fluides et en théorie de lélasticité [Landau et Lifshitz]. Ce type
d’approximation est également utilisé & des échelles nanométriques en physique des polymeéres, par
exemple pour décrire ' ADN comme une fibre élastique homogéne («modéle du ver») [Allemand et
al. 1996]. De méme, intervalle de temps infinitésimal dt doit étre assez grand devant les temps
caractéristiques microscopiques pour que la dépendance temporelle du champ a(7, t) soit réguliére.
Cet argument est implicite en cinétique chimique, ot Pon décrit des réactions se produisant chacune
entre quelques molécules par des équations différentielles pour les concentrations des différentes
espéces en présence. Cette description peut cependant échouer s’il y a trop peu de molécules en jeu
(typiquement moins d'un millier), par exemple pour une réaction chimique enzymatique a 'intérieur
d’un compartiment cellulaire (voir la discussion dans § 2.3.1 et [Gonze et al. 2002]).

Une démarche assez analogue est la procédure d’homogénéisation, ou la description détaillée
d’un milieu inhomogeéne, aux petites échelles, est remplacée par une description effective, & plus
grande échelle, ou le milieu apparait comme un milieu homogéne. L’exemple de la diffusion d’une
particule dans un milieu poreux rempli de fluide, est présenté sur la figure M.1; il s’applique entre
autres & la diffusion d’ions et de petites molécules dans le tissu cérébral [Nicholson 2001][21].
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Figure M.1: A gauche, le milieu poreux réel: les interstices (en blanc) sont remplis
de fluide dans lequel prend place la diffusion, avec un coefficient de diffusion D et de
nombreuses conditions aux bords, rendant compte du fait que les particules ne pénétrent
pas dans les régions solides (en noir). A droite, le milieu effectif homogéne; on décrit I'état
local par une concentration effective obtenue par une moyenne spatiale sur un volume
représentatif. Le coefficient de diffusion effectif D.s¢, proportionnel 3 D, rend compte
de facon moyenne du ralentissement de la diffusion dii au moindre espace réellement
accessible; la diffusion reste ici normale.

Une autre voie menant d’un comportement individuel & une description continue est de décrire la
distribution de probabilité d’une observable individuelle. Par exemple, la distribution de probabilité
de présence d’une particule animée d’'un mouvement brownien est une fonction P(7,t) réguliére,
vérifiant I’équation de diffusion 9;P = DAP. Un autre exemple, celui d’un front de diffusion, est
illustré sur la figure M.2. Une idée similaire sous-tend la dualité onde-corpuscule en mécanique
quantique: une particule peut étre décrite par une fonction d’onde (7, t) telle que |(7,t)|? soit sa
densité de probabilité de présence en 7 & l'instant ¢. C’est aussi une idée présente dans la théorie des
systémes dynamiques, ou I'on remplace la description de la trajectoire [z(t)]:>0 du systéme dans
Pespace de phase X (espace des configurations du systéme) par celle de sa mesure invariante, i.e.
par celle de sa distribution de probabilité de présence instantanée dans X', en régime stationnaire; on
peut également décrire ainsi le régime transitoire, en étudiant ’évolution de la distribution initiale.

Figure M.2: Front de diffusion observé a I'échelle microscopique, a partir d'un profil en
marche (simulation numérique en dimension 2). Le front apparait comme une interface
rugueuse, présentant des fluctuations spatiales d'échelles trés différentes: c’est une struc-
ture fractale. Néanmoins, le profil moyen présenté a droite est presque régulier, d’autant
plus régulier que le nombre de particules impliquées est grand, et son évolution est décrite
par une équation de diffusion [21].
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M.2 - D’un modéle continu 4 un modéle discret

Inversement, un élagage adéquat des degrés de liberté explicitement décrits peut permettre de
réduire un modéle continu & un modéle discret. Un premier exemple est celui des modéles sur
résequr introduits entre autres pour étudier la conformation spatiale d’'un ou plusieurs polyméres
(voir figure M.3), ou le mouvement de diffusion d’une particule (marche aléatoire). De tels modéles
se prétent particuliérement bien aux études numériques, ainsi qu’a certaines approches analytiques
(énumération exacte, renormalisation). Dans le cas de polyméres linéaires, la longueur des pas (i.e.
la taille des mailles du réseau) est pris égal ou supérieur a la longueur de persistance de la chaine, de
facon a pouvoir négliger toute contrainte angulaire sur I'orientation relative de deux pas successifs.
La distorsion la plus importante, dans le modéle sur réseau, est la perte de I'isotropie présente
dans le systéme réel. Cette distorsion est d’autant plus faible (relativement) que le polymeére ou la
trajectoire sont longs, et que la connexité du réseau est élevée (un réseau triangulaire est «meilleur»
qu’un réseau carré). L'erreur provenant de la discrétisation doit &tre prise en compte, voire étudiée
de fagon systématique, dans le cas de chaines courtes.

L1 L

—

Figure M.3: Trois modéles de polymére sur réseau (ici carré): a gauche, la marche idéale
3 pas successifs indépendants; au milieu la marche auto-évitante dont le tracé ne peut se
recouper; a droite, la marche auto-évitante avec interactions, ol une énergie attractive
—J < 0 est attribuée a chacun des contacts représentés en pointillés.

Les modeéles de percolation forment un autre type de modéles discrets: le systéme est discrétisé en
cellules (percolation de sites) ou sous la forme d’un réseau (percolation de liens); suivant la valeur
d’une observable locale, un site (ou un lien) sera occupé ou vide, et codé respectivement 1 ou 0
(voir figure M.4). On peut alors décrire quantitativement les propriétés statistiques d’occupation
du réseau et comment elles varient quand on fait varier les paramétres contrdlant la probabilité
d’occupation d'un site. Précisément parce qu’on néglige les détails spécifiques et concrets, i.e. les
propriétés physiques, chimiques ou biologiques correspondant & I’occupation d’un site, pour ne re-
tenir qu’une information qualitative sur ’état local, codée de la fagon la plus minimale possible, ces
modéles se rencontrent dans les domaines les plus divers: milieux poreux, alliages, gels de polymeéres,
épidémies. Bien plus, ils sont par construction méme destinés  faire émerger des propriétés univer-
selles, liées a la géométrie de 'organisation spatiale du systéme et non aux phénoménes physiques,
chimiques ou biologiques qui y prennent place.
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Figure M.4: Percolation de sites (a), de liens (b), de sites-liens (c) et dirigée (d).
(a) la probabilité p qu'un site soit occupé coincide avec la concentration totale si le
réseau est suffisamment grand; (b) la probabilité pg qu'un lien soit présent coincide
avec la concentration totale de liens si le réseau est assez grand; (c) on retrouve (a)
si tous les liens admissibles sont présents (pg =1) et (b) si tous les sites sont occupés
(p=1); (d) les liens du modéle (b) sont de plus orientés.

Une méthode classique permet de ramener une évolution en temps continu, approximativement
périodique, & une évolution en temps discret. Connue sous le nom de section de Poincaré, elle
consiste i n’enregistrer ’état du systéme que lorsqu’une de ses observables passe par une valeur
particuliére (annulation d’une phase, par exemple), ce qui se produit de fagon récurrente du fait de
la «presque périodicité» de la dynamique (figure M.5). A la différence de la méthode consistant &

stroboscoper ’évolution continue, la discrétisation est ici intrinséque, adaptée a la dynamique.

Figure M.5: Discrétisation par «section de Poincaré», au voisinage d'une orbite pério-
dique (en gras). On remplace I'étude d'une trajectoire x(t) par celle de la suite de ses
points d'intersection (z)n>0 avec une section transverse de I'orbite périodique. La cor-
respondance univoque donnant x,1 en fonction de x,, s'appelle I'application de premier
retour. L'intersection de |'orbite périodique soulignée avec la section de Poincaré est un
point fixe z* de cette application (c’est un point fixe ou cycle pour une orbite périodique
plus générale). Il faut noter que cette discrétisation est intrinséque a la dynamique (le
«temps de premier retour» mis pour passer de x,, a T,+1 dépend de n et de la trajectoire
considérée).
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Une réduction plus drastique est d’envisager une partition finie X = Uj_; A; de D’espace de
phase X’ du systéme, et de représenter I’état instantané non plus par le point z; de I’espace de phase
décrivant I’état du systéme & l'instant ¢ mais par le symbole s; indexant la région A, ou se trouve ce
point z;. Une trajectoire est alors simplement représentée par une suite de symboles. Pour certains
systémes dynamiques chaotiques, cette représentation grossiére suffit & déterminer univoquement
la trajectoire et permet de calculer les propriétés statistiques que posséde la dynamique (en régime
stationnaire). Un exemple typique est celui de I’évolution en temps discret z¢++1 = 10 z; (modulo 1)
sur l'intervalle [0, 1]. Le symbole associée A un point zo est sa premiére décimale, le symbole associé
4 son image x1 est sa deuxiéme décimale, et ainsi de suite: la suite de symboles associée & ce point
xo est donc son écriture décimale compléte et elle le définit entiérement [Badii et Politi 1999].

Le pendant dynamique des modéles de percolation est fourni par ce qu’on appelle des auto-
mates cellulaires; dans ces modéles, 'espace, le temps et les variables d’états sont discrétisés. Les
automates cellulaires fournissent des modéles discrets d’équations déterministes continues, plus fa-
ciles & simuler et permettant des études systématiques (exploration de 'espace des paramétres de
controle, par exemple). Inversement, on sait associer des équations continues déterministes a un au-
tomate cellulaire, décrivant 1’évolution de diverses moyennes statistiques (cf. § M.1); elles permettent
d’interpréter les paramétres microscopiques de 'automate cellulaire en termes de paramétres ma-
croscopiques observables [Chopard et Droz 1998|.

M.3 - Emergence d’un comportement continu

Le passage du discret au continu peut concerner les phénomeénes euz-mémes. Il existe de nombreux
exemples d’émergence d’un comportement continu, «fluide», dans un systéme composé d’éléments
pourtant distincts:

—un fluide est formé de molécules en agitation thermique, libres de se déplacer; ce sont uniquement
leurs interactions, & courte portée, qui assurent la cohésion du fluide aux densités intermédiaires (&
basse densité, on obtient un gaz alors qu’a haute densité, on obtient un solide);

— par certains aspects, le sable se comporte comme un liquide; ’exemple familier est celui d’un
sablier, ou le sable et l'air sont d’ailleurs parfois remplacés par deux liquides visqueux non miscibles;
— le trafic des voitures sur une autoroute se rapproche de ’écoulement d’un milieu granulaire et
présente certains comportements fluides, voire solides (figure M.6). On peut aussi voir émerger des
comportements collectifs continus dans les troupeaux d’animaux, les bancs de poissons voire dans
une foule [Vicsek 2001].

p AN A AN % P .
Ao | |ele] | |e] || | || |e]e] 8 instant t
i
p P
A [o] [ele] | | [®] [®] [e] |e]e] 8 instant t+1

Figure M.6: Modéle du «processus totalement asymétrique avec exclusion», permet-
tant d’'étudier I'émergence d’un comportement fluide, continu, dans le trafic d’éléments
discrets. Les particules se déplacent ici par sauts élémentaires, uniquement vers la droite,
et a la condition que le site d'arrivée soit inoccupé. Les densités pa et pp imposées au
extrémités, incompatibles (pa # pp) maintiennent le systéme hors d’équilibre, parcouru
par un courant j de particules [Derrida 1998].
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M.4 - Emergence d’un comportement discret

Un comportement discret émerge spontanément dés que la dynamique posséde plusieurs états d’équi-
libre. Suivant les conditions initiales et les éventuelles perturbations subies au cours de ’évolution,
le systéme pourra étre dans 'un ou l'autre de ces états discrets, bien différenciés les uns des autres.
Typiquement, une dynamique présentant un schéma de rétroaction positive est susceptible de pré-
senter un comportement bistable [Thomas 1998]; cette idée intuitive doit néanmoins étre complétée
par une analyse d’un modéle dynamique explicite. En mécanique statistique, une telle situation
correspond & un paysage énergétique présentant plusieurs vallées. Le cas de figure le plus simple
est celui de la courbe en W unidimensionnelle associée & la bistabilité (figure M.7). Une perturba-
tion, déterministe ou stochastique, peut induire une transition entre deux de ces états. Citons par
exemple les transitions conformationnelles de macromolécules (ARN, ADN, protéines) impliquées
dans tous les mécanismes de régulation allostérique. Le méme formalisme, centré autour de la théo-
rie de Kramers, est utilisé pour décrire ces transitions et les réactions chimiques les plus générales
[Hénggi et al. 1990], annexe G.

E,FouG

Figure M.T: Paysage énergétique bistable. La variable
m en abscisse est le paramétre d'ordre en mécanique
statistique ou la coordonnée réactionnelle (avancement
de la réaction, par exemple) dans le contexte des ré-
actions chimiques. En réalité, les paysages sont multi-
dimensionnels.

Une autre situation est celle des milieuz excitables. Ces milieux, monostables, présentent des méca-
nismes de réponse fortement non linéaires (fonction de réponse sigmoidale, voir la figure M.8). Ils
peuvent de ce fait jouer un role d’interrupteur et transformer un signal d’entrée continu en signal de
sortie discret 0/1. L’un des «intéréts» de cette conversion est la robustesse qu’elle donne au signal
de sortie, alors moins sensible aux bruits surimposés au signal entrant que ne le serait un signal relié
de fagon graduée au signal d’entrée. En théorie de l'information, on parlerait de conversion d'un
codage analogique en codage digital, ici binaire, en «tout ou rien». Une telle conversion se produit
dans la membrane d’un neurone: un potentiel d’action n’est émis au niveau de ’axone que si le
stimulus (le signal d’entrée) est supérieur & un seuil. L’amplitude des potentiels d’action émis est
alors indépendante de celle du signal d’entrée; seule la fréquence d’émission en dépend [Keener et
Sneyd 1998].

Signalons enfin que dans les milieux spatialement étendus, la conjonction d’'une dynamique
excitable ou bistable et d’un couplage diffusif peut engendrer des phénoménes de propagation,
appelés des fronts de réaction-diffusion, ou Pon voit se propager le «basculement» d’un état discret
a un autre (§ 2.3.1, annexe F, [Murray 2002]).
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A
f I
max
Figure M.8: Fonction de réponse non li-
néaire typique («sigmoide») avec un seuil x.
et une saturation a la valeur f,,... Dans la
limite o0 cette pente tend vers l'infini, on
- obtient une fonction en marche (réponse en
X «tout ou rien», courbe en pointillés).
M.5 - Discret vs continu, déterministe vs stochastique

Pour conclure, nous noterons que ce débat entre le discret et le continu rejoint trés souvent celui
existant entre déterministe et stochasticité. Typiquement, le systéme est décrit au niveau microsco-
pique par un trés grand nombre de degrés de liberté déterministes, dont ’évolution, chaotique, est
trés rapidement imprédictible (voir figure M.9). A une échelle un peu supérieure, mésoscopique, il
sera donc plus pertinent et plus efficace d’utiliser une modélisation stochastique [Bricmont 2002];
Pétat du systéme est alors décrit par des observables a(7,t) aléatoires. Mais les moyennes spatiales
(voire temporelles) locales et instantanées a(7,t) sont des champs non seulement réguliers, comme
nous 'avons vu au § M.1, mais aussi déterministes: on moyenne non seulement les inhomogénéités
mais aussi des fluctuations. La justification mathématique de cette affirmation s’appuie sur la loi
des grands nombres et le théoréme-limite central; comme telle, elle n’est valable qu’asymptotique-
ment, et elle échoue dans diverses situations critiques o ces deux théorémes ne s’appliquent pas:
corrélations de portée infinie entre les individus, distributions individuelles larges, non stationnarité
ou inhomogénéités (voir § 2.2).

Les automates cellulaires mentionnés au § M.2 peuvent étre utilisés pour modéliser I’évolution
aléatoire d’un systéme & I’échelle mésoscopique; 'automate est alors régi par des régles proba-
bilistes. Le comportement spatio-temporel de 'automate est relié & la description macroscopique
déterministe par approximation de «champ moyen»: typiquement, si X est une observable (aléa-
toire) de ’automate, 'observable macroscopique déterministe correspondante sera (X) et on obtient
'équation d’évolution macroscopique en identifiant (X?) avec (X)?, autrement dit en négligeant les
fluctuations §X = X — (X). Evaluer I'influence de ces fluctuations dans le comportement global, i.e.
évaluer I’écart & la théorie de champ moyen, et en fin de compte, évaluer la validité de la description
macroscopique déterministe, est 'un des intéréts des automates cellulaires [Chopard et Droz 1998].

Inversement, la discrétisation (par projection ou par coarse-graining, i.e. par moyenne locale
dans l’espace de phase) d’un systéme dynamique déterministe conduit généralement & une descrip-
tion stochastique; en effet, un terme de bruit doit généralement étre ajouté a la dynamique pour
rendre compte des degrés de liberté qui ne sont alors plus décrits explicitement, et obtenir des
équations fermées.

En conclusion, un méme phénoméne peut typiquement étre décrit par une succession de mo-
déles emboités, d’échelles croissantes, et de natures (discret/continu ou déterministe/stochastique)
différentes, en alternance.
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Figure M.9: Modéle moléculaire imagé (gaz de Lorentz) expliquant I'origine du ca-
ractére aléatoire de la diffusion. Ici, une particule se déplace dans un réseau de centres
diffuseurs fixes, avec lesquels elle subit des collisions élastiques: sa vitesse, bien définie
entre les collisions, reste égale a sa vitesse thermique. Malgré le caractére parfaitement
déterministe de ce modéle, la trajectoire est imprédictible 3 long terme, car chaque col-
lision double I'incertitude angulaire sur la condition initiale, due au bruit inévitablement
présent dans le systéme. En pratique, le phénoméne observé aux temps longs et aux
grandes échelles spatiales a toutes les caractéristiques d’'un mouvement stochastique. On
montre qu'il suit une loi de diffusion normale, sous certaines conditions sur la densité des
obstacles, qui ne doivent &tre ni trop nombreux (piégeage) ni trop clairsemés (mouvement
rectiligne). Ces propriétés sont encore observées lorsque la particule se déplace dans un
nuage d'autres particules elles-mé&mes mobiles (figure analogue a la figure 1, reproduite
ici pour la commodité de la lecture).
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Résumé

La question générale qui sous-tend ce mémoire est celle des rapports entre les différents niveaux de réalité
d’un phénoméne physique ou d’un systéme biologique. Une partie de cette interrogation est subjective: il s’agit de
déterminer, de la fagon la plus constructive possible, comment sont reliées nos descriptions d’'un méme phénoméne
a différentes échelles d’espace et de temps. Le second aspect de la question est au contraire intrinséque aux phéno-
meénes envisagés: il s’agit de comprendre les mécanismes d’émergence de comportements globaux, qualitativement
différents de ceux des éléments composant le systéme.

J’ai abordé cette double question dans divers domaines de la physique théorique (théorie cinétique, phéno-
ménes critiques, systémes dynamiques chaotiques, systémes de réaction-diffusion, transitions conformationnelles)
et plus récemment de la biologie, ol les perspectives sont nombreuses et trés ouvertes (organisation fonctionnelle
du chromosome, régulation allostérique, électrophysiologie neuronale et dynamique cérébrale). A partir de ces
recherches et de la présentation des contextes variés dans lesquels elles s’inscrivent, je montrerai qu’une meilleure
compréhension d’un phénoméne est obtenue par une vision transverse, multi-échelles, s’attachant & relier les
différents niveaux de description. Pour résumer, les approches multi-échelles ont 'ambition de mettre ’accent
sur la compréhension globale des phénoménes, en coordonnant les modéles introduits pour rendre compte des
manifestations & une échelle donnée.

Je terminerai ce mémoire par quelques conclusions sur les liens que la biologie et la physique, et plus particu-
liérement la physique théorique, me semblent pouvoir développer. Un de ces liens me parait étre le développement
d’approches multi-échelles, inspirées de celles utilisées en physique mais adaptées aux systémes et problématiques
biologiques: elle devront étre centrées sur les fonctions biologiques et sur leur mise en ceuvre concréte, aussi bien
structurale que dynamique, suivant des schémas multi-échelles mis en place au cours de PEvolution. C’est dans
cette perspective que je résumerai les directions dans lesquelles je poursuis actuellement mes recherches.

Summary

This report is devoted to the links between the different levels of reality of a physical phenomenon or biological
system. The first side of the question lies in the subjectivity of our observations and associated modelings; it focuses
on constructive relationships that can be established between our descriptions at different scales of the same
phenomenon. The second side of the question is related to the emergence of collective behaviors and cooperative
effects; it focuses more generally on complex, multiscale behaviors for which the global properties of the system
qualitatively differ from those of its elementary parts.

I investigated this two-fold question in various subfields of theoretical physics (kinetic theory, critical phe-
nomena, dynamical systems and chaos theory, reaction-diffusion systems, conformational transitions) and more
recently, in biology (chromosome functional organization, allosteric control, neural electrophysiology and brain
dynamics). The presentation of these researches and, more largely, of their backgrounds will lead to an overview
of answers and tools available at the present time, and also of still open issues. I will show that a better unders-
tanding of a phenomenon is gained from a global and multilevel viewpoint, focusing on the links between the
different scales of the phenomenon and aiming at coordonating the descriptions relevant at each of these scales.

The report ends with some conclusions about the possible interplay between biology and theoretical physics:
a fruitful bridge is the development of multiscale methods adapted to biological questions. I will argue that these
methods should be centered on biological functions and their actual adaptive, self-organized implementation,
deviced through natural selection.



