UE CMP
Concepts et Méthodes de la Physique

Cours 3 : la loi exponentielle § 3.2.3

. Refroidissement de I'eau : decouvrons la loi exponentielle
l. L'équation d’évolution pour la lol exponentielle
l. Le raisonnement différentiel par I'exemple

V. Echelle semi-logarithmique (si on a le temps]
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EVOLUTION EXPONENTIELLE

Refroidissement de |I'eau
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1. Découvrons I'évolution exponentielle

Refroidissement de I'eau : variation relative AQ/Q=1/2 7
Q(t) = (T(t) - Tfinal)
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1. Découvrons I'évolution exponentielle

Refroidissement de I'eau : variation relative AQ/Q=1/3 7
Q(t) = (T(t) - Tfinal)
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2. La loi d’evolution exponentielle

EVOLUTION TEMPORELLE EXPONENTIELLE
D'UNE QUANTITE PHYSIQUE Q

Q[t) = Qg Xt

Q, = valeur a l'instant initial t=0;

k=7



imensions de k = In[a] /At ?




2. La loi d’evolution exponentielle

EVOLUTION TEMPORELLE EXPONENTIELLE
D'UNE QUANTITE PHYSIQUE Q

Q[t) = G, ek

Q, = valeur a l'instant initial t=0;

k = « constante de vitesse » [k]= T

signe de k => sens de |'évolution : k > 0 fonction croissante
k <O fonction decroissante

t =|k|"' = temps caractéristique de I'évolution :
Qt+t) = Q(t) /e =~ Q) /2.7 (pourk<0)
Qt+tt) = Qt)xe = Qt) x2.7 (pour k>0]



3. Représentations graphiques - décroissance et croissance

exponentielles décroissantes exponentielles croissantes
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3. Représentations graphiques - décroissance et croissance

exponentielles décroissantes exponentielles croissantes
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2. La loi d’evolution exponentielle

Refroidissement de I'eau : que vaut k ?
Q(t) = (T(t) - Tfinal)
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2. La loi d’evolution exponentielle

Refroidissement de I'eau : ajustement avec f(t) exponentielle
Q(t) = (T(t) - Tfinal)
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2. La loi d’evolution exponentielle

Tracer la tangente a l'origine : que découvre-t-on ?
Q(t) = (T(t) - Tfinal)
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. évolution exponentielle : équation differentielle

1. un film

2. un tableau de mesures
3. une phrase

4. un graphe

5. une lol mathématique

6. une équation d’évolution

t

[min)

@)

c

4

6
10
19
20
30
40
o0
60
80
100
120
140
160
180

T-T[3h])

°C
03.3
00.3
46.1
42.7
37.1
31.7
27.5
21.1
16.6
13.3
10.7
7.1
4.8
2.4
1.9
0.8
0

Q(t)

Q(t)

refroidissement de 'eau

60
2

50 ®

40

30

o0 F[t] = 48.666e00=5t

10

0

0 22 44 66 88 110 132 154 176

t (min)

100

10

' Ft) = 48.666e0025¢

-4 19 42 65 88 111 134 157 180

t (min)



. evolution exponentielle : équation différentielle

A. Dérivée : signification physique, geometrique
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. évolution exponentielle : équation differentielle

Dérivee de la fonction exponentielle :

dQ/dt = k Q[t)
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Les équations différentielles rencontrees

Nos 2 exemples d'équations difféerentielles :

1. il_Q =k - Solution :| Q(r) = Q, + kt
t
evolution lineaire (bougie, sablier,...]
2. 490 _ k Q(t) | ou
dt
le—?— kQ@)=0| -> Solution: Q) =0, e

evolution exponentielle
(refroidissement eau, bactéries,...]

2 cas particuliers d'équations difféerentielles linéaires du 1°" ordre :

™ b0 = F )
dt

ATTENTION : Q4 et k constantes a déterminer pour chaque probleme



Résumeé des propriétés des évolutions linéaire et exponentielle a connaitre :
poly page 70

Fiche méthode : Résumé des proprittés des évolutions linéalre ot exponentiolle & connaltre.,

Evolution lintaire ‘Evolution exponenticlle
Lois de Févolution
Equation différentielle = k avee k = cste TR =k Q1) avec k = cste
gouvernant 'évolution
“Solution : Q) = Qy + Kt Qt) = Qo™
loi d'évolution

QUt) = Qltg) + Kt — o)

Q(t) = Q(tg)e™" "

 Poramdtres physiques |

k < 0: Q(t) diminue avec t
k = 0: Q|t) constante

Qo : dimension Q] = 1Q] Qo] = [Q]
_go_:a-_s.lﬂatbn Qo = Q(0) (valeur initiake 4 ¢ = 0) Q.-g@)(\akuriniﬁaku-(y
: nsion =" m- e
k : signification k : vitesse (tanx) de variation de Q | 1/]&| : 6chelle de temps caractéris-
tique de 'évolution
k : signo k> 0: Qf) sugmente avec ¢ k > 0: Q(t) augmente avec ¢

k < 0: Q(f) diminne avec ¢
k = 0 : Q(t) constante

fon de ¢ entro ! ot ¢ + Al pour o

“Variation absolue
AQ(t) = Q(t + At) — Q(t)
Variation relative =

Propriete
caractéristique

AQ(t) = kAt (indépendant de 1)

AQ(t) = Q1) x (57 —17)
(dépend de t)

=j?5 (dpend de 1)

%}h?M-l(indmdmdot)

xénﬁuicn absolue ost ks méme
pour des intervalles de temnps iden-
tiques

La vanation relative ost la méme
pour des intervalles de temps iden-
tiques {la grandeur Q est mmltiplide
par un facteur constant o -

sur des intervalles de temps iden.

tiques)




Résumeé des propriétés des évolutions linéaire et exponentielle a connaitre :

poly page 70
)
—
Echolle de temps caractéristique » = Uh%-'-l
Echolle do  tomps | 7 = |94 = 8% 4 tf (dépend de t) | 7 = oy (indépendant de ¢)
caractéristique de
I'évolution
“Evolution aux tomps | Q(Af) = @, + FA? QAN =Q,(T+EA S At < 7
courts (développement |5
mité au premier ordre) ,
Evolution aux temps | Pour t » 7, = Hl]leuym E>0:Q(t) 4+ 4copourt » v
longs perd la mémoire de son état initial : | ¥ <0:Q(f) +0pourt > 7
Qlt) =~ kt et v =~ ¢,
|Q(¢)] — +oc pour t > 7
Pour les deux &volutions, ka validité du modéle physique aux temps
longs est géndralement remise on cause, on particulr si Q) —+
(volution lindaire et croissance exponentielle ).
Représentation graphique de Q1)
Construction Voir page 46 Voir page 51
“On effoctue une série de mesures QUL ) aux dates £,
On représente Q(t;) en fonction de | On représente ln (Q(f,)) en fonction
fy, et on doit pouvoir ajuster cor- | de £, et on doit pouvoir ajuster cor-
rectement par une droite, rectement par une droite.




1. RAISONNEMENT DIFFERENTIEL

Exemple 1 : Remplissage d'un cylindre a débit constant

Debit D = constante




1. RAISONNEMENT

IFFERENTIEL

Exemple 2 : Remplissage d’'un cone a deébit constant

Débit D = constante =2 dV =D dt

v
dV = S(h) dh
S(h] = ah?
Ava

dV = S(h’) dh

S{h1) = ah’2
dh(t) D
dt a h’

equation différentielle non linéaire !



1. RAISONNEMENT DIFFERENTIEL

Principe :

|dentifier le systeme

|dentifier la quantité physique d’intérét, qui varie au cours du
temps Q(t]

|dentifier la source de changement de cette quantite

Ecrire 'incrément d@ = Q(t+dt) - Q(t) de Q
entre un instant t et un instant successif, mais proche, t+dt

dd dépendra en genéral de Q et de dt : en déduire une
équation reliant Q et ses dérivées.



1. RAISONNEMENT DIFFERENTIEL

Exemple 2 : Eau qui refroidit

* |e systeme...
* Qft)...

- e |asource...

 dQ..

* eéquation reliant Q et ses dérivees...




1. RAISONNEMENT DIFFERENTIEL

Exemple 2 : Eau qui refroidit

* J|e systeme... I'eau

e Qt).. (T[t)-T

piéce]

* |asource...
Flux d’énergie F = dE/dt =-BS [T[t) - T
avec energeE=AV T

piéce]

 dQ..

* eéquation reliant Q et ses dérivees...




1. RAISONNEMENT DIFFERENTIEL

Exemple 2 : Eau qui refroidit

* J|e systeme... I'eau

[ e Q). (T -T

piéce]

* |asource...
Flux d’énergie F = dE/dt =-BS [T[t) - T
avec energeE=AV T

piéce]
«  d@... d(T(t)-Tsee) = dE/[AV] = F dt /[AV)

* eéquation reliant Q et ses dérivees...

d[T (1) - Tpiéce | BS
=——— |[T(t)=-T
dt AV ro-1,

iece ]




4. Echelle semi-logarithmique

Exemple : fonction 2t = g2 ¢

n 2" In(2") log(2")
1 0,693147181| 0,301029996
2 4 1,386294361| 0,602059991
3 2,079441542| 0,903089987
4 16 2,772588722( 1,204119983
5 32 3,465735903| 1,505149978
6 64 4,158883083| 1,806179974
7 128 4,852030264| 2,10720997
8 256 5545177444 2,408239965
g 512 6,238324625| 2,709269961
10 |1024 6,931471806| 3,010299957
11 |2048 7.,624618986| 3,311329952
12 |4096 8,317766167| 3,612359948
13 [8192 9,010913347| 3,913389944
14 116384 9,704060528| 4,214419939
15 [32768 10,39720771] 4515449935
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4. Echelle semi-logarithmique

2" en échelle logarithmique
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2" en échelle logarithmique

4. Echelle semi-logarithmique
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4. Echelle semi-logarithmique

Exercice pour la maison ;
Tracer en echelle semi-logarithmique
les donnees du refroidissement de I'eau

* sur la feullle de papier en échelle semi-log
* obtient-on une droite ?
* quelle est la pente de cette droite ?

* quelle est donc l'allure de la fonction Q(t) ?



4. Echelle logarithmique

Refroidissement de I'eau : tracer en echelle logarithmique
t T-T(3h)
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4. Echelle logarithmique

Refroidissement de I'eau : tracer en echelle logarithmique
t T-T(3h)
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4. Echelle logarithmique
Refroidissement de I'eau : tracer en echelle logarithmique

température d'un verre d'eau

’IDD$

%

L 4

*

L 2
®l0

\

L ZIPEEY

T (°C)

\

o0

1 o
100 150 200 0 50 100
t (min) t (min)

attention : pas pour T(t) =T
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