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- INTRODUCTION -

2) Revue non exhaustive des mthWManonm des mod&les w:h@Mﬂmwwmm

en physique ..... vpmesees 38
2a) Quelques eXemples .....vcessssssosasnssssansuaraasassaasrarnaciaens 38 Le domaine de recherche que constitue les problZmes dits "complétement

B R A R I N R I B

2b) Un point de vue EBNEral ........ccoesnsnsisnansarsanesasccsssnsnsnns &l intégrables" a connu ces dernidres années un développement assez remarquable,
développement qui est dfi, d'une part & l'apparition de concepts puissants

. 43 tel que le formalisme de Lax [1], mais également & un processus de conver-

IV = CONCLUSION scuuvesssscrosssannsnsnnanenssasnnasssesstssssniasnuns
gence entre des domaines différents, conduisant ainsi 3 des rapprochements

fructueux. On peut signaler par exemple, la totale identification formelle
existant entre la transformation triangle—&toile en mécanique statistique
et la propriété de factorisation de la matrice S dans les théories des

Sgers champs bidimensionnels, Il est clair par ailleurs que la réunion des
techniques utilis@es en mécanique statistique et du formalisme de la méthode
inverse classique (scattering inverse) a donné naissance & la théorie de

la méthode inverse quantique ('quantum inverse scattering") [2].

Les notions de mod2les compl&tement intégrables interviennent dans une
grande diversité de domaines (théorie des champs, mécanique statistique,
problémes 3 n corps, physique du solide...) qui chacun, ount eu tendance 2
développer leur propre formalisme et critéres d'intégrabilité. Des techmiques
et points de vue différents ont &galement eu tendance & venir se greffer
sur un méme probl2me (gEométrie algébrique, gEométrie différentielle, groupes
de Lie...). Nous allons essayer de dénouer cet "Echeveau' en nous appuyant
sur des exemples simples. Nous indiquerons un certain nembre d'équivalences
entre une variété de modéles et regarderons comment les formalismes et les
critéres de complite intégrabilité peuvent se correspondre. Nous dégagerons
parmi ces techniques et concepts ceux qui semblent les plus simples, les
plus intrins&ques ; ceci nous aménera & préter une attention toute particu-
lidre aux relations triangle-étoile. Nous discuterons des applications des
mod2les int&grables & la physique. Cette note doit &étre regardée comme un
article de revue gqui cherche 2 vulgariser un sujet Téputé assez technique.
Cependant cette revue ne rend que partiellement compte de la théorie de la
méthode inverse et du "gquantum inverse scattering' pour lesquels on peut
trouver des exposés trés complets [3][4]. Nous n'abordons que certains

aspects de ces deux théories, et avons préféré nous attacher 2 d'autres

points moins popularisés dans la littérature.



II - NOTIONS ET CONCEPTS INTERVENANT DANS LES PROBLEMES
COMPLETEMENT INTEGRABLES ET LEURS INTER-RELATIONS

1) Théorie de la déformation isospectrale. Les Equations aux dérivées

partielles non-linéaires

la) Rappels sur le probléme inverse

Si les probl2mes d'intégrabilité commencent 2 susciter un intérét et
des recherches approfondies ces derni&res années, cela est dfi au dévelop-
pement initial des traveux concernant les &quations non linéaires classiques
intégrablas (dont les plus connues sont sans conteste 1’&quation de Sine-
Gordon [5] et 1'&quation de Korteweg de Vries [6]), avec dans leur sillage
1a redécouverte de certaines notions, notamment la notion devenue maintenant
bien connue de solitons [7][8]. Le nombre des &quations non linéaires inté-
grables est devenu beaucoup trop important pour qu'il soit possible d'en
donner une liste exhaustive : on pourra cependant recommander la lecture
de 1'article de revue de Scott et al. [3] sur ce sujet, ainsi que celle de
deux livres : Bicklund Transformations, dans 'Lectures Notes in Mathema-
ties” n° 515 [7] ainsi que "Solitons", Topics in Current Physica [8]. Les
théories int&grables classiques sont maintenant analysées dans le cadre de
ce que 1'on appelle la méthode inverse (inverse scattering) [9]. Premons
pour la clarté de l'exposition 1'exemple simple de 1'Equation KdV :
Gnls.eNlGE. 11 est possible de trouver deux opérateurs

2
—..llvlwlm.ﬁ et
Bx
2® 2,
B=-4i —g* 3i Ae % ¥ o v tels que l'équation non linaire précé-
ax x X

dente 8'Ecrive rnn [B,L]. B &tant auto-adjoint, 1'équation précédente
implique que les valeurs propres de L sont indépendantes du temps (d'oit le
nom de déformations isospectrales) : L.y = E.J. Les fonctions propres &vo-
luent selon wen = B., en effet 1'Equation L = [B,L] peut &tre vue comme
la relation de compatibilité entre LY =E.| et u..ennw.em lﬁﬂ%e.%uﬁv est
une Eéquation de diffusion (Equation de Schrédinger) dams un potential ¢ :
son spectre sera composé d'une part d'une partie discréte (Etats 1iés) et
d'une partie continue (Etats de diffusion). Pour ces &tats de diffusion nous

pouvons Ecrire

ﬁnﬁ.#_nvﬂwﬁr.nv mler +wﬁr.nv mwrx pour x + + =

POk, ©) & Tl t) e poiE % & = ®
Du comportement pour x ++w®, conjointement 2 1'équation wenum.e. nous

tirons

ab i3 da 33
3t 4ik™.b " Nt 4ik” .a

3
SKTE | (k,0) et a(k,t) = e

c'eat-3-dire b(k,t) = e Jawwmn.mnw.cu.
Les données de diffusion &voluent donc de fagon trés simple et l'on doit
maintenant chercher 2 construire le potentiel ¢(x,t) correspondant. Ceci
est réalisé gréce A 1'équation intégrale de Gel'fand-Levitan [10] :
@
g(x,y,t) + zhx+w.nu¢.h K{y+y',t)g(x,y"',t)dy" =0
X

odl K{x,t) est la transformée de Fourier des données de diffusion AW (k,t)
3

et son &quivalent discret), le potentiel &tant donné par ¢(x,t) =-2 Mw‘mnx.xnun

c'est 1'ensemble de ces &tapes (association au problZme non lingaire d'un pro-
bl2me linéaire de diffusion, calcul d'évolution sur le probléme linéaire,

retour au probléme non-linéaire) qui constitue la méthode inverse.

Zakharov et Faddeev &tablirent la compléte intégrabilité de 1'Equationm
KdV en indiquant [11] que de nouvelles variables dépendant des données de
diffusion définissaient un jeu de variables canoniques : en 1'occurrence
P(k,t) ==k/m HSA_I_WANU et Q(k,t) =arg b(k,t) (et leur analogues discrets).
Ces variables sont du type action-angle : P((k,t) =P(k,0), Qfk,t) umrun

(les variables action-angle décrivant les tores dans 1'espace des phases).

Ib) Nombre infini de lois de comservation ; algebre d'opérateurs qui

commutent avec un opérateur donné,

Une propriété importante de ces &quations intégrables est 1'existence,
pour celles-ci, d'un nombre infini de lois de conservation : dans 1'exemple
de 1'équation KdV nous avons ainsi une infinité de quantités conservées I .
Hl_s._.:nun ch_.:m dx ,

2

“ 3 (n—
I = f 5 tu ). dx ... et I = [ x nc.zx....:

_Vv.aﬁ

oii X est une expression polynomiale de ces divers arguments., Cette propriété

peut &tre comprise 2 partir de 1'existence de la paire de Lax précédente en




effet :

iL, = [B,L] = L(t) = ¢ B 1.0).62BE
En prenant les “traces" (nous sommes en dimension infinie) ﬂ.ilu. on constate
immédiatement que Tr Mty = Tr 1™(0). si 1'on note ab. la quantité

81

3 n

f;c.:u....v e T T les équations u_ = ann:.cx....v forment un

C
ensemble d'équations, elles sussi compl&tement intégrables, et sont appelées
&quacions KdV d'ordre supérisur. Toutes ces équations admettent unme paire
de Lax : elles s'@crivent toutes H.n = m.pn.r”_. Par exemple (en enlevant

le facteur i)

3 3
.pu_ma||wo :m|+mlf.z +uo:n|:+m: m_|+n|:
2 5 3 3 dx
dx dx” dx
I1 est possible de denner une proc&dure pour obtenir par récurrence toute

cette famille ._: .bn.bu. . :pn. .

mw Zn+1 n_p
En effet posons L = - —5 +u et b_._ = M Voo = oil v est un
dx =0 dx
polyndme en u et ses dérivées u', u" ... et nous choisirons de plus Vonel = cte
et <N=lo. Posons de plus a = ;_...Hu_ ‘
L'&quation KdV d'ordre n s'écrit u, = Q. Considérons la relation suivante

définissant partiellement la suite ALl

A

-y pb:.r + mn.bc +q

n

H>=+_.ru = [4A L +pA + an.r_
d
= .po.n_.. + _”vu._..u - &t Pa n_po.ru + Hnn.S

a* a? d
= 4o ﬁ|||+=v+mu_. +p'l. =—+ pu'
n &nn n nnm n’ dx n
2
T & LL B — 1 m " T mll 1 L
* w..._ﬂ. ax Ty ( bﬂ:...mvnv mxm * nﬁ=+mnuv ax ' aacna.?: vn+p=v

Nous voyons que si nous impesons les deux conditions

| ks ] "o
Nvu &Q.n 0 et Nnﬂ + P, 0
alors le commutateur _”.pn_..._.r“_ est un nombre pur , fonction de u et de ses
m
dérivées (pas d’opérateur MImu. qui s'identifiera 2 e a4 condition de

dx

X

=2u' [ o .dx + 4ua_ - a
o n

[ed-1-) 9 o
P n

o+

Ainsi avec les conditions initiales

obtient-on successivement :

n:uo_.E_xa laxﬁmxuuc(c
1

= Zu' G:m.._._,.u;c_“@:c_lc:.u

-6(3u’u"+uu"’) + u

= =nmv|_occ:_1mc:_:: + moﬁ..:m

A (4) W2, 3

- [ o, dx=u"""-10uu"-5u 10u

Qul Nc. n_._@ul_o::_.lmc_mlccf

ﬁmul_o:c:umoc.c:+uo_.__cmV
(5) (4)

+ 4u(u

= n:h..J =20u'u’ " =10u"u"’

-10uu

wct.cnbvlmo::::_L.o:::: '+30u""u

2

+ 60un'u"+60u' “+120uu’u")

(5)

= |:A3+Ecchmfew;.cﬁﬁio:_.::_L_o:u:_:
lmeE:_::!woc.u+m.wc_cw
= [ agdx = 100 Pi2guter + 21002
Iuocwczluocn_m+uw:b
et parallélement
d d i
A = GAL+2 Huoau. et b S=5 + bu g+ 3u
A, = 4A L + 2 [ dx L —
2 1™ 1777 dx 1
3 2
= 4 | -4 M\I.+ bu 2 + 3u' S S +ul + wnwcwic:v - 18
3 dx 2 dx
dx ; dx
c”m nu au 2 d
— Buu'+u"' = 16 —— = 40u — — 60u' + (30u°-50u") —
5 3 2 dx
dx dx dx

0uu'-15u""

+



7 5 4
Ay = =66 S v ;20w Lo v 560wt 4
dx dx dx

3

(820u"-280u7) L + (700u""-840u") L
dx dx

(3226"*) -700uu"-490u ' 2+ 140u%) 4

dx
ﬁuvlm-occz.lpmoc_::+m_o:_=nv.

+
a

+

+

(63u

Au cdté de 1'équation KdV existe une Equation complétement intégrable assez

semblable appelée &quation KdV modifige.

Intéressons-nous aux équations KdV-modifife, d’ordre n quelconque,et
leurs récurrences Eventuelles associfes, En fait on passe des Equatioms KdV
gux &équations ¥dV modififSes en faisant le changement u + ¥ d&fini par
us=x'+ xn. (typiquement onpasse de cette manigre du KdV d'ordre I,

U, = fuu'-u"', au KdV modifié d'ordre 1, X, = uxm.x_lx:.u.

X

i - ] n " .
Introduisons y_ = 2 [ a dx.x-o_ et calculons Y_+2X.Y, :

n
x
Yor2X-Yp = Au f numx.x+mns.xnpwv. + NXAN Haamx.x. + Nan.xapmv

2

X X
= —aleha L)' +2 Ja dx.x"+ba”. _+4 | o dxxx' .

Comparons cette expression 2 Onel ¢

a
n

x
= t -
e = 20 Jodx ¢ bua -o

x
= 20" 20"). f nunu+bﬁx_+xnunﬁlnn

nous voyons que nous obtenons 1'&galité

l -d -
o = Yat ux.<= .
4 - L} - i 3 . - ' .

Ecrire u_ =y, + nx.4n I » revient donc & écrire : Xeg =Yg §
ceci résout donc le probl2me de la récurrence sur les équations KdV modifiées

d'ordre n quelconque & partir de la récurrence sur lea KdV d'ordre n quel-

conque .

Cette méthode, pour obtenir la suite des A est trés liée & la notion
d'algébre d'opérateurs qui commutent avec un opérateur domné : en effet si

nous recherchons les b:,ao:n la forme

2n+] mm
A = M Voo —F a tel gque (Equations KdV statiques)
n L 2

=0 dx

H>=vﬁ_ = 0 , nous obtenons les relations suivantes sur les <m (relations

qui les déterminent) :

Nuwﬂih nF :AWu v =0
k=1 Lk "k

% Vyane 20

Cet ensemble d'Equations,comme 1'on peut s'en convaincre, est &quivalent aux
q P ) q

récurrences précédentes auxquelles on ajoute la condition Q:nﬁf

Ces notions de récurrences,et d'algébre d'oprateurs qui commutent,s'appli-
quent Bgalement aux transformées par self-similarité [43] des €quations

KdV et KdVmodifiéeg d'ordre n (voir Appendice).
le) Transformations de Backlund

Une propriété tout-a-fait remarquable sur les £quations complétement
intégrables est 1'existence d'une transformation appelée transformation de
Bicklund [12]. Si nous prenons (toujours pour des raisons de simplicité)
1"équation de Sine-Gordon, exﬂ = ging , alors si ¢ est une solution de
1'8quation S-G, la solution { du systéme :

Gu = ex + 2a.sin Aﬁwwv

* 2 . [(y-b
= - -,

b = b g e A 2 v

est encore solution de 1'équation non-linéaire. On introduit aussi ce que

1'on appelle une transformation de Bdcklund infinitésimale [13] en supposant

a petit et en développant { en série de Taylor :
bOae) = § oy 0" (0
n=0
On a alors
(- ==}
n 2 ] n
M ez.n.m = |en + 5 sin AM M Eum |eu
n=0 n=0

ce qui implique en développant selon les puissances de a : Eo = ¢, eu nwen.

Wo=2d e V=20 . ¢ W.%w ,... A partir de la comservation de 1'Eénergie



1
Gz emvn + (cosp) =0 (2)

on peut en substituant l'expression (1) dans 1'&quation précédente (2)(les

en &tant connus) obtenir ainsi un nombre infini de lois de comservation :

2 2
Py b= 20 e P P Pt etc... [31 .

©
ro| =

La notion de transformation de Bicklund infinitésimale est donc reliée direc-
tement & 1'existence d'un nombre infini de lois de conservation. La transfor-
mation de Biacklund permet de trouver des solutions & N-solitons de 1'équa-
tion de Sine-Gordon (Barnard [14]) conduisant ainsi aux formules bien con-
nuea d'Hirota [15], qui ont un caractZre manifestement algébrique. Une
propriété fondamentale de la transformation de Backlund est exprimée par

le théor8me de permutabilit@ qui est souvent schématisé par la figure

guivante :

W,

9” Qg

Ce théoréme signifie que si 1'on applique une transformation de Bdcklund
de paramétre as puis une transformation de paramétre 25, le résultat est

le méme que si 1'on applique d'abord celle de paramétre a,, puis celle de

2%
paramétre a;. De plus une transformation de Bicklund demande, si 1'on veut

passer par exemple de la solution wy 3 w,, d'effectuer des quadratures,

—-
cependant entre les quatre solutions de la figure précédente, existe la
relation suivante, purement algébrique :

. Wy, ) a,+a, . Wy,
& 4 8,74, - 8 4

(Bianchi [16] ) .

Une telle propriété permet de comprendre, trés naivement, la spécificité

de ces mod8les : ce sont des mod&les pour lesquels, entre autres, existe
une véritable notion d'addition des solutions (! seliton + | soliton).
Cette propriZté fondamentale peut &tre vue dans un cadre plus systématique,
faisant le lien entre 1'8quation KdV et les variétés abéliennes [17]. Cette
description 2 1'aide des variétés abéliennes est particulirement claire
lorsque 1'on compare les formules (2.%.11), (2.3.12) de [17] et les comsi-
dérations qui seront d8veloppées dans le paragraphe Il.2Za) de cette note,
oil 1'on verra également apparaitre des aspects de géométrie algébrique

au travers de relations fonctionnelles associées 4 des variétés abélienmes

(Jacobiennes). La transformation de Bicklund peut &tre obtenue de fagon

simple comme indiqué par le diagramme suivant dans le cas de 1'équation
KdV :
(wix,c),\) -+ ulx,t) transformation de Bicklund
¥ t
(' (x,£),A) - u' (x,t)
1
avec &W = - x
v [

Ces remarques sont, en fait, générales et la transformation de Bidcklund

peut, sur toutes les équations non linBaires connues, étre vue comme associée
2 une transformation simple sur la solution du probléme de diffusion [7].
Enfin la transformation de Bicklund possi@de des propriétés spectrales simples.

Expriméedans les variables de diffusion a et b, la transformation de Bdcklund
ik+n
ik-n
formation de Bicklund correspond & une multiplication de facteurs rel gque

donne : a(k,t) + a(k,t). , b(k,t) + =b(k,t). La composition de trans-

ik+n/ik=r, par exemple :
N wlwxm
a(k,t) = a(k,t) T ———
k=1 r+vx=

ot a(k,t) correspond aux états de diffusion et le produit aux états liés.
La transformation de Bidcklund revient donc @ rajouter un &tat li&. D'autre

part, comme ln a(k,t) = | h:.wld [iel , o I sont les constantes de
n=1
mouvements, on peut rééerire Hs comme la somme d'un terme provenant des
" . - 2 m i n
états de diffusion et d'un terme provenant des &tats liés : - — ) ﬁwxav
m=1

Les quantités conservées 1, ont donc des expressions Crés simples en fonction

des impulsions des solitons.
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1d) Le point de wue de la gBométrie différentielle

Les &quations non linéaires inté&grables, comme par exemple 1'&quation
de Sine-Gordon, &taient apparues il y a déjd fort longtemps dans le cadre
de la géométrie différentielle & propos de la recherche de surfaces de

courbure constante.

Sasaki a reformulé [19] ces propridt&s de courbure constante des
&quations inté&grables, dans un langage plus moderne, en termes de connection:
par exemple,dans le cas de 1'&quation de Sine-Gordon, il introduit la connec-—

tion suivante :

() -2

i Uy I .
:nn.v..ﬂnown.wn |M.&N+Nmmwn:mn
oll Q = A V
Yy 1 1
-+ dx + — sinudt-ndx - — cos u det

2 4n 4n

1'8quation de Sine-Gordon revient alors simplement 2 &crire nmnoumn+m>b.
En fait ceci revient 3 une réécriture du syst@me A.K.N.S. [20] (n est un

param@tre spectral)

m<_ cos u sin u v,
it - 4n 4
wdn gin u -cos u vy
t in ~4n
ov u
1 _x\
x " ) p|
wdu MH ) .
x 2 n 2

La condition dQ+QA0=0 n'est rien d'autre que la cohérence entre ces deux
syst@mes d'E8quations (paire de Lax). Cette nouvelle formulation sert,
entre autres,d mettre en &vidence sur ces probl2mes, le groupe SL(2JR)
comme groupe d'invariance de 1'8quation. En effet on remarque que comme
Tr{l= 0, {I ne dépend que de trois !-formes mo.m_.mm et la condition
dQ+QAQ=0 s'Ecrit

b

c 1l ¢ a
. Ae .

de =g T

oii 1'on reconnait dans nmv les constantes de structures correspondant 3 SL{2 ),

T) .

c
(IT,, HuH - nww. c

Divers auteurs [2!] ont utilisé le langage des formes différentielles
extérieures et des transformations de Lie généralisées, pour analyser
différents aspects des systEmes intégrables notamment les lois de conser—
vation de ces mod&les, ou encore les transformations de Backlund. Ceci
les a amenés 3 introduire les notions de structure de prolongation et de

pseudo=-potentiel,

Nous ne rentrerons pas dans les détails de cette approche et de ces
connexione avec toutes les id@es et structures préc@dentes, ceci serait
beaucoup trop fastidieux. Toujours de ce point de vue des transformations
de Lie généralisées, il faut signaler l'article de Kumei gqui fait le lien

avec les idées de Lax [22].

2a) Les probl&mes 3 n corps classiques et les équations aux dérivées

partielles non linéaires ; les problémes A n corps guantigues

Les solutions de type soliton de 1'€guation KdV ont un péle double.
Kruskal [23] fut le premier i &tudier le mouvement de ces pSles. Le caractére
de pble double motivait 1'8tude de solutions rationnelles de l'&quation KdV

sous la forme :

S -2
u(x,t) = 2 M (x=x.(c)) .
=1

Une substitution dans 1'#quation KdV conduit au syst@me d'équations :

et qw Ax.lmwulu =0 ol j,k=1,..N .
W
Dans le cas plus simple de 1'@quation de Burgers Hopf A:nlmc:xlﬂxa =0,

antre Equation intégrable réductible 3 1'&quation de la chaleur) les solutions
rationnelles,
N
-1
u(x,t) = § (x-x.(t)) i
2 B



conduisent, par substitution, aux &quations

-1
X, =- 2 (x.-x )
37T

et

- =3
.= -8 {x.-% )
] wmu e

La seconde &quation correspond au probléme unidimensionnel 3 n corps,

d'hamiltonien :

o2 j

1 2 -2
H =5 I pi+g .w ﬁxu %)
k
Du fait qu'il est possible de rendre compatible la premigre et la seconde
Equation, on ne s'étonnera pas que ces problémes admettent [24] eux aussi
un formalisme de Lax, mais L et A sont, maintenant, des matrices NxN :
=]

ﬁ.l mmr.vw +wxm ﬁplauwu.mxwlxwu

. lm . Im
Bje = 7 B g b Oymep) T v BB (60 Ome)

1

A== (B-BT) .

|

Le syst2me est un syst@me hamiltonien compldtement int&grable ayant 2N degrés

de liberté.

En fait on peut placer ce probl2me dans un contexte plus large,et se

demander quelles sont les fonctions impaires ¢ et § , tel que le systéme,
T ) ¢(x;-x.), soit compatible avec le syst@me d'Equations,
jfi ]
x = .w. enxwlﬂuu .
jfi

Ceci se produit, si et seulement si, | satisfait 1'&quation fonctionmelle :

0 = =" GOY(2)=y" () Y(y)+p' (2) i)+ (2)p(y)

pour x+y+z=0 et si ¢(z) = 2y(z)Y'(z) .

La solution de cette &quation est la fonction P de Weierstrass. On a Egalement

comme solution les dégénérescences de cette fonctiom P :

g

x , sh 2

% et sin x .

2

Restons dans le domaine des problémes 3 n corps, mais quantigues maintenant.

Nous considérons 1'hamiltonien usuel :

et nous nous posons le probléme de trouver V telle que la fonction d'onde du

fondamental ait une forme dé fonction d'onde de Bijl-Dingle-Jastrow [25] [26] :
3 notons ¢ = %l y

. La partie d'énergie cinétique opérant sur cette

¢ .ﬁxw-xmy+emﬁxw-xuvu

N.¢|1 eﬂx.nx.ueﬁx.l. VW e
{permit 1 i
de 1jk)

Pour i,j,k fixés, la contribution dans la seconde somme est typiquement

de la forme :
PP (y)+p(y)p(2)+¢(2)d(x) pour x+y+z=0
et 1'on aimerait qu'elle s'écrive,

f(x)+f(y)+f(z), pour avoir effectivement une expression qui puisse

¢Axwlxuu . On peut 13 encore chercher ¢ et f vérifiant

]
cette &quation fonctiommelle, et l'on retrouve finalement

s'8crire au total w
i

2.2

V(x) = w4 W\HN

ﬂm m =2
V(x) = g — (sin — x)
2 L
L
mais Egalement la fonctien P de Weiestrass, et ses dégénérescences et aussi

V(x)=-2€8(x) , le fameux mod&le de particules en interactions & [271(27]

jue l'on peut résoudre par l'ansatz de Bethe. Une généralisation de ces

idées, basée sur la méthode de séparation des variables (variables de Jacobi}),



impose des restrictions sur le potentiel pour des problémes en dimension

supérieure. C'est ainsi gue P.J. Gambardella [29] a pu pour,les exemples

suivants,
T ..
i ki® kj
q_.».w. 5 .2 I M—aa ae—y ’
igj AnWHu k ifj nuer .Hn#uu
+ -
% = ToprTa
R s I
ik jA1 (r; 0%, nmwv

exprimer certaines fonctions propres 3 l'aide d'opErateurs a et a’ tout-a-fait

analoguesd ceux de 1'oscillateur harmonique.

En fait le rble jou@ par 1'oscillateur harmonique peut encore &tre
renforcé si 1'on considdre le point de vue et les démonstrations de P.Deift,
iund et E.Trubowitz [30][31] : les problémes intégrables dont le systéme
linBaire associé est un opérateur du second ordre (ceci inclue KdV, Schrédinger
pon linéaire, Sine Gordon, la chaine d'Heisenberg, les équations de Thirring
massif...) sont tous (en un sens # préciser) le méme modle, des oscillateurs
harmoniques avec un nombre fini de contraintes quadratiques. Nous ne citerons
que deux exemples : tout d'abord 1'Equation de Schrédinger non linaire 2
laquelle on peut associer [31] les équations des oscillateurs harmoniques

contraints suivantes :

ww --ikx - ;H.mmv.ax

: 2
Y, = ik o+ () 1,Y7) . X
D'autre part, les Zquatioms plus simples,

- W— M
X. = A.X.-X, A x.v .
i i"i i s q

gont reliés aux &quations KdV : si Hpgeoady sont solutions de 1'Equation

précidente, alors, u = - w MW + C est solution de 1'Equation stationnaire
1

KdV d'ordre n [32]. i=

2b) Les espaces symétriques et les problémes 3 n corps

Ces problémes unidimensionnels (classiques ou quantiques) 2 n corps,
dont 1'hamiltonien est H = W.M vm + w <Auw - smu ont &té &tudiés par
i ifj

Olshanetsky et Perelomov [33] en ramenant ces problémes 2 des mouvements
le long de géndEésiques dans des espaces symétriques de courbure constante,
positive ou négative. Les espaces symétriques demandent pour pouvoir &tre
définis rigoureusement d'introduire diverses notions préalables telles que
sous—~algdbre de Cartan, chambre de Weyl.... Il sortirait du cadre de cette
note de définir toutes ces notions (on pourra se reporter par exemple au
livre d'Helgason [34]). Illustrons dans un premier temps de fagon trés

simple les mécanismes mis en cause.

Considérons un &l8ment du groupe GL(n,R), noté A, (les Eléments de

cette matrice sont notés a..) et considérons sa représentation polaire

1]
(0 et 0' sont dens le groupe orthogonal) : A = 0.X.0' (les Eléments de la
matrice diagonale X sont notés X, - La métrique nmw = d mmum peut étre
i,]

réécrite (pour plus de détails consulter le livre de L.K.Hua Harmonic Ana-
lyses several complex variables in the classical domain, Rhodes Island 19) :

2
i : ij

”_r-u

2 2 2 2
ds” = wM. d a; - M axw * .M Axmuuuv .6h
2] i

ol st sont des paramétres ("angles') associés a8 0 . Si 1'on Ecrit 1'opé-

rateur de Laplace-Bertrami, on a :

52 N2 .r.&m
ae da 27" wm~ 3x 7" M (x,—x um
ij i i 7]
(oll les L., sont des €léments correspondant A& ceux du groupe orthogonal).

1]
Nous voyons que le fait de ne retenir que la partie X dans la matrice A fait

prendre 3 1'opérateur de Laplace ume forme plus compliquée (on reconnait
facilement le probldme 2 N corps guantique associé au potentiel en _\xmu.
Cependant cet opérateur,un peu compliqué,n'est jamais que le reflet d'un
laplacien trés simple. On comprend que le probl8me 3 n corps qui en découle
ait des propriétés trés particuligres. Rentrons maintenant un peu plus dans

les détails.

Pour fixer les idées vnmmosm 1'exemple simple suivant : soit m 1'algébre
de SL(n,T) = G (matrice n*n de trace nulle) ; c'est une algébre de Lie semi-
simple, m sa sous-algdbre maximale compacte est 1'algdbre des matrices anti-
hermitiennes (le groupe K est l'ensemble des matrices unitaires) ; ﬁ est le
complément orthogonal de m dans m. en 1'ocurrence m est l(ensemble des

matrices hermitiennes, H, la sous-algébre commutative maximale (sous—algeébre
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de Cartan) de L, est la sous—algébre des matrices diagonales.
Si 1'on introduit les matrices mWM dent les élémenta sont QWH (tous les &1&-
ments a,, eont nuls sauf k=i j=1), on a les relatioms pour h€H:

Hw—-ﬂw..mH - un. c.—v -ﬂw..m

L'espace homogéne X=G/K = SL(n,L)/SU(n) est un espace symétrique. On dé&fi-
nit &galement A un sous ensemble de m (A est la chambre de Weil positive

relativement au syst@me de racines). Si on désigne par "exp" la transforma-
tion canonique de 1'algdbre au groupe, tout &l&ment de X peut se décomposer

sous la forme :

x=uhu ol u€kKethEexph

{De facon imagée on peut dire que h est la partie radiale et u la partie
angulaire).

Olshanetsky et Pereiowov ont pu montrer [33] que la condition pour qu'um
chemin x(t) dans X soit ume géod&sique, qui est MM (x &+%xx )=0,
eat Equivalente 3 1'existence d'une paire de Lax, L= [L,M] , of
-—Iﬁt_.n—mm , et L, dont la forme est plus compliquée, ne sera pas donnée
ici appartient 2 L, Olshanetsky et Perelomov remarquent [33] que les poten-
tiels _\um. _\urmu et _\.wuu
de Riemann symEtriques, de courbure nulle, négative et positive. De plus
leas quantités Hw = Tr rr coincident pour les potentiels précEdents avec
les parties radiales d'opfrateur de Laplace sur ces mémes espaces.

% sont associés 3 des métriques de trois espaces

Ces idées sont évidemment 3 rapprocher des idées de géométrie

Footnote

L'algdbre da Lie est appelée .simple (respectivement semi-simple) si elle ne
contient pas d'idSaux non triviaux (respectivement d'id&aux non triviaux com-
mutatifs). Un sous—espace M de 1'algdbre de Lie L est appelé idEal idéal si
[L,M] © M. La structure des algdbres de Lie semi-simples s'avére lie 2 une
notion géomérrique fort remarquable : les systZmes de racine dans l'espace

euclidien B®. {diagrammes de Dynkin).

différentielle auxquelles nous avons d&j3 fait allusion précédemment (les
&quations aux dérivées partielles non lin€aires intégrables étant associées
2 des surfaces de courbure négative constante). Les espaces de courbure
constante sont connus comme &tant maximallement symétriques ; ils possé&dent

MMWHHN pour une dimension de 1'espace N.

le nombre maximum d'isométries

Le r6le joué par les espaces symétriques dans les modéles complétement
int&grables, a Egalement £té remarqué dans un domaine autre que les problZmes
unidimensionnels classiques ou quantiques & n corps : la théorie des champs.
11 a &té montré par Eichenherr et Forger [35] qu'un ensemble infini de lois
de conservation peut &tre obtenu pour des exemples qui correspondent a des

structures géomdtriques d'espaces symétriques.

A cOté de la notion de déformation isospectrale est apparue, assez
récemment (pour la physique), la notion de déformation isomonodromique ou
de syst@mes holonomes, pour l'essentiel grdce aux travaux de Mc Coy, T.T.Wu [36]
et surtout de Sato, Miwa, Jimbo [37]. Ces notions intervienment dans les trois
domaines des Equations non linéaires, de la théorie des champs et de la méca-
nique statistique. Initialement ces idées naissent i la fin du sidcle
dernier, 2 une époque oil 1'intégration des &quations différentielles &tait
1'un des problémes principaux de 1'analyse [38][39]. Il &tait naturel 4'&tu-
dier les Equations différentielles 3 points critiques fixes, c'est-B-dire
indépendants des constantes d'intégratiom, ou,en d'autres termes,K les Equations
telles que le domaine d'uniformité de leurs intégrales peut &tre fix& a priori.
Les Equations 3 points critiques fixes sont ré&ductibles aux transcendantes
classiques. Pour le second ordre, on voit surgir de profondes difficultés
surmontées pour la premi2re fois par M. Painlevé, qui donna une classification
exhaustive de celles-ci (six &quations types appeléesactuellement Painlevé
1,II,...VI). L'extension aux équations du troisime ordre a &té esquis@e [40]
mais n'a pas aboutit méme A 1'heure actuelle. R.Fuchs et L.Schlesinger [41][42]
rencontrérent ces mémes Equations dans le cadre de recherches complatement
différentes, portant sur le probl2me de Riemann qui peut Etre systématisé
de la mani®re suivante : soient dans le plan de la variables complexe x, n+2
points distincts, @ distance finie, -t ; considérons l'équation

n+2
matricielle d'ordre m :
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dy 2 A
=AY, A= .M_ b= ol les 4, sont des matrices mxm.
i i

On se propose de déterminer les >w en fonction des t, de maniére que le

*
groupe de aauonnaawmﬁ ) ne cesse de coincider avec un groupe donné. Les

bm constituent alors une solution du systéme matriciel d'ordre EMA=+NV t

4y
(k576 Fo, = [Apay]
1
= o
=0
s T

Ce syst2me différentiel se ram@ne pour m=2, n=] aux &quations de Painlevé 5

il admet comme intégrales particulidres des fonctions hypergéométriques

de £,...t_.
1 n

Les &quations de Painlevé ont &té remarquées dans le modile d'Ising
bidimensionnel par Mc Coy et T.T.Wu [36]. Sato, Miwa et Jimbo ont pu rendre
compte de ces propriétés pour le mod&le d'Ising (dans la limite de scaling)
dane le cadre d'un langage mélangeant les notions de fermions libres et
de systémes holonomes, et obtenir de précieuses informations sur les fonc—
tions de corrélations 2 n points [37]. D'autre part, de tr2s nombreuses
relations ont &té trouvEes entre les déformations isospectrales et défor-
mations isomonodromiques, ne serait-ce que la réduction des €quations non

lingaires int&grables bien connues (Sine-Gordonm, KdV, KdV-modifide,...) aux

(*) Pootnote

Une €quation matricielle d'ordre m admet m solutions ﬂWAxv. Lorsque
1'on tourne autour d'une singularité de 1'&quation (telle que 1'unedes £)
on peut s'attendre 3 ce que Mwnuv ne reste pas stable, mais, 1'&quation
Etant linéaire, se transforme en une combinaison lin&aire de m_nxv.....xsﬁuv.
L'effet d'une rotation autour d'une singularité donnéepeut &tre symboligée
par la matrice correspondant 3 la transformation précédente, La composition
des transformations associfes 2 toutes les singularités engendre le groupe

de monodromie.

transcendantes de Painlevé par transformation de self-similarité [43] . Les
liens précis entre déformations isospectrales et isomonodromiques ne sont

pas encore compliétement &claireis : le lecteur pourra cependant se reporter

4 1'article de Flashka et Newell [44]. Les deux problémes de Riemann ont
certaines ressemblances (on pourra se reporter au livre de Plemej [45]). Une
fagon naive pour comprendre ces liens consiste peut-&tre 3 reprendre la démons-—
tration de L. Schlesinger [42]. Cette démonstration repose sur la remarque

que la condition de déformation isomonodromique est équivalente 3 adjoindre

a2 1'8quation linéaire de départ, un ensemble d'équations linéaires

. B.Y

Es 1

° i

La condition de déformation isomonodromique revient & écrire des conditions
de compatibilit@ entre divers systé@mes lin€aires, propriété assez semblable

3 1'existence d'une paire de Lax dans le formalisme isospectral .

En fait, il semble bien que la matrice de monodromie du formalisme
isospectral (qui fait passer de x=-= 3 x=+») joue le méme rdle que les

matrices de monodromie précédemment décrites.

4a) Quanrtum inverse scattering

I1 existe de nombreux mod2les de théorie des champs qui sont compl&tement
intégrables, nous n'en citerons que quelques uns : le modéle de Schrddinger
non linéaire quantique [46], le modéle de Sine-Gordon quantique [4], le
mod&le de Gross-Neveu [47]. Les deux premiers mod@les ont &té largement
étudiés. Il est apparu que non seulement les propriétés caractéristiques
des modéles intégrables classiques survivent & la quantification, mais qu'elles
se simplifient dans bien des cas : une &tude directe du probléme quantique
relatif 3 un mod&le intégrable par la méthode inverse, est plus simple qu'une
approche indirecte, fondée sur la résolution du probléme classique et sa

quantification subs@quente.

Des développements remarquables ont conduit & ce que 1'on appelle main-
tenant la th&orie de la méthode inverse quantique (quantum inverse scattering).

Nous ne saurions donner une vue exhaustive de ce qui constitue une véritable
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théorie : nous conseillons au lecteur de se reporter aux articles suivants :
Two-dimensional Integrables Models in Quantum Field Theory, L.D.Faddeev [2]

ainsi que les ré&férences [4],[48].

Donnons un simple apergu de cette théorie : il est nécessaire de définir
les crochets de Poisson devant redomner les crochets classiques dans la
limite ® + 0, tout en ayant & l'esprit gque l'essentiel est de préserver le
caractére d'intégrabilité de la théorie. Un certain arbitraire existe donc,
cependant dans les cas connus, il est possible de régler les problZmes usuels
de repormalisation et, de surcroit, l'algBbre quantique devient plus simple
que son correspondant classique. Ceci est r@alis& par le passage sur réseau,
en imposant une relation triangle (relation de Yang-Baxter) sur les &l&ments
de la matrice de monodromie. (Nous reviendronms sur la relation triangle par
la suite). Les commutateurs sont fixés par la relation triangle. L'hamiltonien
n'est plus local, (les couplages décroissent exponentiellement avec la dis-
tance entre les champs [49]) mais cela n'a gudre d'importance car il redonne
1'hamiltonien voulu dans la limite du continu. (Cette procédure s'oppose 2
des passages sur réseawminaifs car 1'&volution n'est pas déterminde par une
discrétisation de 1'hamiltonien local, celle-ci donnerait une théorie sur
réseau non intégrable). Dans 1l'exemple du modéle de Sine Gordon les él&ments
de la matrice de monodromie
A(X) B(X) _

T(\) = ﬁ
BTy AT

doivent vérifier la relation triangle

ROGLWITA) 8 T(W)] = [T(u) 8 T(A)] ROLW)

1 0 0 0 |
avec R(A,u) = 0 b c O
0 ¢ b 0
L0 0 0 1
- i siny _ __sh(o-B)
b(A,w) sh(a-B+iy)  ° e(A,w) Thia-Briy)
a = fn A i B =Lnyp 7

On en déduit les relations de commutation

- N_ -
bl d) 5,
AOIBG) = ooy BOOAQ) - —r BDAG)
AIBM) = oy BOAT() - M5 BOAT ()

[A),AQD] = [B(AO),BGW] =0 ...

qui généralisent les relations classiques

2y Ay
2

(a(),a(} =0, {a(),b} = al)bl) =5 ...

AT=p

La relation triangle précédente sert essentiellement & assurer la propriétré

de commutation des traces des matrices de monodromie
[Tr T(X), Tr T(u)] =0 .

Dans le cadre de ce nouveau formalisme on peut également exhiber des paires

de Lax (quantiques). Le lecteur désireux de se ratracher plus etroitement

4 un formalisme lagrangien ou hamiltonien pourra se repcrter & l'article [4]
ainsi qu'a 1'article de P.P.Kulish et E.K.Sklyanin ou, sur l'exemple du

moddle 3 six vertex, on voit simultanément la rtelation triangle, les quantités
en involution qui en découlent, dont 1'hamiltonien du meod&le XXZ, et une paire

de Lax assocife au probléme [50].

De fagon paradoxale on est amené 3 remarquer que, grace au concept de
relation triangle, 1'intégrabilité des th&ories quantiques des champs apparait
presque comme plus simple que celle des champs classiques. Il existe, bien
sir, un pont entre ces théories (approches semi-classiques) et 1'on peut voir
quel est 1'@quivalent semi-classique de la relation triamgle (relation F.B.R.
[48]1). Les mod&les compl&tement intégrables comnnus en thécrie des champs
possédent une propri&té importante : la propriété de factorisation de la
matrice 8. Cette propriété remarquable et simple, bien qu'elle s'identifie
formellement & la relation triangle, est en général peu relide dans la litcé-
rature aux concepts précédents. Par exemple il n'est pas trés facile de
relier une théorie des champs Hﬁnmmnmcww donnée et la matriro © i 4
A un niveau général par contre, de nn! S Ve L

entre la factor? - i d aaskhs 3 =t cxdnt,
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opérent sur les &tats entrant & n particules et d'impulsions données de la

fagon suivante :
n
oznﬂ_...uuv = WM_ nznku_v_...vﬂv

(les particules sont largement séparéas et n'interagissent pas].
On peut &crire une &quation analogue pour les &tats sortants et, les Q

Etant conservés, om obtient, en appelant um....ms

les m particules sor-

tantes, 1'Equation :

m
q.(p!)
jur N

n

mm_ ay(p;) =
L'infinité de ces €quations (N=1,2,...*) contraint 3 avoir n=m, et également
3 ce que l'ensemble ﬁvm...vww s'identifie 3@ 1'ensemble mu_...w=w (tout se
réduit 2 des permutations des n particules). De cette propriété on tire enfin
la propriété& de factorisation de la matrice S en produit de matrice § & deux
corps. En fait 1'existence d'un nombre fini de quantité&s conservées suffit
dana le Hnmmnaumam=n précédent pour démontrer la propriété de factorisation

de la matrice § [51].

4b) Les liens avec les problZmes 3 n corps quantiques

Les th@ories quantiques des champs sont d'autre part reliées 2 des
problémes quantiques unidimensionnels # n corps. Ainsi dans le cas du modéle
de Schridinger non linfaire 1'hamiltonien

2
M= faxp” (x) w.m B)+gd” ()¢ (106 ()¢ ()
X

préservant le nombre de particules, on peut se placer dans le sous-espace
3 N particules, N fix€, ce qui améne 2 Ecrire 1'Equation de Schrddinger

correspondante :

B
- + 2g aﬁx.lw.vg o (x e ,x )
& wxwm i5 i % N *N

= Ay (e )

Le méme type de correspondance (seconde quantification -+ premiZre quantifica-

tion) peut Eire effectué sur les mod&les de Thirring (massif), Gross-Neveu [52],
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conduisant 3 des équations qui, tout comme la précédente, peuvent étre réso-
lues A 1'aide de 1'ansatz de Bethe [53]). Dans le cas du modéle de Thirring

on peut &crire l'hamiltonien sous la forme :
1 3 +
8= ax TH?,_. .w.m T - emv * my (W *igb)
+ +
* mae_sueuepa

nous voyons gue le nombre N de particules 1 et M de particules 2 n'est pas
conservé séparément dans le cas massif, par contre leur somme, elle, est
conservée et 1'eon peut dans ce sous—espace écrire une Equation de Sehrédinger.

Dans le cas non massif on obtient immédiatement 1'équation

3 G
T * B, M m_ &Axsrzsuﬁ

R
-i — + i
ﬁ n=1 wﬂ: m=] m n=] m=

eﬁx_....xz,w_....wzu = yeﬁxm...xz.<_...wzv

(on reconnait 1'8criture en premiZre quantification du =mod&le de Luctinger

avec le potentiel particulier V(x) = &(x) [54]).

Dans le cas du mod2le de Sine-Gordon, la correspondance précédente
disparait, mais il est possible d'associer cependant, 3 la limite non rela-

tiviste de ce modéle, 1'Equation suivante :

S I I
- M —— + 2V(x, -x.,)
2m ey w%wm 2m st wwuw iei’ i 71
M N m
+ ) V(w0 ) n.znh.lmyu
i<t : T D= i
Eﬁx_...xz,w_...wzu = yeﬁx_...xz.<~...zzv
A -4
ol V(x) = et Wix) = —5——
m:mﬁﬁ% x) n:uﬁm.,m.m x)

5) Modeles exacts en mécanique statistique

5a) Les mod&les unidimensionnels
La mécanique statistique offre une grande diversité de modéles intégra-
bles, qu'il s'agisse de modBles sur réseau ou de modéles continus, de modEles

unidimensionnels ou bidimensionnels. La spécifité de la dimension assure
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souvent 1'intégrabilité de nombreux mod&les. On trouvera de bonnes revues

de modéles unidimensionnels inté@grables dans le livre de E.H. Lieb et

D.C. Mattis, Mathematical Physics in One dimension [55], ainsi que dans

le chapitre de C.J. Thompson dans le volume 1 de C. Domb et M.S. Green,

Phase transitions and critical phenomena [56]. Nous ne citerons que 1'exemple,
intéressant de par ses généralisations multidimensionnelles, du gaz coulom-
bien, discret ou continu, 3 une dimension, sur le cercle unité ou sur la

droite réelle [57]. On calcule des quantités du genre

Zn(B) = [...f mu_...aus i mmhn_nwln |
i<j

(dans le cas du cercle unité pour ml_.mvb.wn peut €tre considéré comme la
mesure du volume de certains espaces homogénes : ensembles de matrices
orthogonales, unitaires, symplectiques). Ce calcul est équivalent 3 celui
de la fonction de partition du mod&le d'Ising en présence de champ d'hamil-

tonien :

H= § 0.0, tn|z.~z.| +h o
£5 =4 " &4 kK

5b) Modéles exacts sur réseaux bidimensionnels

Considérons maintenant les mod2les bidimemsionnels en mécanique statis-
tique, et principalement les mod&les sur réseau avec interactions locales
et pour lesquels les spins peuvent prendre un nombre fini de valeurs. Il faut
alors s'intéresser essentiellement 3 deux types de mod&les : les modEles 2
spins et les mod&les A vertex. Dans ces deux catégories on a coutume de dis-
tinguer les mod&les complE8tement intégrables parce que se ramenant 2 des
fermions libres, et les mod&les que l'on peut résoudre du fait de 1'ansatz
de Bethe. Dans cette premi2re catégorie (fermions libres) on trouve des
mod&les d'Ising bidimensionnels sur divers r&seaux, aveec plus ou moins de
constantes de couplage (Onsage: [581, Utiyama [59]), toute une varidté de

modéles de diméres (Green et Hurst [60]). Quelave soit le langayg. ~ilisé

groupe de Clifford [61], fermions [62], Pfaifiens [63], variables de

[64] tout repose sur la nécessiii o uvelil « un certain moment

cxpoit. !
d'une forme quadratique (ce qui revient & dire des fermiony litres;, L'

tence d'un terme quartique (comme cans le modéle a hult vestcox cymetriqes

par exemple) rend inopérante ces =zprroches.

I'me deuxiéme catfgorie est coasiifuée var e

résoudre grdce 3 1'ansatz de Bethe (modéles ferroélectriques, problémes des
trois couleurs, moddles & six et huit verteX symétriques,...}). On pourra

se reporter A la revue de E.H. Lieb et F.Y. Wu [56].

C'est en 1970 que Sutherland s'est apergu [65], pour ces deux catégo-
ries de modEles, de la relation de commutation entre la matrice de cransfert
pour ces modéles bidimensionnels et certains hamiltoniens quantiques associés
3 des modéles unidimensionnels. Ainsi la matrice de transferr du medéle a
six vertex commute-t—elle avec 1'hamiltonien du modéle XXZ (pour leguel
1'ansatz de Bethe s'applique) :

z

H = W ﬁuaowo”+_ + uxqwqw+_ + unauow+_v
Ce n'est que plus tard que l'on a compris que cette propriété érait
la conséquence d'une relation triangle-éteile [66] sur ces modéles. Ceci
indique que les mod2les de fermions libres (bidimensionmels) ne sont qu'un
cas particulier simple de la classe des modiles exacts (admetrant une
relation triangle). Cette inclusion est encore confirmée par le fait que
1'on peut voir la méthode de Gel'fand-Levitan quantigue comme une généra-
lisation de la transformation de Jordan-Wigner [67]. De bomnnes introductions
31 ces problémes sont constitues par les revues de E.H. Lieb et F.Y. Wu [56],

P.W. Kasteleyn [66] et plus récemment R.J. Baxter [68].

le rdle de la relation triangle &toile dans la solubilité exacte des
modeles de mécanique statistique n'a été recomnu qu'assez tard ; la relation
triangle Etoile était cantonnée au rdle de la transformation qu'il faut
adjoindre @ la dualité de Kramers—Wannier dans le cas des réseaux qui ne sont
pas self-duaux (typiquement le mod&le d'Ising sur réseau nid d'abeille) [56] .
M.J. Stephen =t L. Mittag ont donné une solution du mod&le d'Ising en utilisant
la relation triangle &toile bien connue du modéle d'Ising [69), H.J. Hilhorst,
M. Schick et J.M.J. Leeuwen ont, en utilisant uniquement la relatien triangle-
8toile, (dans le cadre d'une procédure de renormalisacion dite "différentielle")
calculd exactement des propriétés critiques du modéle d'Ising bidimensionnel
f70], preuve que la relation triangle-étoile est bien reliée aux propriétés
» T, Baxter et 1.G., Enting ont pu montrer [71] qu'en

“1a pn pouvait calculer complé-
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remarquablement tiré parti de l'existence d'une transformation triangle-&toile
généralisée [72]. Sa solution repose de fagon cruciale sur cette propri&té.

On peut démontrer que cette relation assure automatiquement 1'existence d'ume
famille, dépendant d'un ou plusieurs paramdtres continus, de matrices de
transfert qui commutent. En développant par rapport 2 ces paramétres on
déduit facilement 1'existence d'un nombre infini de grandeurs en invelution
(nombre infini de lois de comservatiom)([73] pour un exposé Elémentaire)l En
fait la recherche de nouveaux mod&les exacts en mécanique statistique se
focalise 3 1'heure actuelle sur la recherche de nouvelles relations triangles.
Une fois obtenue une telle relation, les calculs se déroulent selon un schéma

fixe et bien connu. R.J. Baxter dams la résolution du modéle hard-hexagon &,

avant toute chose, recherché la relation triangle correspondant 3 ce modzle [74].

6) La_correspondance entre mécanique statistigue et théorie des champs

Les correspondances entre mécanique statistique sur réseau et théorie
des champs appellent guelques remarques : il faut distinguer a priori deux
types de correspondances ; d'une part la correspondance "naturelle" qui com-
siste @ voir la théorie des champs comme une limite au continu d'un probléme
de mécanique atatistique lorsque le pas du réseau tend vers zéro. L'exemple
typique est la limite au continu de Luther [76] du mod&le XYZ qui conduit
au modale de Thirring, ces deux problEmes Etant tous deux exactement solubles.
Le fait de comsidérer un réseau régularise le probléme de théorie des champs
et permet d'éviter bon nombre de problémes difficiles de la théorie des champs.
D'autre part, nous avons fait allusion dans le cadre des problémes solubles &
un autre type de correspondance illustr@e par 1'identification formelle entre
1a matrice § & deux corps du mod2le de Sine-Gordon et le vertex du modéle

2 6 vertex symétrique. Considérons le réseau des interactions du mod&le de
Sine-Gordon.

|N.ﬂ|

La particule | interagit avec la particule 2, puis avec la particule 3,
ensuite la particule 2 interagit avec la particule 3... Un tel réseau
s'identifie, pour 1'exemple du mod2le de Sine-Gordon, au réseau d'un

modale 2 6 vertex Z-invariant [77]. Or ce réseau, du fait de la relation
triangle, (Z invariance) (cette dernidre propriété s'identifiant & la pro-
priété de factorisation de la matrice S8) peut se ramener au réseau régulier

du modéle 3 six vertex. Le réseau du mod2le @ six vertex se situe dans
1'espace direct, celui du modéle de Sine-Gordon se situe; lui, dans un espace
abatrait. Le paramétre spectral qui sert 2 uniformiser le modéle 3 six ver-—
tex est un paramdtre abstrait, et il lui correspond le paramétre de rapidité
du modle de Sine—Cordon qui a, lui, une signification physique précise.

Cette derniére correspondance est donc une correspondance abstraite, qui est
gurtout une correspondance entre les structures particuligres, reflétant la
solubilité commune 2 ces deux modéles : la relation triangle et la factori-
sation de la matrice §. Cette correspondance est parfois plus intéressante

que la précédente, (on peut "récupérer" toutes les matrices § calculées dans
la littérature et les interpréter cocmme des fonerions de partition de mod&les
de mécanique statistique plus ou moins compliqués, souvent des mod@les &

"q couleurs") mais par contre elle est, en dimension deux, limitée aux pro-
blames de théorie des champs admettant une propriété de factorisation de la
matrice §. De ce point de vue, la situation est plus intéressante lorsque 1'on
se place sur le versant "mécanique statistique" : on peut Etoujours a priori
considérer un modéle A vertex et rechercher une Eventuelle relation ctriangle ;
gi 1'on y arrive, on a obtenu un nouveau modeéle soluble ; par contre, du point
de vue de la théorie des champs, on aura simplement obtenu une relation de
factorisation d'une matrice § qui ne correspond peut—&tre 3 aucune théorie
des champs, ou bien encore gqui correspond effectivement 3 une théorie des
champs, mais sans savoir préciser laquelle. En dimension trois (ou plus)

il n'y a plus correspondance eatre le vertex du modéle de mécanique statis-
tique et la matrice S 2 deux ou trois corps ; en effet, en dimension deux,

stricto sensu, la matrice S 2 deux corps s'écrivait :

83.1 B¢.ic
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B,,0,(resp. i wwnu étaient les rapidités (resp.les "charges")

on wm.mw. a’tprie

des diverses particules et 1'on oubliait couramment les deux & de Kronecker
portant sur les variables continues § pour ne s'occuper que du seul terme

Ba o nE s
talpiteld - . . ) ) ) )
de mEcanique statistique ; en dimension trois les variables continues (varia-

Awulmdu et c'est ce terme qui s'identifiait au vertex du modéle

bles de Mandelstgm...) interviennent et l'on a plus d'objet ne dépendant que
des charges wb.wu... qui pourrait s'identifier &ventuellement au vertex du
mod&le de mécanique statistique en dimension trois ou plus. L'argument selon
lequel il ne peut y avoir (moyennant des hypothéses assez générales que nous
ne détaillons pas) de factorisation de la matrice S en dimension strictement
supérieure & deux est souvent mis en avant pour mettre en doute la possibilité
d'avoir une solubilité compl&te en dimension supérieure 3 deux. Du fait de
1'absence de correspondance précédemment indiquée, on peut parfaitement ima-
giner un mod&le de mécanique statistique possédant une relation tétrahédre
et dont les moddles de théorie des champs associfs par une limite ou continu
{en supposant qu'elle existe) ne poss@dent pas de propriété de factorisation
de la matrice S ; les matrices $ 2 deux ou trois corps (ou plus) ne semblent
plus &tre, en dimensions sup@rieures ou Egales 3 trois, les objets les plus
simples et les plus intrins@ques pour décrire les propriétés d'int@grabilicé
des modéles., Il est donc clair que les &quations trianglessont une des clefs
de vollte de 1'&tude des différents problémes de la physique mathématique
bidimensionnelle. Nous consacrons toute une note CEA 2 1'étude des relations
triangleset de ses généralisations [78], aussi allons-nous seulement donner
ici, une liste (provisoire et non exhaustive) des mod&les pour -lesquels

existe une relation triangle ou une relation de factorisation de la matrice S

- les mod&les de fermions libres [79][58][59]

- le modéle 3 8 vertex symétrique [72]

- le mod&le 3 19 vertex [80]

- le modéle d'hexagomes durs [74]

- lees mod&les 3 vertex & q couleurs [81]

- la matrice 5 du mod&le O(N) [82]

- la matrice S du modéle 1(N) [83]

-~ la matrice S de la chaine de Toda quantique [84]

- la solution elliptique de Fateyev [85]

!N@l

~ le mod2le de Shabat-Mikhailov quantique [86]

-~ les solutions 3 symétrie s, [87]

- les solutions de Cherednik et leurs généralisations par
H.C. mwnw:mmn. J. Honerkamp et surtout A.A. Belavin [88)[89](90]

-~ les nouvelles solutions 2 symétrie m: de V.V.Bazhanov et Y.G. Stroganov
(une trentaine de solutions) [91]

= @tey ete,us

Nous conseillons au lecreur désireux d'explorer cette "nébuleuse" de lire
1'article de V.V, Bazhanov et Y.G. Stroganov [91], celui de A.A. Belavin [90]
ainsi que l'article de revue de A.B, Zamolodchikov [92]. Il pourra lire
ggalement 1'article de H.C. mnnwsmmﬂ et J. Homerkamp [B9] ainsi que celui

de C.L. Schulcz [81].

7) Les structures en jeu dans les modéles solubles ; la relation triangle

comme concept fondamental peur ces modeéles

En conclusion de cette premidre partie, il nous faut essayer de dégager
les concepts les plus généraux et les plus simples expliquant 1'exacte solu-
bilité des mod&les. Nous avons relié certains des concepts et techniques
intervenant sur ce problZme. Cependant au niveau des structures algébriques
une certaime diversité demeure, ne serait-ce qu'entre les algdbres de Lie
semi-simples (espaces symétriqués, diagrammes de Dynkin...), les alg@bres de
Clifford, ou les algébres de Heisenberg, que 1'on peut rencontrer dans ces
mod&les sclubles. Cette diversité semble le reflet de structures plus générales
correspondant 3 des groupes de Lie de dimension infinie. On commence i recon—
naitre de telles structures dans les probl2mes solubles. Ne disposant pas d'un
recul suffisant par rapport @ ces &tudes qui se développent & 1'heure actuelle
nous allons seulement en citer certains exemples : en utilisant systématique-
ment certaines algdbres de Lie de dimension infinie gén€ralisant les algébres
de Lie semi-simples (algébres de Kac-Moody) Adler et van Moerbeke proposent
[93] une approche de divers systémes complBtement intégrables qui leur permet
d'utiliser 3 la fois les techniques d'algébres de Lie et la description des
flots hamiltoniens 2 1'aide des jacobiennes de courbes alg@briques [93].

Le formalisme des hamiltoniens de Kac-Moecdy apparait comme une véritable
machine 2 fabriquer des intégrales premires, et permet €galement de décrire
les espaces définis par la constance des intégrales premiéres et les flots

jont ile sont pourvus 2 1'aide de jacobienmnes de courbes algébriques [94].



Autre exemple, E. Dote, M. Kashiwara et T. Miwa [95] danz le cadre d'une
théorie de Galois pour les &quations aux dérivées partielles non lingaires
dtudient le groupe de transformation d'Equations telles que KdV, Boussinesq,
Kadomtsev-Petviashvili ..., Ces groupes ne sont plus de dimension finie, mais
sont en l'occurrence des groupes de Lie de dimension infinie ou les groupes
associfs 3 des algdbres de Kac-Moody. Dans la comstruction de la représen-
tation d'une algébre de Lie affine, Lepowsky et Wilson font jouer un réle

ceantral 3 l'opérateur de vertex [96] :

= k] 19 =i
X(p) = exp Am Mumu v exp AIN M T vhv
(j impair positif)

Ils remarquent que cet opérateur de vertex s'identifie complétement 3 la

transformation de Bdcklund infinitésimale pour ces Equations.

Ce méme oprateur de vertex se rencontre également dans la théorie des
modéles duaux oll, récemment, Frenkel et Kac [97] ont pu reconnaitre dans
1'alg2bre de Virasoro des représentations des algébres de Kac-Moody. L'algébre
de Virasoro est une alg2bre que 1'on remcontre dans les mod&les duaux, et qui

est engendrfe par une combinaison de créateurs et d'annihilateurs :

8
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(Un probl2me des modéles duaux est 1'existence d'une dimension critique {(d=26),
nécessaire pour cbtenir 1'éliminstion des &tats non physiques. Une mouvelle
version, tenant compte de ]'anocmalie conforme due 3 Polyakov [98], semble
porter remdde 3 ce probléme, Pour d=26 la dynamique des cordes est celle des
pscillateurs harmoniques libres, par contre pour d< 26, elle est décrite par
une théorie non linfaire intégrable (Liouville quantique bidimensionnelle).
L'extension supersymétrique de cette théorie qui 2 d=3 est &quivalente au
modéle d'Ising tridimensionmel se réduit 2 la thé&orie de Liouville super-
symétrique [99]). Des algibres de Lie graduées se rencontrent encore sur les
équations d'Einstein 3 symétrie axiale [100] et aussi la théorie de Yang-HMills
self-duale [101] .

Enfin ces mémes algébres semblent Etre appelées A jouer un rdle important
dans le cadre de la théorie du quantum inverse scattering [4B] et pourrait
permettre de classifier les théories des champs bidimensionnels intégrables,
En effet le concept de relation triangle qui est véritablement & la base
de la théorie du guantum inverse scattering semble pouvoir s’inscrire dans

le cadre de ces structures algBbrigques de dimensions infinies (algébres des

courants [48]).

Ainsi les mod&les solubles commencent 3 s'intégrer (en dimension deux
pour 1'instant) A 1'intérieur d'une description générale utilisant des notions
aux frontiZres actuelles de la théorie des algdbres de Lie. Cetre description
pourra peut-&tre permettre, 3 moyen ou 3 long terme, d'atteindre des objectifs
ambitieux tels que la classification de tous les problEmes solubles d'un
certain type. Cependant dans 1'@tat actuel, il est aussi nécessaire d'utiliser
une approche moins abstraite basée sur 1'étude de la propriété simple et
fondamentale pour les problémes solubles que constitue 1'existence d'une

relation triangle.

Cette méme propriété remarquée par R.J. Baxter, dans le cadre de
wmécanique statistique englobe, en dimension deux, les concepts de fermions
libres et d'ansatz de Bethe couramment utilisés dans cette discipline. De
plus on peut voir qu'elle s'identifie formellement avec la propriété de fac-
torisation de la matrice §, en dimension deux. On retrouve également cette
méme propriété dans le cadre des problémes 3 n-corps sous le vocable de
relacion de Yang [28), relation qui n'est autre que l'expression de 1'ansatz
de Bethe algébrigue. On peut également signaler que cette méme notion appa-
raft dans le cadre de la théorie des opérateurs d'entrelacement [102] (la
propriété de factorisation des opérateurs d'entrelacement coincide avec la
relation de factorisation de Yang-Baxter). Tl semble enfin que l'on puisse
relier la relation triangle et les transformations de Bécklund [103].

Cette propri&té simple, !'existeunce d'une relation triangle, apparait donc
comme jouant un r8le fondamental dans le cadre des modéles solubles, rdle

qui justifie amplement 1'étude spéecifique de la relation triaungle.



ITI - LES MODELES INTEGRABLES ET LEURS
APPLICATIONS A LA PHYSIQUE

1) Polymorphisme des mod&les intégrables : H_mxmguwm du modéle 3 six vertex

Nous allons essayer de montrer que le nombre, encore trop faible 2a
1'heure actuelle des mod&les intégrables, doit &tre mis en balance avec
la grande variété des formes que peut revétir un méme modéle. Cette variété
gera illustrée sur l'exemple du mod@le A six vertex symétrique et de toute
la circuiterie des modéles &quivalents ou qui lui sont reli&s, ce qui
am@nera 3 poser le problZme de l'universalit& de ce modéle dans le cadre

de la physique bidimensionnelle.

Considérons comme point de départ le modZle bidimersionnel suivant :

3 chaque site i on associe un entier relatif n; o3 le poids de Boltzmann

pour deux sites voisins est

2
W = oK)

De tels modéles peuvent, par exemple, espérer modéliser la transition
rugueuse d'un mod&le d'Ising tridimensionnel (en fait dans une hypoth@se

5.0.8. i.e. solid-on-solid stricte 3 la Miiller-Hartmann-Zittartz [104]

on considérerait plutdt le poids W = mlﬂ._nwl=uﬁu. Lorsqu'on effectue une

dualité 3 partir de ce mod&le, le dual de Z &tant [0,2n[, on passe 3 un

mod&le oll une variable angulaire mw. a remplacé la variable n, et ol le poids

de Boltzmann pour deux sites plus proches voisins est

N ~kn’+i (6, ,40.,)n
W= M e J
n€Z

ot (i',j') est la liaison duale de la liaison (i,j). On reconnait 13 une
fonction B, donc une fonction périodique de période 2mw. Villain a préféré
remplacer ce poids par le poids

1 2
- — (0,,-0.,+2mm., .,)
W= M e 4K i j 1%
EH.._ ' 1EZ

= 3f.=
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forme,la séparation en ondes de spin Amw.umu.v et excitations vortex naw.uu.u
est particuligrement nette. I1 est par ailleurs clair

que ce modéle est semblable au modé&le XY dont le poids est W = mxnnmnmw_lmu_v.

Revenons au modéle de départ parfois appelé "discrete gaussian model’ [105].
Les wvariables n, sont des entiers, mais on peut tout aussi bien les voir comme
des variables téelles, & condition d'insérer des fonctions § afin de préserver
le caracté@re discret :
K ] ?.Hlf.um
z=[ Mdn.T A I aﬂzwuswvv Le W2

k k ﬂme

On peut choisir différentes représentations de la fonctien &. La plus naturelle
utilise la formule de Poisson

[ Shmy = § 2L

n€Z EZ
C'est ce que firent par exemple Chui et Weeks [105]. Le calcul de la fonection
de partition se raméne 3 des intégrales gaussiennes qui,une fois effectuées,

donnent (apr@s transformée de Fourier pour profiter de l'invariance par

translation du modé&le) Z = Z_.Z

G C,

K ] (h;=h.)
ol Nn = [ mur.m <> est la fonction de partition du modéle
k M NeTeal; i

ify + 3 3

gaussien et z, = M 'l
{nkez}

ol :wu est approximativement proportionnel a4 In d(i,j) ol d(i,j) désigne la
distance entre les sites i et j. Autremeént dit Nn est la fonetion de partition
d'un gaz coulombien neutre. D'autre part Chui et Lee [106] ont réalisé 1'équi-
valence entre le modéle de gaz de coulomb bidimensionnel et le modéle de
Luttinger unidimensionnel généralisé pour inclure la diffusion en retour et

d'hamiltonien

H = mw + mr

+ + 2V
;m YF rMm wAm#.m.mr.u1vw.m.vwamv YT W o_C&omTrv

™ r +
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L'hamiltonien H_ est celui de 1'hamiltonien du modZle de Luttinger [54] on

voit mnnwﬁmsmunmnc.MH s'identifie totalement au mod&le de Thirring non massif.
Luther a montré [107a)], que cet hamiltonien Ho+H pouvait se rééerire comme
une nouvelle somme =b+=_ de deux hamiltoniens qui commutent. Le premier
hamiltonien zc corresgpond 3 un nouveau modéle de Luttinger ; le second m_.
est vu comme s'identifiant 3 un mod3le ¥-¥-Z dans ume limite du continu.

En fait, il correspond au modéle de Thirring massif, ou encore au modéle

de Sine-Gordon. Le modéle de Thirring massif est Equivalent au modéle de
Sine ~Gordon comme 1'avait indiqué Coleman [108]. (On retrouve d'ailleurs
les transformations qui permettent de passer des fermions de Thirring aux
bosons de Sine-Gorden dans cette série d'article par Luther, notamment
1'8quation (4) de [107b]). Luther a également précisé le lien entre le
mod&le X-Y-Z et le modéle de Thirring, en montrant qu'il &tait possible,

en faisant une limite au continu du modéle X-¥~Z, d'aboutir au modéle de
Thirring massif [76] (apr@s avoir effectué une transformation de Jordan-—
Wigner, on distingue les sites pairs et impairs qui vont donner naissance
aux deux composantes du champ Thirring E_ et 5» ; on notera l'utilisation

de la transformation canonique by + ﬁmu.

Pour une discussion plus compldte des relations entre les problémes
de fermions unidimensiomnels et la chafne XYZ on pourra se reporter au
chapitre de Luther dans [8]. Cet hamiltonien unidimensionnel XYZ commute,
ainsi que nous 1'avons d€ja mentionné, avec la matrice de transfert du
modZle & huitr vertex symétrique [66], L'expression de la fonction de par-
tition du mod&le 3 six vertex symétrique, un cas particulier du modéle
précédent, s'identifie entiBrement avec celle de la matrice § du modéle
de Sine-Gordon (la matrice S @ deux corps s'identifiant formellement avec
le poids de Boltzmann associé au vertex du mod2le de mécanique statistigque)
{73]1[75]. Le mod2le 2 six vertex symétrique est également &quivalent au
modéle de Potts bidimensionnel 3 la température critique (R,J. Baxter, H.N.V.

Temperley, S.E. Ashley, Proc.Roy.Soc.lLon. A358, 535 (1978)).

Si nous revenons quelque peu en arrilre, au mod&le gaussien discret,

en prenant une autre représentation des fonctions § :
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on réécrit la fonction de partitien :
2

= ) nf-:.vuumw ) sin“mh,
<ij> : K

Y B
Z=lim T(172 M nvw.m

B+

Par une limite au continu, a désignant le pas du réseau dont on prend la
limite a+ 0, on passe a :
2B . 2
- Jdudy {K(Vh) +(3) “sin"h
B
Z = lim [ Dh.e
P T(1/2)
On retrouve une théorie du type Sine-Gordon mais avec une métrique suclidienne
ici. Ces correspondances, ou &quivalences, engendrent des Zgalités entre les
paramétres de ces différents mod8les. Ainsi entre le paramétre [ du modéle
de Sine-Gordon le paramétre g du modéle de Thirring, et le paramétre K du

modéle gaussien discret nous avons les relations :

2

5 - -

T (1 + mv % g =" P 1) s
B

g2 = m . g = m.(bTK-1) .

D'autre part au champ libre ¢ du mod&le de Sine-Gordon on peut associer un

champ dual ¢ [109] défini par

.(_'(
mtenm:c.we

oll £ est le tenseur totalement antisymétrique usuel €01 = 10 * | {cette
oY : - . 4n
transformation de dualité correspond 3 la transformation B -+ qﬂv. Au-deld

des Egalités entre paramétres, il existe de tr&s nombreuses correspondances
entre les opérateurs apparaissant dans ces problémes : nous ne citerons gue
les correspondances suivantes entre les opérateurs des modZles de Sine-Gordon

By (1@

et du modéle de Baxter : sin 5o ¥

2n

R i o o1,

cos m% —+ z»ﬁv:ﬁmu
sin WG.I.GANU,L:V ’

ofl g,y sont les variables ordre et désordre usuelles et 1'indice 1,2 correspond

3 la désignation d'un des deux sous réseaux intervenant dans la formulation
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du modéle de Baxter en terme de modZle i spin. Certaines de ces équivalences
ont plus ou moins &té reprises par Knops [110] dans le cadre du groupe de
renormalisation, en prenant comme point de départ une généralisation suffisam—
ment large du mod&le de Villain :

o) a.ﬂmﬂmﬂs:um;ﬂ J o

2
<ij> 2 %

z= ] [mde,.e
ﬁa..mnw 2

oil ny est la somme des variables de liaisons entourant une plaquette. Lorsque
z=] on retrouve le modéle de Villain strict (dual du mod&le gaussien discret)
et lorsque z=0 nous voyons que, du fait du terme complémentaire, les Em..ﬂ
doivent &tre des différences de variables de sites entilres : o unwlsm.
Ceci permet de définir la variable continue X, = mw+mﬂnw. La fonction de par-
tition s'identifie alors avec celle du modgle gaussien pur. Le groupe de renor—
malisation agissant sur ce mod2le (ou des modéles encore plus généraux ol
1'on a rajouté d'autres termes tels que par exemple des termes d'anisotropie
4 M coe(pB)) réalise le passage continu de ces moddles particuliers les uns
nnnm les autres : ainsi le mod2le XY devient le mod&le gaussien, le modéle
gaussien discret se projette sur le mod&le gaussien. D'autre part, les lignes
critiques de ces mod2les se correspondent : la région de basse température
du modéle XY (K vmn. ligne de Kosterlitz Thouless) est reliBe 3 la ligne
gaussienne de points fixes. Les bornes de ces lignes se correspondent : on
peut voir notamment que Nn. le point nanwp:w du mod&le XY, doit correspondre

a4 la valeur critique du mod&le gaussien K = =R

N/

R(X.) R(K)

Le groupe de renormalisation fournit ainsi la valeur de l'exposant des
fonctions de corrélation du mod&le. Il varie continfiment comme 1= |/4TR(K).
La fonetion R(K) n'est pas connue exactement, pas plus que xn ; cependant
la figure précédente implique que nﬁxnu doit 8tre &gal 3 la valeur connue

pour le mod&le gaussien /7, ce qui conduit & la valeur n. = i/4, qui n'est
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autre que la valeur connue pour le mod&le d'Ising. Lorsqu'on introduit le
modéle de Baxter dans les schémas précédents, on s'apergoit qu'effectivement
les points K_ et R(K,) correspondent Egalement 2 1'extrémité de la Baxter-—
line oll les deux sous-r&seaux d'Ising, constituant le modéle, découplent.
Cependant ce point particulier correspond &galement, au travers de toutes
les correspondances précédentes, aux points mmnb: ou g=0 pour lesquels il
est bien connu que les modéles de Sine-Gordon et de Thirring deviennent des
théories libres. Ce type d'approche utilisant le groupe de renormalisation
appliqué 2 des modéles de Villain généralisés ou, ce qui revient au méme,

3 des modéles de gaz coulombiens bidimensionnels, eux aussi généralisés, a
été repris par de nombreux auteurs. Kadanoff a notamment montré [111] qu'en
considérant des gaz coulombiens faisant intervenir deux types de charges

{Electriques, magnétiques) on pouvait rendre compte d'une physique extrémement

large.

A 1'appul de cette réduction de nombreux modéles & des gaz classiques
neutres de particules en interaction avec un potentiel logarithmique, le
lecteur pourra se reporter aussi aux articles de S5.A. Bulgadaev [112] et
5.G. Rajeev [113] . Considérons le modéle décrit par la grande fonction

de partition suilvante :

z®) = | gr I
a

X,
od H, = - M 0,0. fa [-—2L|, et J' désigne la somme sur toutes les confi-

N
i<j
gurations contraintes par la conditien de neutralité M a; = 0. (On reconnait
i
la version continue du mod&le d'Ising 2 interaction avec un potentiel loga-
rithmique qui &tait reliée au modiéle de Sine-Gordon). Ce mod&le présente
les propriétés physiques déji mentionnées suivantes : une transition au point

By =2,00 le modéle se réduit 3 un modéle de fermion libre, pour lequel la
théorie acquiert une invariance conforme supplémentaire, et d partir duquel
on voit apparaitre la formation de paires neutres. On note au passage la
grande analogie entre la fonction de partition et les amplitudes intervenant

dans les mod&@les duaux [114].

Rajeev a montré [113] que la gravité gquantique euclidienne(avec une

sonstante cosmologique nulle) en deux dimensions est équivalente au modéle
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vﬂmnmnmanﬁuw. Ceci lui permet de ramener la gravité quantique & deux dimensions
24 des modZles intégrables comme Sine-Gordom ou Thirring et, par exemple,
d'obtenir la matrice S correspondante. On peut voir dans cet article coexister
des descriptions et des résultats provenant de la description de Kosterlitz-—
Thouless (pour les fonctions de corrflation), des plasmas, et du modéle de
Sine-Gorden (par exemple pour les &tats ligs m o= 2m sin MWV. Comme dans tous
les modéles figurant dans ce paragraphe, et dont nous avons souligné les liemns,
la physique de ce mod2le est domine par la topologie et la théorie des per-

turbations apparait difficile 2 mettre en oeuvre.

Pour mettre un point final 3 ce réseau d'&quivalences, ou simplement de
rvelations allant par exemple du modéle XY bidimensionnel classique au modéle
de Potts 3 la température critique, signalons les &quivalences entre un
mod2le de spin clasgique 2 gymétrie O(n) d'hamiltonien M pnn_+.xmw.muu

<ijy>
et le mod2le 2 six vertex ou encore certains mod&les SOS ou de Potts

bidimensionnels [115].

2) Revue non exhaustive des applications des mod2les intégrables en physig

2a) Quelgues exemples

Dans quels domaines de la physique peut-on rencontrer de tels problémes
dits complétement intégrables 7 En fait nous alloms voir gqu'ils intervienment
dans presque tous les domaines de la physique : les ondes dans les fluides,
les plasmas, la physique du solide (effet Kondo, effet Josephson), la physigue
des partieules, le mouvement de golide rigide... Nous allons le montrer en
#tablisoant une liste (non exhaustive) de problemes correspondant 3 divers

domaines de la physique.

L'équation KdV décrit tout systéme d'onde plane faiblement non linéaire
et faiblement dispersif. Dans 1'onde solitaire la non-linéarité uu est
justement contre~balanc&e par la dispersion e Une telle Equation gouverne,
par exemple, les ondes dans les canaux de largeur suffisante. (C'est la
fameuse découverte de Russel en 1834). De méme 1'Equation de Boussinesq
ﬂuulﬁnnnlﬁnenvxx+_\peuxnku peut prétendre modéli: ir des ondes de bas fonds

{dans des canaux par exemple) [116], ou des ondes dans les plasmas.

'
{ umn passant par une expression intermédiaire due 2 Polyakov [98] qui fait
intervenir le mod2le de Liouville

[ Do.exp Ana f ﬁ wj (36)2 + p2e? g Frm % " rw.m.&,v

L'Eéquation de Sine-Gordon Uy
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:nnumwﬂ u, elle, apparait en physique dans la
théorie des dislocations dans les cristaux [117]. Elle décrit la propagation
des fluxons dans les jonctions Josephson [118], ou la propagation de pulses
optigues courts résonnants [3], le phénoméne de la superradiance [119], les
ondes de densité de charge [120). L'é&quation de Schrddinger non linéaire
w:n+czx+wc_c_w =0 gouverne 1'évolution de toute onde presque momochromatigue
faiblement nonlindaire mais fortement dispersive, comme par exemple 1'&volu-
tion d'ondes en eaux profondes, la propagation des pulses de chaleur dans

un solide [121], les ondes de Langmuir dans les plasmas [122] ; elle est égale-

ment relide 3 1'équation de Ginzburg-Landau en superconductivité [123].

Une quation aux différence, comme 1'8quation d'Hirota [124], s'applique

aux filtres €lectriques non linéaires :

2
D -
M Hom:é:?: = <n+23 mqu?fc:-

_ﬁnv :
La chafne continue de spin d'Heisenberg dont 1'équation est (£quation de

Landau-Lifshicz) [125] :

§ %A% _+8ad

t KX =]

s'applique, & la limite des grandes longueurs d'onde, 3 des ferromagnétiques
idéalis€s, traités par soucis de simplification comme des vecteurs classiques.
Cette dquatiom, en 1'absence du champ magnétique ﬂo. peut Etre mise en corres-
pondance avec 1'Bquarion de Schrédinger non linaire (tramsformation de jauge).
Da fagon générale, les plasmas sous champs magnétiques externes sont des
milieux trés particuliers qui présentent de nombreuses formes d'escillations
dont les amplitudes atteignent facilement un niveau tel, que les effets non
linéaires sont du méme ordre,ou prévalent,dans la compétition avec les effers
dispersife ; on peut ainsi retrouver les Equatiens KdV, KdV modifiées et

Schrédinger non linéaire cubique,

2
L.'Equation u +wm_nml_c_ H:+w:mﬂo intervient en théorie des plasmas
xK
at dans les interactions de radiations avec les plasmas [126]. La connection
de cette équation avec les &quations de turbulence de Langmuir a &té effectuée

par Zakharov [127].

I1 faut également mentionner l'application de ces notions d'int&grabilité

aux probl2mes de mécanique (mouvement de solides... [128]) et surtcut aux
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problémes de relativité générale : 11 a Eté trouvé une transformation de
Bidcklund pour 1'&quation de Ernst Awmhmv.ﬂmmnﬁﬁmvm intervenant en relativité
générale pour les ehamps 3 symétrie axiale) [129]. Une paire de Lax a éga~

lement £té obtenue pour cette méme gquation [130].

Si nous quittons maintenant le domaine des &quations non lindaires, on
ne s'&tonnera pas que les probl&mes compl2tement intEgrables trouvent de
nombreuses applications dans une discipline riche en problémes 3 n corps,
la physique des solides : la thermodynamique du modéle d'échange s—-d avec
des impuret@s arbitraires (probl&me Kondo) a pu par exemple &tre résolue [131]
grice & 1l'ansatz de Bethe ; 1'hamiltonien de ce probléme s'Ecrit :

+ + =

By ™ 7 mx.nxa nxa+bu ¥ ¢ g

C.. 48
X,0=t1 %oxlo,at X9 ao' 'a'

(ce modéle décrit la diffusion d'un &lectron par un moment magnétique localisé
S=1/2). Plus précisément c'est la généralisation de Sutherland de 1'ansatz

de Bethe oll 1'on a pas un jeu d'impulsion w_...rs qui intervient,mais un
ensemble de tels jeux [132],qui est ici en cause. Un des intérét de ce calcul
exact sur l'effet Kondo est, entre autres, de permettre 1'accession 3 des
régions difficilement accessibles & la théorie des perturbations, telle que

la région H AHN (température de Kondo ; H est le champ magnétique) ; notamment
en ce qui concerne la susceptibilit@ magnétique une expression exacte peut

€tre donnée ce qui permet d'&valuer celle-ci dans la région H << HN [131].

Un autre mod&le important en Physique des Solides est le mod&le de
Peierls (parfois appel& modéle de Fridhlich). Un cas particulier de ce modéle
s'avére 8tre un mod2le complétement intégrable [133]. Ce mod&le est relié
& divers probl2mes comme la transition commensurable - incommensurable, les
ondes de densité de charge [134] , les transitions métal-isolant, le modéle
de Frenkel-Kontorowa, le mod&le ANNI [135], Une perturbation & partir du
modZle de Peierls exactement inté@grable, résolue par Dzyaloshinsky et al [136],
montre 1'apparition des deux régimes : stochastique et escalier du diable,
Dans le cas complétement intégrable,on remarque 1'absence d'accrochage
(pinning). Une généralisation de ce probidme de Peierls-Frohlich est lige
a4 1'&quation Kdv [137].

I1 semble de fagon générale que les modéles intégrables,d un nombre fini
de gap,puissent jouer un rdle important dans tous les problémes d'électrons
dans les solides [137][138]. Toujours dans le cadre de 1'intérét des modéles

intégrables pour la Physique, revenons au 'circuit" de correspondance entre

différents modéles et le modéle de Sine-Gordon (mod&les rugueux, gaz de
coulomb, mod&le XY bidimensionnel, classique, modéle de Luttinger, Sine-
Cordon,...). Sur cette "circuiterie" 1'interfertilisation entre ces diffé-
rents modéles est particuliérement évidente, et ce, surteut au niveau de
ia physique profonde de ces mod&les : ainsi se coerrespondent, par exemple,
les solitons de Sine-Gordon et les magnons du modzle XYZ, le mécanisme

de Higgs et le mécanisme de formation de paires de Cooper (B.C.S) ou de
paires de vortex (XY). Nous conseillons au lecteur désireux d'approfondir

toutes ces questions de lire les trois articles suivants :
1) Quantum Solitons in Statistical Physics par A.H. Luther 18]

2) Uses of Solid State Analogies in Elementary Particle Theory par P.W.

Andersen [139]
3) Solitons in Condensed Matter Physics par R. Bishop [40].

Nous noteronms i ce niveau le fait singulier de 1l'apparition des modéles
intégrables comme prototypes pour de nombreuses classes de problémes dans

les sciences physiques.

2b) Un point de vue général

Au-deld de ces exemples ponctuels, on peut essayer de dégager de fagon
plus générale 1'intérét pour la physique de ces problémes intégrables. La
physique consiste souvent A penser et 3 calculer en terme de milieux homogEnes,
de développements, de modes normaux, d'excitations indépendantes ou faiblement
couplées, le tout trés souvent dans un cadre de techniques de champ moyen
(milieu effectif...) . S'écartant de cette physique dominante deux directioms
sont apparues : les &tudes sur les milieux inhomogénes aléatoires, et les
&tudes sur les problémes et effets non linéaires au sens large. On peut par
exemple parler du concept de frustration {(forces en compétition). Ce concept
a un trds large spectre d'application et conjugué 2 des idées topologiques,

il forme une des pierres angulaires de beaucoup de physiquesnon linéaires.

De nombreux autres problZmes de physique exhibent des interactions en compé-
tition et ne peuvent pas toujours venir 3 bout de cette frustration de

fagon optimale en adoptant des solutions homogénes, mais dans certains cas
en &tablissant des distorsions importantes (solitons, discommensurations...).
Citons comme exemple 1'@pitaxie ol deux périodicités s'affrontent, les ondes
de densité de charge ol des distorsions de charge €lectronique proviennent

de leur périodicité incommensurable avec la périodicité du réseau sous-jacent.
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Une des objections qui peut &tre faite & ces idées consiste 2 remarquer
qu'aprs tout, dans une situation typique de matidre condensée, la tempéra-
ture du syst@me peut &tre si baese comparée 3 1'énergie d'activation pour
la cration d'un soliton queisi ils sont en trés petit nombre, le systéme
pourra 2tre décrit par des excitations du type phonons et les solitons ne
contribueront certainement que pour une fraction infime de toute propriété
macroscopique du ayet@me. Une telle objection serait définitive s'il
n'existait - des situations ol les solitons (ou assimilés), bien gu'en
petit nombre, soient les seules sources d'un effet particulier. En ne

citant qu'un seul exemple [141] dans les ré@seaux non linéaires 1'Energie

est essentiellement transporrée par les solitons : ils jouent um réle impor-
tant dans la conduction de la chaleur dans les réseaux non linéaires désor—
donnés. Ceci est un phénoméne assez général : dans un processus de diffusion
il est préférable pour le syst@me de transporter la grandeur extensive en
question (torsion, charge topologique etc...) 3 1'aide de ces "solitons".

Un point de vue raisonnable consiste 3 s'intéresser aux problémes compldte-
ment intégrables pour y exhiber des sffets spécifiques er nouveaux, cette
démarche Etant conduite sur les syst@mes complétement intégrables au sens
atrict pour lesquels les effets précédents seront purs. Evidemment les pro-
priétés idéales sont toujours mélangdes jusqu'3a un certain degré i des per-
turbations physiques dans les cas réesls, cependant ils fourniront

un point de départ pour une phénoménologie des configurations plus rdalistes
que ce que 1l'on peut obtenir par une théorie des perturbations conventionnelles
(des solutions de type soliton ne peuvent &tre atteintes par des traitements

perturbatifs d'ordre fini),
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IV - CONCLUSION

Nous avons cherché, en nous appuyant pour ce faire, sur un nombre
suffisant d'exemples (parmi les plus simples) 2 montrer la remarquable
diversité des modéles exactement solubles {ou rattachés 3 ceux-ci) et
des idées et conmcepts qui leurssont agsociés. Ils intervienment dans tous
les domaines de la Physique et utilisent au passage les ressources des
rechniques mathématiques les plus diverses ; nous avons essayé de relier
ces différencs langages at techniques entre eux, Si il semble que ces
problémes s'inscrivent dans un cadre général que 1'on qualifiera, pour
simplifier, d'algébres de Lie (notamment les notions d'algébres de
Kac—Moody qui généralisent les notions d'algdbre de
Lie semi-simples) nhous avons de fagon plus spécifique souligné
le réle fondamental joué par une propriécé locale trés simple et que 1'en
retrouve dans tous ces problémes de facon plus ou moins explicite : la
relation triangle. Cette relation simple permet de rendre compte, avec
infiniment plus de souplesse que d'autres techniques, de la solubilité
de 1a plupart des mod2les existant @ 1'heure actuelle. Ceci justifie
1'8rude spécifique de cette relation. Nous avons montré un éventail d'appli-
cations des mod2les intégrables en physique, et avons discuté de 1'int&rét
de ces mod8les pour la Physique, notamment la Physique des Solides. Nous
avons indiqué, en prenant 1'exemple du mod2le de Sine-Gorden, comment un
modele intégrable pouvait,par le jeu d'Equivalence entre modiles, Etre
retrouvé dans une grande variété de preblémes de physique fort éloignés
les uns des autres a priori. Ainsi le nombre, jugé trop faible aux yeux
de certains, des mod@les intéprables n'est sans doute pas 1'indice d'un
caract®re pathologique, qui rendrait leur Etude académique, mais au con—
traire 1'indice d‘'une certaine universalité. Ces modéles ont le mérite de
présenter des effets physiques originaux purs (solitons, lois de conserva-
tion, effets non linaires particuliers...). On peut penser que ces théories
intégrables pourraient remplacer le rSle joué par les théories libres en
théories des champs. La théorie des champs est toujours une perturbatior
théories asymptotiquement libres : les mod&les inté@er~"’ . .. L

le rble fondamental joud par 1l'oscillate . Lurmonigque, oo o ded o e
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Les mod2les compliétement int8grables permettent des axes de recherches trés
différents : un des axes consiste 2 élargir le champ des équivalences entre
modéles, ainsi qu'entre les effets physiques particuliers qui y apparaissent
(mécanisme de Higgs <+ paires de Cooper) ; il faut sussi clarifier les cor-
respondances entre les différents concepts et formalismes qui interviennment
(les liens entre théories de déformations isospectrales et isomoncdromiques
sont loin d'étre clairs), Un des autres axes consisterait & £cablir des
classifications exhaustives de certains types de mod&les intégrables j il
semble que des concepts tels que ceux d'algdbre de Kac=Moody [142] puissent
peut-Etre permettre d'atteindre cet objectif [48]. Un objectif moins ambi-
tieux, meis aux conséquences plus immédiates, consiste 3 &largir le nombre
de mod2les int&grables. Nous pensons que l'approche la plus efficace consiste
& Etudier les relations triangles et leurs généralisations multidimensionnelles

et 2 se concentrer sur la recherche de nouvelles relations de ce type.

lbwt

APPENDICE

Compte tenu du fait que l'on sait que les dquations K4V et KdV modifiées
se réduisent, lorsqu'on effectue une transformation de self-similarité, 2
une &quation de Painlevé (type II) [43] et qu'il est vraisemblable que cette
méme transformation de self-similarité conduit, pour les KdV d'ordre supérieur,
2 des équations A points critiques fixes (comme les Equations de Painlevé
mais d'ordre supérisur), on peut se demander si ces mémes idées d'algébre
d'opérateurs qui commutent avec un opérateur donné, et de récurrences,
s'appliquent & cette nouvelle hiérarchie d'&quations non lindaires. On véri-
fie en fait immédiatement que la transformation de self-similarité revient

a fcrire pour 1'Eguation KdV modifiée d'ordre n,

- i ~2fx
y = (at) _\n.:nuu , at pour 1'équation KAV d'ordve n, u = (at) / Jw(z)
a3
o = (at) TR (2)
n n
ol £ = xnﬁnvl_\n , &t est une constante arbitraire et r est un entier 1ié a n
par la relation r = 2n+l.
La relation entre u et ¥ devient
2 ; a ] .
=n' 19 déri E t ot
W n'+ n°, les dérivées partielles e et o deviennen
9 g = s A - “Mr B ) p est un poids qui vaut
T (o) L [ptz Tz et & (at) + 3y OU pestu poids g
2 pour KdV et | pour KdV modifié.

Compte tenu de ces changements de variables les équations KdV et Kdv

modififes deviennent respectivement @

- gy (wra') = By 0
o . £ )
= et (n#2n') = (2 [ de.n-B, ] @)
z
" usm# z.one2n, [ m=1_nu|m51_ = Constante.

Donnons les exemples de 1'ordre | et de l'ordre 2 :
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wig

n=] *

(2) est &quivalent & (1) lorsqu'on effectue le changement de variable w=n'+n
3 la solution dégfnérée w= - M % prés.

wlR

2

(3) 2

(2urrzn ')~
a2 *
(4)

+ 1 Oty

wiR

5

wig

(2") est Equivalente 3 1'Bquation (!") auquelle on rajoute la solution

M+.P z = Cste

1
"' =3 0

On reccnnait dans cette derni2re Equation une &quation de Painlevé du type (I).

De fagon générale A tout ordre n,1'&quation (2) est &quivalente & 1'équation
(1) auquelle on associe les solutio S L insi i

; . ; ions mmlH e IT N Ainsl les idées
d'algdbre d’opérateurs qui commutent avec un opérateur donné et de récurrences
a'appliquent-elles & cette hifrarchie d'&quarions diffrentielles 3 points

critiques fixes,

(Qwrzw ') + 6uww'-w" = 0 ("

N:+msuls: = Cate 2"

+20w W' =30w 'w" = 0 (1"

Zn—-n +_03N:=.+~o:,m3:m: = Cste 2"
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