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INTRODUCTION

L'objet de cette note est de soulipgner certainsg problémes lids aux
systémes complétement intégrables et,de facon plus précise, d'étudier les
problémes associés & la relation triangle-étoile et ses généralisations.

I1 a été souligné, dans de précédents articles h_u ﬁuu ﬁuu.nam la complé-
te intégrabilité des problémes de mécanigue statistique, de théorie des
champs (ou d'autres domaines) pouvait 8tre comprise comme ayant & son ori-
gine des relations lecales simples dites relation de Yang Baxter (relation
triangle—-étoile ﬁbu. relation de Yang ﬁuu. relation de factorisation de la
matrice § ﬁmuv. Nous ne reviendrons pas sur le garactére scontraignant
de ces relations, nctamment sur le développement de leurs conséquences {(nom—
bre infini de lois de conservation, famille de matrices de transfert qui com-
mutent...). Il y a un intérdt considérable 3 trouver des mod2les véritable—
ment tridimensionnels ou multidimensionnels,qui admettent une propriété
généralisant la relation triangle-étoile (relation tétra &dre). Ceci nous
aménera,dans le paragraphe II, 3 discuter de la possibilité de donner uns
définition précise,et non ambiglie,de la notion de dimensionnalité d'un modéle
et,dans le paragraphe III,nous étudierons ce que signifie dans la pratique,
"rechercher” une nouvelle relation triangle-étoile ou tétra ddre, quelles
sont les difficultés rencontrées pour établir de telles nouvelles relations,
et comment on peut espérer les surmonter. Nous proposerons notamment dans
le paragraphe IV certaines sclutions simplifiant parfois la recherche pré-

cédente.

Mais tout d'aberd dans le premier paragraphe, en guise de mise au point,

nous allons sur des exemples particuliers, expliciter les trois points suivants :

i) Un des intérBts majeur des relations que nous étudicns réside dams
leur caractére local (donc simple), qui néanmoins entraine des conséquences

globales importantes. Nous réfléchirons sur cette restriction de "localité”.



ii) La relation triangle apparait comme ayant presque toujours dans son
sillage la relation dite "d'inverse" (unitarité en théorie des champs) (la
réciproque par contre ne semble pas automatique ﬁdu ﬁmuv. Nous regarderons
dans quelle mesure la relation triangle implique la relation d'inverse.

ii) Nous avons présent& une opposition [9] entre modéles & spin et modéles

[N

a vertex ; nous essayerons de préciser cette opposition en nous aidant de

1'exemple du modéle d'hexagone dur.

I - MISE AU

POINT ; RAPPELS

a) LA NOTION DE LOCALITE D'UN MODELE

A coté du modéle d'Ising il arrive gue l'on considére un modéle en ﬁb
sur réseau &galement, pour lequel on n'imposze plus au spin 5, de valoir
rigoureusement +1 ou -1, mais ol simplement on favorise ces valeurs grice au
poids de Boltzmann suivant : e

ce modéle, nous allons considérer un modale trés voisin, ol les spins vau-

dront +1 plus

= 2132
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de partition sera :
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ol ﬂﬂmmmwmam le produit sur tous les couples de sites <ij> plus preches voi-

sins et ol I désigne la somme sur toutes les configurations de spins o, et

kit mmw les intégrales sur
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fonction de partition peut 8tre réécrite :

ot C. = L J,..0. est la soume

sur tout les sites plus proches voisins de 1.

11 est possible d'effectuer ces intégrables gaussiennes, et 1'on obtient

{a}

+ & C.C .U(jm)
. im
i j.m

ol V est une constante,et U(jm) correspond & un potentiel coulombien

U(Gm) ~ In d(j,m) lorsque d{j,m),qui désigne la distance est le site j et

m, est suffisamment grand. (Le lecteur désireux de détailler ce calecul pourra

se Teporter a

1'appendice de l'article de Chui et Weeks ﬁwua.

(d'ol le terme en &pu. A la place de

gaussien” 2 partir de ce spin d'Ising ; la fonction

les variables réelles mm allant de == 3 #+=. La



On voit donec apparaitre entre les seuls spins restant {(les spins
d'Ising &wv une interaction a longue portée (coulombienne de surcroit) alors
gu'initialement nous n'avioms que des interactions entre plus proches voi-
sins done locales au sens le plus strict. (Remarquoms au passage que 1'appa—
rition d'interactions coulombiennes est finalement un phénoméne assez banal
lié & la spécificité de la macrice d'adjacence entre plus proches volsins).
Nous sommes passés d'un modéle avec interactions locales entre plus proches
voisins,mais avec des fluctuations gaussiennes autour de spins d'lsing,a un
modéle avec des interactions 3 longue portée entre des spins d'Ising. La
notion de localité n'est donc pas une notion absolue ; mous parlerons de rela-
tions locales simples impliquant des contraintes sur des objets & caractére
global (matrice de transfert, fonction de partition...) : il peut se faire
qu'au travers de correspondances analogues aux précédentes, ce qui était ume
relation locale simple devienne une propriété non locale complexe. Nous avons
pris le parti de nous intéresser,et de nous restreindre,aux relations loca-

les simpies telles que la relation triangle et ses généralisations.

b) RELATION TRIANGLE ET RELATION D'INVERSE

On constate,dans la plupart des exemples de modéles complétement inté-
grables connus,que l'on obtient automatiquement dans le siilage de la rela-
tion triangle une autre rvelation beaucoup plus simple, la relation dite
d'inverse (unitarité en théorie des champs). M. Gaudin [8] avait résumé cette
constatation en disant que ces deux relatrions réalisaient une représentation
isomorphe & la représentation régulidre du groupe des permutations j en

effet pour certains objets trés proches des matrices S & deux corps, les

opérateurs Y de Yapg qui s'écrivent

i TR
yH o= i , ou P, désigne la transposition entre 1 et mw, on
lm 1% Im
ij

jlegik pi5 o oij pik gk

Yy3 Y42 23 Y12 Y23

Yia Ya3

Cette derniére équation se raméne a l'équation :
_.Hm: - x.c.u_ _Hmmu - KL _”m_w - NE.H_ -

r = = =

(P23 = %551 [Pz = %] [P23 = %3]

qui conduit encore a la relation

%ie Big " Rae Bk T % Xk
ol encore . S R I
e Ry M
ce qui revient & dire que MPI est une différence de la forme wp - WE.
im

A l'appui de cette interprétation on constate également, sur la plupart
des exemples de modéles a vertex, (ou des matrices S & deux corps) que, pour
une valeur particuliére du paramétre spectral,la matrice associée au vertex

(ou 1a matrice S & deux corps) s'identifie avec 1'opérateur de transposition

P

15 de deux éléments i et j.
Placons—nous dans le cadre des hypothéses restrictives suivantey :

nous considérons um modéle & vertex pour lequel nous avons une relation trian-

gle et la propriété précédente d'identification de la matrice associés au

vertex avec la transposition mwu pour une valeur particuliére du paramétre

spectral ; dans quelle mesure pouvens-ncus conclure qu'il existe une rela-

tion d'inverse qui soit conséquence des hypothéses précédentes 7

Nous conviendrons de symboliser les hypothiéses précédentes géométrique-

ment

I




La derniére figure signifie que i doit s'identifier & k et j & 1 sinon
la configuration est interdite (poids nul} ; autrement dit nouas avons
(i,j) » (&,1) = (j,i} (rransposition wmuv. Considérons maintenant la rela-
tion triangle ol nous avens pris pour I'un des trois vertex la valeur parti-
culiére du paramdétre gpectral pour laquelle on obtient la transpositiom ;

nous avens géométriquement :

(] m m

—
=

J ®

autrement dit uous avons i = n et k = 1. C'est~a-dire

L
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ofi le trait ondulé liant j & m désigne une fonction dépendant de j et de m,

et non plus un & de Kronecker comme précédemment.

Ces deux relations devant Btre compatibles nous avons les égalifés :

k\ /L i A k ’ : J
.,WMH. wv N . !

Cette derniére relation n'est autre que la relation d'inverse. Ce
raisonnement simple éclaire le fair que la relation triangle s'accompagne
trés souvent de la relation d'inverse. Cependant nous nous sommes placés
dans le cadre d'hypothéses trés restrictives (modéle 3 vertex, existence
d'une relation triangle, transpoaition correspondant i une valeur particu-
liére du paramétre spectral). Ce ne semble pas &tre le cas en général : nous
avons dans plusieurs articles ﬁ_u ﬁmu indiqué la possibilité d'avoir une
relation d'inverse sans pour autant disposer d'une relation triangle (ou toute
autre généralisation de celle-c¢i), notamment, par exemple, sur les modéles de
Potts bidimensionnels ou d'Ising tridimensionnels. Le pendant de cetre situa-
tion consiste 3 aveir une relation triangle et (apparemment) pas de relation
d'inverse. Nous allons illustrer cette situation sur 1'exemple du modéle
gaussien. Nous considérons deux modéles gaussiens avec interactions entcre

plus proches voisins sur deux réseaux carrés découplés identiques :

Ky

il R Ky K,

Nous pouvons maintenant raisonner sur le poids de Boltzmann associé au

carré (ijkl) :

+ KIS B = nﬁmw+mmy - ﬂ.ﬁmm+m~v
1%3%1 ik K71

W;mmmr
e

§.) =
Le modéle gaussien admet une relation triangle-étoile

5 %

(K0 _ (Ky.r) Ky

:Am.-u nXN.q”
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dent la traduction analytique est
) 2.2 .2 2
+ mAmew+NNmm+Hmm_u wﬁw_+mm+muu 3rs
ds . e
=00 - 1 o [ T -..MMN
. mrmmmwu + ﬁmm“mw * mww_mm r nmm+mm+muv

En superposant tgte-b8che deux telles relations nous obtenons :

que nous pouvons symboliser en utilisant les poids de Boltzmann ﬂw que nous

avons introduits plus haut :

Considérons la figure suivante qui consiste a accoler les deux "matri-

ces” de transfert engendrées respectivement par z_ et SN et & accoler égale-

ment un unique poids zu 2

W, I W W

Utilisant 1la relation triangle précédente nous obtenons la suite d'é-

galités entre les figures suivantes :

En itéranc ces égalités, on aboutit en définitive 4 la figure suivante :

5:: wow,

3 xm Em zm Em

A la limite thermodynamique si 1'on néglige le terme Wy nous
avons une notion de famille de matrices de transfert qui commutent
{1la terminologie de matrice de transfert n'est peut-&tre pas tr@s apro-
pride puisque les indices appartiennent & !zu ; nous avons pat ailleurs,dans
une autre note ﬁmu.wﬁmmnﬁm l'absgence de relation d'inverse simple pour
ce modéle. Nous voyons que l'existence d'une de ces deux notiona (relation

d'inverse et relation triangle) n'implique pas nécessairement 1'existence

de 1'autre. Nous constatons d'autre part que la notion de compléte intégra-

bilité est surtout lide & 1'existence de la relation triangle.

©) DISTINCTION ENTRE MODELES A VERTEX ET MODELES A SPIN

Nous avons été amenés 4 distinguer ﬁ#u [9] 1es modeles & vertex,on des
fleches (éléments de uwv (ou bien des éléments d'un groupe plus général)
sont attribuées a chaque liaison, et ol un poids de Boltzmann est associé a
chague configuration de liaison autour d'un vertex, avec d'éventuelles inter-
dictions pour certaines configurations (régle de la glace...), et d'autre part

les modéles & spin ol des éléments d'un certain groupe ANN. z

b ..) sont asso-
ciés & chaque site (vertex) et non plus chaque liaison, et ol les poids de

Beltzmann sont associés a un ensemble de ces vertex {liaisons, interaction A

quatre spins...). Un modéle comme le modile & huit vertex symétrique, peut

soit Btre vu comme un modéle & vertex, soit,en utilisant la correspondance

de Kadanoff et Wegner h_cu. 8tre vu comme un modtle 3 spin. Aussi nous allons
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essayer d'éclairer cette différence en nous appuyant sur 1'exemple du mo-

dtle d'hexagone dur résolu par R.J. Baxter m_du.

Il faut,au départ,considérer un réseau triangulaire ol 1'on place éven-
tuellement,en chaque site du réseau, un atome (présent ou absent en chaque
site,auquel on associe donc une variable ¢ = 0 ou 1) tel que son rayon inter~
dise d'avoir de tels atomes présents sur des sites plus proches voisins :
chaque atome présent en un site du réseau engendre donc un hexagone d'exclu-

sien

A chague atome est associée une fugacité p. Pour résoudre ce modéle

R.J. Baxter a cherché 3 &crire une relation triangle ; cependant le modéle

tel qu'il a &té défini précédemment ne semble pas présenter de relation

triangle : il & donc été conduit a plonger ce moddle dans un modéle plus

vaste qui admette, lui, une relation triangle. Considérons un réseau carré

avec le poids de Beltzmannsuivant associé 2 tout carré élémentaire :

a b a+b+etd
4 olLactbd  -arbc+d

|4

W{a,b,c,d) = m &

so0uUs réserve que ab = be = cd = da = Q

(a,b,c,d valent 0 ou 1)
W(a,b,c,d) = 0 sinom.

Lorsque l'cn reconstitue le résesu carré 3 partir de ce motif élémen—

taire, on constate que chaque site se voit attribuer une fugacité 2p + 2u'.

La différence ¢ - u' est donc une quantité irrelevante dont ne dépendra pas
la fonction de partition. Néanmoins cette variable supplémentaire est néces-—
saire afin de pouveir écrire la relation triangle. Dans la limite L -+ 0 et

M + -o, on retrouve bien comme cas particulier le modile d'hexagone dur.

La relation triangle revient & écrire la relation suivante :

dont la traduction analytique est la suivante :

M W(a,b,c,g) W'(c,d,e,g) W' (e,f,a,g) =
g

M W(d,e,f,g') W'(f,a,b,g") W' (b,c,d,g")
m-

Nous rentrerons dans la suite de cette note, dans le détazil de ces équa-—
tions trilinéaires, Nous remarquons l'opposition existant entre cette rela-
tion triangle et celle que l'on obtient pour un medéle 4 vertex : pour un
tel modéle nous avons une gommation sur trois variables muettes intermédiai-

C

comme le montre la figure suivante :

B\ \q
x 8

res X

I




Dans la relation triangle des modéles & spins, la sommation porte, par

. " i
contre, sur un seul spin, le spin central noté g (resp g 3.
est un cas particulier qui,vu comme umn

elation triangle des modiles & vertex, et,vu

Le modéle & 8 vertex symétrique

modéle & vertex,vérifie la ¢ 4
i in, vérifie également la relation triangle des mod2les

comme un modéle a sp .
du fait des symétries particulieres de ce modéle la triple sommation

saule variable. Cependant ceci

a

spin @
uy, v se ramene 2 la sommation sur une

" i p )
n'est pas le cas Hmﬂmﬁm. - e modele d hexagone ﬂ:ﬂﬁm;ﬁmﬁn.mgzw A,OEW_E
oldf inch

sur A,

comme 1'ont indiqué D.W. Wood et M. G

modele &2 64 vertex
(121}

Vu comme un madéle & vertex le mod2le d'hexagonme dur ne semble pas
admettre de relation triangle et il n'a pas &té possible par le jeu d'autres
noﬂwmmﬁcmenmm d'obtenir sur ce modéle une relation triangle du type vertex.
Aussi dorénavant, nous parlerons de modéles 3 spin et de mod&les & vertex
en fonction du type de relation trianple (resp. rétra &dre...) que l'on

peut écrire pour ces modi]es,

[l - PROBLEME DE DIMENSIONNALITE D'UN MODELE

Nous avons souligné 1'importance gu'il y avait a trouver des problémes
complétement intégrables qui scient véritablement des problémes tridimension-
nels ou multidimensionnels,et non des problémes qui se ramenent, en défini-
tive, a des problémes plus simples en dimension deux ou moins. Nous allons

voir les difficultés qu'il y a2 & donner un sens précis A la notion de dimen-

sionnalité d'un modéle.

a) LES PROBLEMES DE DIMENSIONNALITE SUR LES PROBLEMES INTEGRABLES EN GENERAL

1) Considérons pour commeucer 1'exemple des équations non linéaires en
dimension 2+1. S5i la notion de systémes complétement intégrables en dimen-
sion I+1 est assez bien comprise dans le cadre de la théorie du scattering
inverse [13] [147] et grice 2 des concepts simples tels que ia notion de paire
de Lax Hdmu mmw = ﬁr. wu. par exemple, uo:M 1'équation de Korteweg-de-Vries
u +6u u o+ u, = 0, nous avons L = - mwﬂ +u, A=-4 \WW<+ 3(u A, 4 8

t XX mxm uxw 3% Ox

la notion de systémes complétement intégrables en dimension 2+] est aujour-

u)),

d'hui assez polémique : une généralisation simple de la notion de paire de
. ) aL A
Lax est celle de paire de Zakharov-Shabat ﬁ_ou F T ™ = ﬁ>. ru. Un exemple
d'équation non linéaire correspondant 2 une telle paire est 1'équacion "bi-
2
dimensionnelle” de KdV : - (u +6uw_+u__)=-13. L u.
ax t %x XXK o R
dy
Dans 1'exemple de 1'éguation usuelle de KdV (dimension 1+1), comme dans
la plupart des équations non linéaires complétement invégrables, il existe
des propriétés de pdles des solutions qui sont remarquables :

Si 1'on recherche des solutions de KdV de la forme

0
u(x,¢) = uM” (-2) (% - mwanuunm.mﬂ faut, et il m:mmpn.hﬂwu de régoudre le
i=1

systéme
mw =6 M (a; = a)?
it J
=3 L
et (a. —a,) " =0 quel que soit 1.

.
e
i
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Dans le cas de l'équation de KdV bidimensiomnelle on peut, en générali-~

sant cette propriété remarquable, rechercher des solutions méromcrphes de

celle—ci :

: -2
wlnyst) = I (-2) . (x - a (y,8) © ,
int
ol encore
n
ubny.t) = £ 2) - Plx-aly,e)),

i=1

de Weierstrass,et ol wwc..nu est méromorphe ;

ol n.wv désigne la fonction m..vd

a; deit alors vérifier le systeme d'équation :

a. 3 =4 M ﬁwqﬁm.wlm.v

o j#i A

2 [ee)
a, =3 a, - 12 M” ¥(a.-a.)
it iy i 1]

Ces solutions présentent de grandes analogies avec les solutions méro-
morphes de 1'équation KdV. Parallélement, si nous considérong une autre équa-
tion complétement intégrable, 1'équation de Sine~Gordon, il est possible

d'en donner une généralisaction immédiate qui présente de nombreuses proprié-

tés intéressantes :

2 2 2
ﬁ|m|w+l.w.ﬂrmlwy $ = sin ¢
3x”  By" ot

Lorsque 1'on effectue une transformation de self-similarité [17] sur
cette équation on est ramené 3 1'équation de Sine~Gordon usuelle, Il est
possible d'obtenir des solutions particuli®res ressemblant i des solitons.
Cependant la plupart des auteurs s'accordent & voir dans ces divers exemples
des équations faussement bidimensionnelles (2+1) : elles ne sont que des
extensions simples des équations intégrables usuelles (dimension 1+1), et en
présentent les propriétés et caractéristiques fondamentales sans en présen-

ter de nouvelles.

2) Considérons maintenant les problémes quantiques de N particules en

interaction sur une droite,associés & !'Hamileonien suivang :

1 N &N 1 N
Hoa o=, B o L 2V {x.—=x.,,)
Momr a0 fepr AL
M N M
+ 2 L 2v,, (y.~y., )+ I I 2V —(x.~y.)
it M1 I
n _ Y%
avec V, —(x) = - —
AA 64 n-,..mn!mmmu
2
- SR . *

et V. (x) =
Al L mw_wmmwmv

(dont A.B. Zamolodchikov remarquait le lien avec la limite non relativiate
de la matrice § du probléme de Sine-Gordon ﬁamuv. I1 y a deux populations
différentes de particules (solitons et antisclitons) auxquelles on assccie
les coordonnées x et y. Cependant dans le cas N=M on pourrait parfaitement
interpréter les x, et ¥; comme les deux coordonnées d'une m@me particule i
dans un espace de dimension deux. Réciproquement certaine auteurs dont

P.J. Gambardella ont souligné le fait qu'il existe des problémes quantiques
a N corps qui,en dimensions quelconques,étaieat susceptibles de conduire i
des calculs exacts mdmu (nous ne parlons pas de problémes complétement inté-
grables puisque nous n'avons pas défini cette notion en dipension supérieure
a2 1+1). 1l en est ainsi de 1a généralisation en toute dimension du modéle de

; . 1 S : .
Calogero,d'interaction en —; . Ainsi,en dimension 2+1,1 hamiltonien

2
X
N 2 N
* I'N T
H=o5= I p. ¥—= E
Moy E Y ivim
2 2 N
d
= + m.u +EM.... E _an.la.uu + (y J\.umg
dy, i>j=1 Al L7
N 1
+ ya z > 5



conduit & des résulctats exacts sur divers quantités (vecteurs propres,

S o i
L'analogie entre cet hamiltonien et le précédent est manifeste.

Nous voyons done qu'une certaine confusion peut exister entre les symé-

tries internes des particules et la dimension de 1'espace réel.

3) Compte tenu de ces difficultés dans 1'espace réel, il est possible
d'envisager de donner une définition de la dimensionnalité d'un modéle qui
soit fonection du nombre de parambtres spectraux qui interviennent : dans
tous les 2xemples de modéles complétement intégrables unidimensionnels on
dispose d'un seul paramétre spectral, 1'impulsion k ou, pour les modéles re-
lativistes, la rapidité O. Pour les problémes en dimensions supérieures plu-~
sieurs paramétres spectraux (variables de Mandelstam...} interviendraient a

priori.

Fu fait une généralisation, sur laquelle nous reviendrons par la suite,

du modéle & huit vertex faisant intervenir non pas les fonctions de Jacobi
usuelles d'une seule variable, mais les fonctions O de plusieurs variables
a été trouvée par de trés nombreux auteurs (I.V. Cherednik hmnu.
A.A, Belavin ﬁw_u. H.C. Ottinger et J. Honerkamp ﬁmmu etc...). Cette géné~
ralisation montre explicitement qu'il est possible d'avoir un mod2le ayant
plusieurs paramétres spectraux et gui correspond en fait a un modale stric-
tement bidimensionnel (au moins lorsqu'on le tegarde comme un modzle de

mécanique statistique).

La dimension du modéle n'est donc pas liée au nombre de paramétres spec—
traux., Le modéle précédent est définitivement un modéle bidimensionnel et ce,
quel que soit le nombre de ces paramdtres : 1'important est que ce medele

satisfasse la relation triangle cavactéristique de la dimension dsux.

b) PROBLEME DE DIMENSIONNALITE EN MECANIQUE STATISTIQUE

Nous allons maintenanr aborder la question de la dimensicnnalité en

mécanique statistique sur réscau, en donmant un certain nombre d'exemples de

modeles exactement solubles, mals dent la véritable dimension est,en quelque
sorte,cachée : un des rares exemples fourni par la littérature de modéle
tridimensicnnel, ol 1'on sache calculer la fonction de partition,a été donné
par Suzuki ﬁwuw ; sur un réseau cubique simple on définit le poids de

Boltzmann de la fagon suivante :

.
3 Tys Osy @ 6 soit +1

L5 8]

1 3? Gb- 5

. mw_odamauua + wwa_qmamem

Il est facile de vérifier qu'une simple dualité transforme le modéle
précédent en un ensemble de modéles d'Ising bidimensionnels découplés. La
fonction de partition par site de ce modéle n'est donc que la fonction de
partition par site donnée par L. Onsager ﬁmau. Bien qu'ayvant des "zl lures"
tridimensionnalles, ce modéle est en fait un modele bidimensionnel déguise.
Considérons maintenant l'exemple trés simple du modéle d'Ising unidimension—

nel avec conditions libres
MH N_c.a.+_
Z= T oe = %

{o} i

Effectuons le changement de variables »w = Q»QM¢d qui découple les dif-

férentes sommations dans le calcul de la fonction de partition :

K, A,
Z= T Mm._wnnoEfuz

La fonction de partition par site n'est autre que la fonction de parti-
tion par site d'un probléme avec un site isolé {(dimension 0) : le probléme

a une dimension apparente de | et une dimension réelle nulle. De méme



e modele bidimensionnel sur réseau carré, aysnt pour poids de Boltzmann sur

le motif carré élémentaire :

mmgq_auauck

est en fait un modéle de dimension nul (il suffira de répéter par deux fois
le raisonnement précédent). Par contre le modéle bidimensionnel sur réseau

carré avec lz poids de Boltamamnsuivant sur le motif élémentaire :

Qb Qu

. mw_adomeuam + %manam + mmmwck

est en fait un modéle unidimensionnel {la fonction de partitien par site est
lz méme gque celle du modéle d'lsing unidimensionnel en champ magnétique 2 Hmu.
En dimension trois, ie mod2le sur réseau cubique simple avec le poids de

Boltzmam suivant sur les cubes élémentaires :

Ty 9y
T, j o,
5 ! s K0,0,0,0,0,0,0,0,
: W=e
SO
i %
o 0y

est un modéle de dimension réelle nulle.

On peut également avoir une dimension réelle égale a4 1 avec le poids

i - QW*O#QNQquQMOOQHGm + RNQ~QNDmO® + NNQwaQNDm Bte. ..

A ce niveau il est encore possible de reconnaltre,sur 1'expression
explicite de ¥, 1a dimension réelle du modele. Cependant si, 2 partir des
expressions précédentes, on effectue diverses opérations (dualité, traces
partielles, décorations etc...) il deviendra vite particuliérement difficile
de reconnaitre cette dimension réelle.

Nous nous sommes intéressés aux modéles a spins, considérons maintenant
les mémes problémes de dimensionnalité sur les modeéles A& vertex. On peut
rappeler les exemples donnés par J. Rae ﬁwmu qui constituent des modeles
bidimensionnels de dimension réelle 1. Donnons d'autres exemples. Considé—

rons le moddle & vertex suivant :

k

i 1 i,3,k,1 valent +1 (flzches)

81 ij # kl la configuration est interdite ; autre-
ment dit 1 = i.¢ et k = j.¢, £ valant +1. Le poids de Boltzmann dépend uni-
quement de £ : en d'autres termes nous avons :

Wi, i,k,1) = ¢ L OW(iL)

iikl,1

Seleon des notations devenues classiques,on peut écrire W(i,j,k,1) comme
une matrice 4x4 feisant passer des quatre états de (i,3) aux quatre érats de
(k,1). En l'occurrence cette matrice s'éerit,si 1'on note W(#1) = a,

W(~1) = b :

o o o p
(= I E I =1
o P T O
B O O o

Cette forme decit 8tvre rapprochée de celle du modzle & 8 vertex symé—

trique



= B

\\m o 0 4
0 b = O
0 ¢ b 0
d 0 € a

clle correspond donc 3 faire les deux dégénérescences suivantes : a + b et

c + d.

Considérons la relation triangle pour ce mBme modéle : .

Wl ...ﬁmtv/wf.m..mz » \\Pm.( (s u
L

I

L'écriture analytique des relations triangles s'exprime, i,j,k,

iee™, jee',ke'e" étant fixés, par les équations suivantes : (en appelant

A' = ge", A" = gef, A = £'¢" qui sont donc fixéds et tels gque AA'A" = 1)

2H(E) W (EA™) W (eAT) = idem.

£

Autrement dit nous avons 1a un exemple de modéle qui satisfait toujours
la relaction triangle quels que soient W, W' et W' ! Nous reviendrons de
facon plus précise, lorsque dans le paragraphe III nous étudierons les rela-
tions triangle et tétrahédre, sur ces solutions exotiques. En fait on peut
facilement se convaincre que ce modéle est un modéle de dimension
réelle nulle (la variable que nous avons appelée £ est un spin
indépendant n'interagissant avec aucun autre spin ou varizble). La fonctiom

de partition par site d'un tel modéle est

M“_.:mv = a+b
£

Généralisons cet exemple en dimension trois :

’

K

J ii' = 3j* = kk' Toute autre configuration

i’ est interdita.

[

Le pcidsde Boltzmann ne dépend que de cette valeur commune gue nous notons _

E

Wi, j,k,i',3 = . &wm,.rw_ L W(iL')
Nous considércns la relation tétra é&dre pour ce modéle :
W aee’

La encore «,fB,...w,ace' ,Be'e’, .. wee™

doivent &tre considérés comme

fixés et donc ee', e€", e, €'e", €'e"™, €"¢™ . Il n'y a donc qu'un seul
degré de liberté : la variable muette ¢£. Les équations s'écrivent alors en

posant :



i =

= ge', A, = eg", yw = ggt,

2w W'(EA,) W' (ehy) WY (€A,) = idem.
E

A nouvesu Nous constatons que, pour c¢e modéle particulier, leg rela-
tions tétra &dre sont sutomatiquement vérifiées ! Nous obtenons zinsi un
exemple, malheureusement trivial, de relation tétra &dre (on peut se convain-

cre facilement que 1& aussi le modéle est de dimension Q).

111 - LES PROBLEMES POSES PAR LA RECHERCHE DES RELATIONS TRIAN-

GLE OU TETRA EDRE

a) POSITION GENERALE DU PROBLEME : LES EXEMPLES DU MODELE A 8 VERTEY SYME-
TRIQUE ET DE L"HEXACONE DUR

1) Considérons tout d'abord le cas du modile 3 B vertex symétrique .
Nous utiliserons les notations traditionnelles (a,b,c,d), (a';bt,c%;dt),
(a",b",e",d") pour les paramétres respectifs des trois poids W, W', W"
interve ant dans la relation triangle. Avec ces notations nous pouvons main-—
tenant écrire explicitement la relation triangle dans ces variables. I1 va
s'agir de 6 équations trilinéaires. Nous avons pris des conventions sur les
vertex qui leur font jouer des rbles symétriques
[
ad'd" # eb'b" = ac'c" ta"
da'd" + be'b" = ac'a" + ca'a
dd'a" + bb'a" = aa'e" + cc
-
de'b" + ba'd" = ab'd" + cd’'B"
db'e" + bdfa" = ad'bh" + cb'd”
db*a" + bd'c" = da'b" + be'd"

Nous voyons que ces équations se groupent naturellement en deux groupes
de trois dquations. Le deuxiéme groupe disparaTt lorsque L'on considire le

cas plus simple du modéle a 6 vertex (d = d' = 4" = ).

Pour résoudre ce systéme d'@quarions, on peut, par exemple, le considé-
rer comme un systéme linéaire dans les variables a", b, ¢ et d". Nous avons
alors affaire 3 un systéme de 6 équations homogénes, pour 4 variables. Pour
qu'un tel systéme admette d'autres solutions que la solution triviale

a"=b"=¢"=d"=0 il faut qu'un certain nombre de déterminants s'annulent :

‘\Hmwuwun-&.m_nw.un_.n.u = 0.

Leur caleul est guelque peu fastidieux, mais surtout il n'est pas immé-
diat de s'apercevoir que !'ensemble de ces nouvelles €quations se "factorisent”

en quelque sorte, sous la forme
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¥, (a,b,¢,d) = ¥ (a',b',e",d")
{mhm.c.n,av = ¢w~hm..v..n_.a.v
2, .20 .2 42

ab

avec Jo_nm._u.n.n_u =2

»d
me.?.v» c,d) = hm.m

L'équaticn {.._Am.v.n.av = Cte est une quadrique, de méme que 1'équa-
tion z\wﬁm.v.n.& = Cte . Nous retrouvons la caractérisation, bien connue,des
courbes elliptiques comme intersection de guadrigues. ,.ud et .\N vont fixer
le module k des fonctions elliptiques et un peoint de normalisation n, rendant

naturelle l'uniformisation suivante :

¥ = 2 cn (21) dn(2n)

m:u (2r)

®
[}
=

a =pasn (v+2In)
b = psn (2n)
e = p sn (v}

d =p.k.sn2nso(v+2n) sn (v)

Avec cette uniformisation les équations trilinéaires reviemnent a dire
que k et n ont des valeurs communes pour W, W', W' et aussi que l'on a la

relatien v + v' = v" sur les paramétres spectraux.

L'exemple du modéle & 6 vertex correspond & faire dégénérer le module k
des fonctions elliptiques sur 1'une des deux valeurs 0 ou 1 (les sinus ellip—
tiques deviennent respectivement le sinus crdinaire, pour k=0, et la tangeate
hyperbolique pour k=i). On a pour k=! :

a=p th (v+2n) , b=p th (2n)

c=p th v d= g th 2n th (v + n) th (v)
qui conduit 3 la relation

a=b+c+d lorsque k=1 (d=0 lorsque k=0)
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En fait,on peut voir que par des rransformations du type "weak-graph
dualiry" (conjugaisons),on peut faire se correspondre ces deux restric-
tions qui sont donc équivalentes. (Incidemment on remarque que ces restric-

tions sont bien stables par la relation d’'inverse comme il se doit :

v Vg T a i b . -
1'ioverse s'éerit a -5 » b 5 3 ¢ 5= b
—d a -d b" - ¢ b™ =g
d— 3
wulmm
. 4 ~d b =
a=b+c+d devient —; = ) = s
e n_m um _ n_m _uw _ nw vm _ ﬁm
<= Iulhnnl._* <=> a=b+c +d

qui est donc bien stable par la relation d'inverse).

Il est possible de faire dégénérer encore une fois de plus le modéle
en imposant simultanément les deux restrictions a = b ¢+ ¢ + d et d = 0. L'u-

niformisation ne s'effectue plus qu'avec des fonctions rationnelles :

a = pl{v+ 2n)
b=p.2n
c=pv

d=20

Les équations trilinéaires reviennent encore i écrire 1'équation sui-
vante sur les paramitres spectraux :

v+ oyl o=yt

La matrice 4x4 qui correspond au poids de Boltzmannassocié & un vertex

(matrice 5 & deux corps) s'éerit alors :

a 0 00 10 0 0 100 0
0

X be o) . gmfotoo) o fooo
0 ¢c b O 00 10 0 1 00
000 a ¢ 0 0 1 a6 0 1
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Autrement dit Lp =@ . 2n . B+ p . v . qu ol mwm
désigne une transposition.
hmwmumnmounnwwﬁmpmmnﬁ.mncmnwo=<+<.u<:. a.wnmnnwmwasanm

relation algébrique donnée en I.b.

Cette matrice correspond au modéle de Schridinger non linéaire quanti-
que ou bien encore au modéle dit XXX ﬁmmu. On peut reprendre 1'analyse du
modéle 3 8 vertex symétrique en utilisant d'autres notations : il est éga-

lement courant d'écrire la matrice (4x4), en la décomposant sur un pro-
]

duit temsoriel de matrice de Pauli :

3
In = wmo zw i i

9> Tg désignent la matrice identité 2x2 et Tys Cps Og (resp Tys Ton auv
ies matrices de Pauli usuelles. La correspondance entre les paramétres précé-

dents a, b, c, d et les nouveaux paramétres za' ﬁ.. sm. zu est la suivante :

& = tc + su = b = So - £w ; nu ﬁ_ + im v mn ﬂd | zw .

5i 1'on rééerit les relations trilinéaires précédentes en effectuant

des combinaisons linéaires appropriées on cbtient @

1
[} AL 3 ii} 31 T Al e =
Wo Wy WY e Wy WD W W, W W e W Mg Wy =0

sc zn sm + cw zm zd + z_ sm zw + gm aw sm nc

WoOWL WD e W W WY 4 N W WG W W WG = 0

13 2 20 37 Q 0723
v * 1hoegit ] " ue o=
E_ £c ﬂw + SN ru LM + ﬂu Ew so + ﬂo b 2u 0
] " 1t 1 ' {1 =
£N Sn SD + iﬂ rw iu + zu ic EN o}

i 20 27173 031 379 "2

T,a.z.;z WIW o+ W, WDW o+ W, W WD =0

Nous voyons que ces eguations possédent la symétrie mw (les trois poids
W, W' et W' jouent des rdles symétriques). D'autre part ces dquations possé-
dent également une symétrie Nmnu E, ; en effet si nous introduisons 1'opéra-—
teur A = I + (01) (23) + (02) (13) + (03) (12), ou (ij) désigne la transpo-

sition entre les indices i et j dans une expressionm, et I désigne 1'opérateur

I.Nm.l

identité (par exemple (01) (23) Wy m ﬁ % ¥y :w cmv. les équations s'écri~

vent :
bﬁﬂo Em ﬂﬁv =0 , wmso £“ zmu = 0 etc...

L'étude précédente (recherche des deux quadriques ¢J et iwv peut égale=-
ment Etre effectuée & l'aide de ces nouvelles variables. Mais 12 encore la

propriété remarguable, qui assure une uniformisation du probléme, 2 savoir

e " P : i " .
cette propriété de'factorisation' des déterminants, est délicate a voir,

2) Mettons maintenant en évidence sur le modéle de 1'hexagone dur, cette
ne

invariants algébriques" <, & parcir des

méme propriété de séparation en
i

équations trilinéaires.

Rappelons les notations :

ﬁm+d+n+nv

4 Lac+Mbd
e

W(a,b,c,d) = mz ghed-ane

si ab = be = ed = da = 0

W =0 ginon

Comme pour tout modele d'exclusion, les relations erilinédaires sont

assez faciles A établir :

ne fournit pas d'équation.

/2

e 8 + 5= nm.uzv_
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=1 \}. En résumant, nous avons donc les équations suivantes :

. ﬁNN.N:Vd

en posant s = (tc't")

(1) l2'e" 2w g4 a? Lt

2 [
(2) NAN.N:V_\r mx = uw + wu . mﬁ L
MMM 3 4 L+L"+L"
e = e

(3) zz'z" . s + s .

ainsi que toutes les équarions déduites de celles-ci en permutant W, W' et

W,

2 3 L+1" M* /2

s+ e
Nous utiliserons les notations évidentes :

n ' "
(2') pour 1'équaticn Nqﬁnw:v_\h mz « 5% 4 g . et et de méme
[ TR G P )
L' g4 Leon
Formons e (2') - £7(2") nous obtenons :
T 3 T " M i L] t

s e . (zz2'2") = &2 4 g% 0 SR (zz'2") 2 T.tm oot N:G . mw+z“_ = mmAmr = @) (1)

D'autre part en formant (1') - (1) nous avons :
= # 1
(s + mhmr Yy = (s + mmmhv = HNN:V+_\M £ ﬁn.nzvd\m
_ _V:N _Hu.-:w B N-:NH
146 _1/4 ) P 2 TeMT = -
z o+ w.mﬂ.._.w....u = mﬂ_ HH.H:ANN.N:V,_\_& N:._\... P ArE N._\I i »wH.. +M _ N._\.N mH.+x =5 1/2 = g /2
tt’
1/2 L'+M' -1/2 1/2 L+M -1/2
" ' =3 t - 2! = = =
sy mx n:nnn.vdxm - mm N mu mr+ﬁ z e z Z e z bu
L)
fin Formons mw (1) - mrﬂ_~v .
en.
ol i 1 1
a:_\m i PN._\N . mr -2 2 . mr@ =85 . Amﬁ - nru (11)

Formons {(2') - (2') :
ANN_N:V_\N ﬁn.ﬂxw ’ mz. - NA\N . m&g = mwmr:nmr - mw.v (I11)

ne fournit pas d'équation.
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mmﬁmr _ mr.v i mwmr:ANh _ mﬁ.u En conclusion de cette premiére partie, nous remarquons gue l'existence
des invariants algébriques précédents, communs aux trois poids W, W', W' est
- mnmr _ mr_u s & mmmr:v = (en utilisant 1') une propriété tout & fait remarquable associée aux relations triangle et
plus précisément a leurs éguations trilindaires correspondantes. C'est cette
s(el - mr‘u ANN.V_\M w wlak = mr. ﬁnn_naud\m propriété remarquable qui permet 1'uniformisation de ces modiéles. Dans la

)
1/2
z" recherche de nouvelles relations triangle (et donc de nouveaux modeles exac-

. . 3 tement solubles) 1'cbtention de tels modules & partir des relatioms crili-
en utilisant maintenant (I), (II) et (1II) nous arrivoms & 1'équation : i = ; - :
néaires,ou de toute autre maniére,va donc s'avérer une étape capitale et

n-\uar+z ~ N._\Mmr.+z. . n_d\mmz. _ N_mmwx _ N#\mmr p u.ﬂ\mmr, 5 pratiquement obligatoire ; or les exemples que nous avens donnés étaient
extrémement simples : en géndéral la seule écriture des équations trilinéaires
o Nm\mAmH+z ~ mz " mru _ n.dxnﬂmr~+x. ~ m:. B mﬁ.u = s'avére fort longue et fastidieuse, quant 4 l'obtention d'invariancs algé-
2 brigues éventuels, elle est alors d'un degré supplémentaire de difficulté.
De plus, si de tels invariants n'existent pas, il est pratiquement impossi-
Le decnier module bu yaut ble de s'en apercevoir par le calcul. Il est donc important, si 1'on désire
-1/2 L -1/2 -M -1/2 -1L-M 1/2 L+M obtenir de nouvelles relations triangles, qui ne solent pas des généralisa-
bu % g s S ¢ o < E tions plus ou moins immédiztes de relations déja connues, de meLtre au point

des méthodes nouvelles permettant de trouver de la fagon la plus simple pos-

Ce dernier module est plus compliqué 2 obtenir gque les deux précédents ;

L L =5 sible ces modules. Nous donnerons guelques unes de ces méthodes dans le para-
(1') ex e = (2"} - e (2'),

il faut en 1'occurrence former e (1) - a
graphe IV.

équations & partir desquelles on obtient 1'équation

T ! 2 41— e ~L' -1/2 -L
mm\m ; mz L de\r IF L s(z W2 B . / Loe )
b) LA RECHERCHE DE NOUVELLES RELATIONS TRIANGLE

11 faut ensuite assccier cette équatiom a 1'équation : ) : . )
—1/2 -M -1/2 -M' . . 1} La facon la plus simple d'obtenir un nouveau modéle exectement solu-
z e (") -z e (2') et a 1l'éguation . L ) ) )

ble en mécanique statistique est assurément d¢'obtenir une nouvelle relation
nnwwﬂmwncnnm0m¢=m¢u=namnumwn:mmwmmmmnp:mﬂ”wmho:mnn:nnwoﬁmnmcmnn

. (3 ¢

-1/2 mnw..z _ n_:_\u ouw.,.x_v
’ teurs propres pour les matrices de transfert. La premiére idée qui vient &

AN_\M.mx!N_ - N.dxm.mx_lrv . (2) + (2

l'esprit consiste & généraliser des relations triangles déji existantes :

ir & 1l'8quation A,(z,L,M) = A, (2',L',H'). ) . , .
pour aboutiz 2 AU 3 3 s la matrice S du modéle de Sine-Gordon (modéle a gsymétrie oanA*uu étant

s

. . X : ; . connue, on a cherché 3 regarder la propriété de factorisation de la matrice
Ces trois invariants induisent (M. Gaudin commumication privée) une umi-

formisation elliptique qui est donnée dans 1'appendice 1.

: . ; « p— Cl i . L . .
Nous voyons que, si la marche & suivre est a priori simple (éliminer ¢ vU: point de vue Lagrangien la symétrie 0(?) de Sine-Gordon est délicate 2
z', L', M et surtout s) les calculs sont tout de méme assez fastidieux pour voir : elle correspond 4 une symétrie de rotation du paramitre d'ardre.
2, . ’ . P : 4 Sufl o § > &
réussir & écrire les équations restantes sous une forme "séparée” : Vu au travers de la correspondance avec le modéle de Thirring elle cor-
. ig.p

(Mhneruzu = <WAN..E.¢K.V. respond & 1'invariance | + e .



8 sur les mod2les & symétrie O(n) : la matrice S 3 deux corps doit se déve=

lopper sur les invariants par O(n) :

w
pbs e

Ao

P il .
Dans le cas n = 2, on peut écrire mwx comme une matrice 4x4 :

\o_+am+au 8] 0 h
(6] o o] ¢}
5 % 2 3
o aw Qm 0
/ oﬂ 0 0 m_+am+cu

(nous retrouvons la condition a = b+c+d du modele & 6 vertex symétrique ;
la matrice mww pour n quelcongue peut également 8tre vue comme le poids de
Boltzman associé au vertex d'un modéle de mécanique statistique ayant au
lieu de flaches sur les liaisons, des éléments de Nru. Ensuite, 3 partir du
modéle O(n), i1 est rtentant de regarder les matrices S symétrigues pour tous
les groupes de Lie possibles (SU(n), Sp(n) ...). C'est ce qui a été effectué
par des auteurs comme Berg, Karowski, Thun, Truong... ﬁmu ﬁmuu.ﬁmwu. L'écri~

ture des relations trilinéaires nécessitait l'utilisation de calculs formels
sur machines. Cependant tous ces exemples conduisent A une uniformisation
rationnelie de ces équations ; ils ne sont donc pas trids riches au niveau

analytique. Ces modéles sont trop proches du medéle 0(n) précédent.

2) D'autres généralisations ont consisté, lorsque 1l'on dispose d'une

relation triangle pour un modéle, & rendre ce modéle supersymétrique : c'est
ce qui a été fait par exemple dans le cas du modéle ¢ non linéaire super-
symétrique par Shankar et Witten ﬁmwu.
wvdsaoammman.wummnmwnwﬁnMnmmmm:nnnmmnmﬂmpmmmﬂmmﬁHmsommwmw

huit vertex symétrique et sa matrice L, correspondante :
3
In= L szwﬂ». Quelle généralisation donner aux matrices de Pauli 7 Le
i=0
probléme est que les matrices de Pauli sont & la fois une représentation des

éléments de 1'algébre de Lie de 0(3), mais sont également liés aux algébres
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de Clifford et enfin sont reliés au groupe Nw ® Nm i en effet

{1, AT Quauw s'identifie compliétement au groupe Z, x Z,. Avant de
chercher & généraliser un modéle il faut donc avoir une idée précise des
structures algébriques qui sont en jeu. En fait on peut voir, au moins dans
les exemples de modéles 4 vertex faisant intarvenir des foncrions O d'une
ou plusieurs variables, quesce qui 28t en jeu,ce sont les groupes de

Heisenberg ﬁwou.

4) Lorsque l'on dispose de deux formes proches de matrices § (L) qui
vérifient chacune une relation triangle, il est naturel de se demander si
leur réunion ne pourrait elle aussi satisfaire la relation triangle. Illus-
trons cette idée sur l'exemple du modéle 4f a Stroganov ﬁw_u. qui consiste

a4 considérer le vertex suivant :

i k i, j, k, 1 € %
q

1 et de poids de Boltzmann

1sid=j=k=1,bsiis= jet k=1, ¢sii=1 et j =k et

sinon. Ces diverses configurations seront symbolisées de la facon suivante

+ 4 -

1 b o

Regardons les équations triangles pour ce moddle en prenant, pour plus
de symétrie, des conventions symétriques pour b', ¢' et b", ¢" (i.e. se

déduisant par rotation de 2w/3).

Nous aveons :
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b + (q-2) bb'b"

\/
/N
leK\! S L \V/ +
N 7 ¢ \%4
? +  {g-1) bb'b" = (g-1) bb'D" +
l\%ﬂ

A

7 ¢

..<

o

n

o
i
o
a
=

+

rN." d% &4

[l &= bb' + B'B" + bh" + (g-3) bB'BY

cc'¢

Nous remarquons immédiatement que les relations deviennent respective-

i aint é i =1 = ur les trois
ment, si l'on impose les contraintes supplémentaires ¢ 1 -t s

vertex :
t'= 1 -—b=>b"+ bb'=0b"+ bbb+ (g=2) bb'BH"
fe" = 1 ~ (b#h'+b") + (bb'+b'b"+bb"} - bb'b"

bb' + B'B" 4 bb" + (g=3) bb'b"

"

= 3§ =

Toutes ces équations (et leurs permutées) se rambnent & 1'unique rela-

tion :
1=b+b"+b" + (g-2) bb'p"

Il existe donc une solution des équations triangles qui revient 3 con-
sidérer le modéle contraint par la relation b + ¢ = 1, Regardons la relation

d'inverse sur ce modéie :

NS
+ O = &
N

1 + {g-1) bb' - ce!

v

)

b + bt + (q=2) bb' = 0

Nous voyons que (t-b) (1-b') = 1 + (g=1) bb' = ce la condition

¢ =1 - b est cohéreate avec la relation existant sur ce modéle.

La fonction de partition de ce modéle a été donnde par Y, Stroganov
hudu. en utilisant seulement la relation d'inverse précédente, et la symétrie
évidente sur ce modéle Z(b,c) = Z(c,b). Il n'a pas utilisé les méthodes clag-
giques (Bethe ansatz...), en particulier la relarion triangle qui existe

pourtant.

Avec ces mémes notations regardons la matrice § & deux corps (qui est
une restriction de la matrice 5 du modéle O(n) dont on sait par ailleurs

qu'elle vérifie la relation triangle) qui s'éeric :
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=asii=ket]j=1
=bgsii=letj=k

= 0 sinon

Ces diverses configurations seront symbolisées de la fagon sulvante :

-

a b

La relation d'inverse s'écrit :

W\. + ./O\\ + y\ = 0
P N

I
[=]

ab' + {q-2) bb' + a'b

Ce modéle dont la matrice hs correspond & la combinaison de la matrice

idenrité et de la transposition P.. a déja été vu comme conduisant a une

ij
relation triangle.

Ces deux exemples conduisant & une relation triangle, il est tentant

de voir si leur réunion donme un modéle possédant une relation triangle ;

soit donec le modele suivant

(on remarquera que pour g, nombre d'états sur les différentes liaisons,

égal a4 2, on retrouve le moddéle 2 B vertex symétrique ).

Ce modéle posséde effectivement une relation triangle, et sa fonction
de partition pour g # 2, a été calculée par C.L. Schulrz Mumu, mais en uti=
lisant seulement la relation d'inverse et les symétries du probleme

PP < .

ZOcmamnﬂywcsmvmwnacnmmHnmmacmanSmnannmmco:amanwnmﬁnmﬂmpwnhaﬁ

triangle ; dommcng en une seule, pour information :

P
n/l.ll\m< m/\m N
Ao A

ce'e" (a+d) b'b"
\ \V
* P ¥ A\ + -
K 7\ 7 ¢C 27C
bb" (a'+d") bb' (a"+d")

ﬂ_u_u-w«:
D"ol 1'équation :

ce'e' = (a+d) b'b" + (a'+d') bb" + (a"+d") bb' + gbb’p"
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s

Face a ces approches qui consistent en quelque sorte & “parier" sur une
forme de la matrice § & deux corps {ou de la matrice bﬂuvo=<mnn conduire &
une relation triangle, on peut opposer 1'approche plus systématique qui con-
siste, lorsqu'on dispose d'une relation triangle, 2 regarder si celle-ci
ne subsiste pas pour un voisinage du modéle précédent : le fair de parcir
d'une solution qui "marche’ et de regarder un voisinage, linéarisant tous

les caleculs.

Illustrons cette approche sur 1'exemple d'une des solutions triviales
vérifiant toujours les relations triangles (a=b, c=d), et regardons si, en con-—
sidérant un voisinage de ce moddle (a-b petit, c-d petit),on ne pourrait
ainsi accéder a la relation triangle sur le modéle & 8 vertex symétrique
(cette situation serait parriculilrement attrayante car elle se généralise-
rait aisément en dimenmsion 3 pour la recherche d'une relation tétrazhddre non
triviale). Nous pouvons profiter du fait que les équations trilinéaires ont
déja éré écrites dans le cas du modéle 3 8 vertex symétrique . Si nous po-
sons b = atA, ¢ = d+D,ol A et D devront Btre considérés comme petits, on
obtient par simple remplacement dans les équations du modiéle 3 8 vertex les

équations suivantes au premier ordre :

-
dA'a" + nwm-ba.... = aD'd" + sd'D" (1)

Ad'a" + ad'A" = Da'd" + da'DV (2)
Aa'd" + aA'd" = Dd'a" + db'a"  (3)

db'a" + Aa'd" = aA'd" + Dd's"  (4)
da'D" + Ad'a" = ad'A" + Da'd"  (5)
da'a" + ad'D" = da'A" + aD'd"  (6)

(3) = (&) : aa'd" = dp*a" ) \\» =g .D
(3) + (4) : Aa'd" = Dd'a" A= g' . D
(2) = (5) : ad'A" = da'D" b <o A" = g" | p"
(2) + (5) : Ad'a" = Da'd" m = mm . E!
1 "
A._u = ADV : &W.»P: = ad'D" ﬂﬂ swﬂ « E
= 1
(1) + (6) : ga‘a" = NU.A:\ M. = w. , e
ce'e" = 1
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Nous voyons donc qu’au départ nous avions une relation triangle dans
un certain domaine des paramétres (a=b, c=d, a'=b', c'=d', a"=p", ¢"=d", a,
c, a', ¢', 2", ", quelcenques), et, lorsque 1l'on cherche 4 étendre ce domai-
ne, on constate que ce domaine dans son entier ne peut pas 8tre étendu, mais
c'est seulement un gsous—ensemble de ce domaine qui peut &tre étendu. Cette
situation est en fait assez générale et constitue un obstacle supplémentaire
dans la recherche des relations triangles.

Nous avons également recherché des voisinages du modéle 2 b vertex sy—
métrique . Le systime lindaire associé & la correction du modele 3 6 vertex
est rapidement d'une taille importante, il faur utiliser le calcul formel

(AMP) . Ces calculs n'ont pas donné les résultats esCompLES.

c) LA RECHERCHE DE RELATIONS TETRA EDRE

Le prebléme de la recherche d'une relarion rétra edre est quelque peu
différent de celui de nouvelles reiations triangle . Nous allons essaysr de
L'illustrer sur deux exemples : & la différence des relations triangle, il
n'y a pas & l'heure actuelle d'exemple satisfaisant de relation tétra édre
que 1l'on pourrait essayer éventuellement de généraliser (1'exemple donné
par A.B. Zamolodchikov [337] présente certains défauts - notamment les poids
statistigues du modéle peuvent &tre négatife). Nous allons considérer deux

exemples 1'un relevant des modéles a vertex, l'autre relevant des modéles 3

spinm.

Les équations provenant de la relation tétra bédre sont des équations
quadrilindaires dont la complexité, nous allons le voir, est bien plus
grande que celle provenant des relations triangle . I1 faur 1a aussi préci~
ser le modéle que 1l'on considére : quelle forme algébrique donmer a priori

a2 la matrice ﬁ: assoriée au vertex ? On peut imaginer 13 encore bien des

formes comme, par exemple,

désignent des matrices de Pauli). Cette forme généraliserair celle du modéle
a 8 vertex symétrique , En fair on peut voir que cette forme ne peut con-

duire & ure relation tétra édre,
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1} 11 faut procéder de facon plus systématique. En fait nous pouvons
rechercher des matrices r: qui soient la aussi symétriques selon un groupe
donné a priori. Si ce groupe est le groupe de Lie SU(n), on sait que tous
les opérateurs qui commutent avec 1'action du groupe sont les éléments du
groupe des permutations (Thécréme de Weil pour les groupes compacts). Pour
les autres groupes, l'ensemble de ces opérateurs est plus large que le groupe
des permutations. Donc 2 priori on devrait couvrir tous les cas en prenant
L  se décomposant sur 1'algsbre du groupe des permutations. En 1'cccurrence
n”ma:m L, se décomposera a priori sur tous les éléments du groupe mu (permu-
tations a 3 éléments), Ceci permettra de faire um calcul universel, ne
faisant pas intervenmir un groupe de Lie plutdt qu'un autre,et ceci simpli~

fiera aussi les calculs.

Regardons rout d'abord le choix le plus simple possible gqui revient &

considérer un développement de L sur >u {groupe alterné).

3

4 L,==a T+a' . €+ a" aw

~ i -
ou € est un cycle d'ordre 3 : AM 31

On peut veir, par un caleul que nous ne détaillerons pas, quiun tel
choix ne permet pas d'obtenir une relation tétra gdre. Le choix le plus sim-

ple suivant revient & considérer la forme suivants :

2
L.=al+ a' ﬁw‘u + wmw + mu,u +a' (F+ €+ C°)

I

ad+a' . P, +a". 9

A partir de 1'algibre wb. on peut obtenir tout un ensemble de relations

nécessaires au calcul de la relation tétra Bdre :

7y 0l = [ops 7)1 [7y 0] = [, 2]
[ey» 7, d= [0y, @ = [p 23]« [p, 7]

ﬁmwu wau = MOw. Dbu ete. ..

Les vm et Q. correspondent aux 4 différents vertex.
i

“ g =

fcrire 1'4quation térra ddre revient 3 écrire la relation :

ABCD=DCBA

avec A = a M+ a' P ...m:aM

{==]
o

BI4Db P+ b Q,

C=cP+ec'"P, +e" Gu

D=dM+d 2, + d" Ob

Hous ne détaillerons pas 1'ensemble des 12 équations quadrilindaires
provenant de la relation précédente. Donnons simplement pour information

1'une de ces 12 équations :

n_.Am.:Wv_n._ = n._u:m-v + d'"(a"be" - ch'a" - c'ba)

+ d"(a'b"c + ab"c¢' - e'ba’) =0

L'ensemble de ces équations ne méne malheureusement pas &4 un feuille-
tage de l'espace des parambtres : nous sommes done conduits 3 nous intéres=-
ser & la forme la plus générale, tout en restant dans le cadre de 1'algébre

de wu ¢ Les 4 matrices A, B, C, D aurent la forme :

L T >u.aw YAy Pyy ¥ APy AR,
B = ma.a + mw.ﬁw + mw.ﬂm + mb.wﬂb 3 ww.1ub + w@.vaw
C=c A+ Cyue, s nu.sw R e
D= O_.d + UM.HM + Uu.ﬁﬁb + Ub.vmw + Um.m_m + bm.v_u

Pour effectuer ce dernier calcul nous utilisons les représentations du

groupe S, (une représentation de dimension 1, une représentation de dimension

4
2 et deux représentations de dimension 3).

(Le groupe S, peut Btre vu comme le groupe affine de 2, ® Z,,i1 est
4 2 2
donc le produit semi~direct du groupe linéaire de mw ® Z,, qui n'esc autre
que mu. par le groupe ..NM @Nm E wa = nhm @ m.mu @mu ; la représentation de

dimension 2 correspondant i ce sous-groupe normal Nw @ NMv.
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Donc en utilipation les représentations du groupe 5., on représentera ) Neous avens considéré le cas des relations tétra bdre sur dés modeles
par exemple : a vertex et constaté leur extr@me complexité. On peut alors chercher 2
s'intéresser aux modtles & spins et notamment aux modeles d'exclusion
2
A= >_.é + bmnm + >ua_ + »b.mwu + >m.ﬂub + Pm.MMb comme 1'exemple du medéle d'hexagone dur : en effet nous aviona wvu que 1'ex-
clusion avait pour effet de réduire congidérablement le foisonnement des
par équations trilinéaires et, nous allons le voir, quadrilinéaires. Nous allons
regarder un modéle qui est une généralisation tridimensicnnelle simple du
A=A+ A=A, A+ Ay =By * A, modéle d'hexagone dur (modéle d'exclusion). Le poids de Boltzmann 1i(a,b,...h)
h ageocié 3 un cube élémentaire est nul
A, = A+ A - A, ~A_+A ~-A + bA g8 s es
i 4 6 3 2 5 6 3 : 51 les conditions suivantes ne sont
1
! . X
H pas satisfaites :
d : (
- i
]
A+ A A, + A A+ A H
1 5 4 z b 3 : ab = be = cd = da = ae = bf = ef = ge
]
x B, * Ay Agt AL Ag A \m ...... -4 f = gf = gh=¢eh=dh=20
md + >m >m + bu bn + >4 & b
T >m ag - >u Dans le cas du modéle d'hexagone dur 1l fallait accoler trois carrés
déformés qui constituaient au total un liexagone ; ici on accole guatre cubes
% -4, + A -A, + A A, - A 3 ; ; ;
4 3 6 1 5 2 qui au tetal vont constituer un dedéca édre rhombique @
A — A A, A -A, + A
(3 2 5 4 1
! ’ ] s,

Ay

it de méme pour B, C et D ; mais maintenant la relation ABCD=DBCA
peur 8tre regardée comme un ensemble de trois relations matricielles corres—
pondant aux trois représentations (dimensiom 2, 3 et 3) avec la notion natu-
relle de produit matriciel pour les expressions telles que ABC D et DCBA
ce qui facilite les calculs. Ceux~ci ont néanmoins été effecrués en utili-
sant le calcul formel sur machine (A.M.P. en l'occurrence) afin d'écrire
explicitement toutes les équativns. Celles~ci sont au nombre de douze. Nous

donnons 1'une de ces équations pour information dans 1'appendice 2. Ces équa-

tiong ontchacune en moyenne de l'ordre de 90 termes. Il devient clair que

toute exploitation de ces équations est pratiquement impossible, a fortieri, m

la recherche ¢'éventuels modules, Il faut donc mettre en ceuvre d'autres me-

thodes provenant 4'idées entidrement différentes. A Ag
4

S,



La relarion tétra 2dre reviendra & écrire :

Ay 5,
: Az
«nm_n.. ||||| LN
Fa
W
S3 c 5 c
; .
m Sz A ; Sy
B Ay
P T \w i -
Ag Fa Aj
W w'

dont la traduction analytique est la

A, S3
!
£y “ As
ﬂh\mr ..... - Ay
C F;
w”
53 (o
Az f— Sy
i s
F3 A
w"
suivante :

MU W(C,F

c

.m.M-.P“u.P

3 3

. W An.mmu 1 o)

= MM :ﬁwb.bm,>m.md.muun,bb.m

o -
LW ﬁwuupq.pm.m_.ww.c.pu.mbv ‘

Considérons le modéle d'exclusion suivant :

MV !

2 )
.m».ﬁ_.pmu . W ﬁn,w_.w5.>wﬁwm.mw. u.>mV

J 1y, nl
maubm._p _mw.m) . W ﬁn_m.bvm.m..bw.bd“m_.vu.buv

i
" ﬁw~_>u_>w.wu.md_n.>_.mbv

111, . 3 o
W ﬁw_.v».bu_mu.w».n.>w.umv

il y a exclusion entre sices
_v

ou m>m.wbu .oo Il vy a également exclu-

plus proches voisins cels que (C,F
sion entre sites seconds plus proches
voisins tels que ﬁn.mwv. nw_.me.
nbu.nuv... Il y a d'autre part, une
diagonale privilégide An.mbv selon

laquelle nous avons une exclusion.

Le poids de Boltzmamn, en dehors de ces exclusions, n'est plus défini que
¢ q

par quatre fugacités assocides aux

quatre diagonales du cube :

mﬁnn+muv&lxmﬁ>~+wnv »muﬂ>u4wwg +mbﬁ>m+wmb

Snn.ﬂuuH_s LP_ .>m.mu.wm.._.>mv = g

avec CF, = F. A, = F,LA. = TF. 0 = CF

3 3 2% 2 1
= = = F P =
Fidy = AS, = Ca, FiFy = Agp
e =CS, =0
ok Foe Foy S,
cs .
( bv P K, A>um




' " LI |
+ mw + Nm + %u K

- 4§ -
wﬂ = 1 tous les autres sites >w. TR P mwwd
T i1 "y
gt K
e = e
m.m =1; A :
" 11y
K3tk +y
e =
wu =13 >w. mw. w.mu =0 :
T " 1"
KRty K
e = e
Bym 1 A, S, B - 0:
' 0" "o
xs + xb + xw m—
w_ = >d = 1, les autres nuls : NWN
= : . "o gt oL k"
b_ 1, les autres nuls xm + Wm ﬁm 3
= . w1 o= " (L]
bu 1, les autres nulg : %k + rb ﬁu + Nm
& .o M oy v e
>u 1, les autres nuls : ru + ma xu + Rp
A, = 1, les autres nuls : K} + Nw = HM +
- L.y "o v
>w 1, les autres nuls : 2 + xs + ma
= - iil = 1 111]
hm 1, les autres nuls : Hu +* Nb Nu + ma

au total nous avons donc les

7 équations

= 0 on a alors 1'équation

2

il "i
+ Fu + H_

- 47 =

tL1 - 1 "
N_ Hm + Nu + mw

- LTS L -t "

Nb + Hn Nw %u Hm # Nu

- = " "o S 72 1]

Fu + WM + Nu NM Hn ﬂb

= - K! LA o pt

Wu Wu + Rb Rb + N_ ﬂu

Ca qui conduit, entre autre, 3 1'équation :

nr e
2 TRy K

Y e ] " el Wt
Axu+mu+nMu + ﬁxa+x; va + ﬂx_ K, mbv

+ K, + K

* (BRI = Ky Ky + Ky + K,

37374

On peut donc remplacer ces 7 équations par les trois dquaticns :

= g ' ' oo 1" " "
xﬂ + mm + Nw + x& N_ + mm + Nu + zb m_ + HN + xu < xa

= ¥ cire 1y my
w_ + ww + %u + xa

et,par exemple,les 4 équarions :

= t ~1h r
x_ xp + 7} + Wu

U= " 111
K_ Hb + Nw + Ku

Ky = Ky + K)o+ K

nr o 3 T
Hxﬂ Ky, + K} + K}

Au départ nous disposons de 16 paramdtres contraints par 7 relacions,
il est donc largement possible de réaliser une relation tétra &dre : on
pourra choisir arbitrairement W et W', et on pourra toujours trouver W' et
W' en conséquence, tels que la relation tétra édre soit satisfaite. Nous
voyons apparaitre ici, une quantité qui ressemble 3 un invariant, quantité
qui doit Btre commune aux quatre vomnmuﬁxd+m~+xu+wsw.

Cependant il est clair gue la fonction de partiction ne dépend gue de
cette méme somme des fugacités, les différences xﬂ - Nm. mm - mu. mu - mb
étant des variables irrelevantes.
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Remarquons que cecbe situation a son pendant en dimension 2 : en effet

soit le poids de Boltzmann suivant correspondant au motif carré élémentaire
K, {b+d) + K, (a+e)

d € ;
W(a,b,c,d) = e
8i ab = cb = ¢d = da = db = 0

a b K, +K!+R" m_nm,fmmr,.umx_.

[ B 2z
e = e

W=0 sinon {a, b, ¢, ¢ =0 ou 1)

L'ensemble de ces équations et de leurs permutées selon S, reviennent
Ce moddle correspond 4 un modéle d'exclusion entre sites plus proches X

a la premiére équation et ses permutédes :
voisins sur un réseau triangulaire. (C'est le modéle d'hexagone dur au sens

scriet), . @
m_ = mm + mm

La relation triangle, si 1'on Fait jouer un rBle symétrique aux trois £, = ﬂm + mm

ids W, W' W", s'éderit : . .
PO x_ Wm * mm

On peur également remplacer ces trois équations par les trois équations

équivalentes :

xm =K, + xm
£
LTl = ] L = ) 1] - ] "
K Ko +K5 Ky + K, = KJ o+ Ky = K] + K} ( K, + Ky + k)
e = &

Ceci n'a rien d'étonnant, en effer,nous 1'avons déja remarqué, la fonc-

tion de partition ne dépend que de la somme des fugacités K, + K., la diffé-

rence N_ - Nw étant une variable irrelevante ; il est donc naturel de voir 1a
quantité xa + FN jouer un r8le particulier ; en 1'occurrence la relation

triangle précédente relie trois poids de Boltzmann au méme point (dans la

seule variable relevante).

KK ZK,+K+K)
w ‘ M H - PR - . . s

& = e Par une procédure que nous avons déja décrite muu. on peut,a partir de

la relation triangle,obtenir la commutation d'une famillae dépendant d'un pa-

ramétre continu de matrices de transfert et par voie de conséquence, en dé-

veloppant par rappert & ce paramétre, pbtenir un nombre infini de



- 50 =

grandeurs en involution. En 1'occurrence, pour 1'exemple précédent,
nous obtencns donc un nombre infini de grandeurs en invelution qui sont

associées 3 1'invariance triviale de la fonction de partition par la trans-—

formation mﬂ - K +a, mw - WN - o, (La variable par rapport & laquelle on
développe est justement la variable irrelevante N_ » Nm ; la relation de
commutation est, elle, MHAH_.NNU. Hnwm+a_ ZNlﬂuu = 0). Pour ces raisons on
devra considérer que cette relation triangle n'est pas une "bonne" relation
triangle, cependant, 2 l'inverse,il faut rappeler la similitude qui existe
avec la situation du modéle & 8 vertex symétrique ot l'on a, en introdui-
sant l'uniformisation elliptique, pour chacun des trois poids de Boltzmann
des variables oy mm. A qui sont telles que @+ mw = A et o, = mm + mu et
les équations déduites par permutations (on pourra se reporter & 1'article

de R.J. Baxter sur la Z-invariance ﬁUbuV.

On peut chercher 2 généraliser ce modéle tridimensionnel trés simple

et considérer le modéle associf aux configurations suivantes, avec leurs

12 paramdtres associds :

Les calculs sont assez longs, nous ne les expliciterons pas. On obtient,
entre autre, les relations suivantes : L

"o o
H.u w..p =

= = = L' = 1" = 1" = 1" =
i ﬁu rb rm ru rk rm

M, = M' =M = =M = M" = =M = MY = -
P TMp My My S M My =My = M= My =

N =N'"= -~

qui nous raménent & l'exemple donné plus haut.

L'analyse de ces équations est assez compliquée ; disons simplement gu'en
dehors de 1'exemple précédent, la plus grande généralité du modéle ne permet
+pas d'obtenir de relation tétra 2dre. Pourtant ces exemples sont parmi les
plus simples que 1'on puisse regarder comme relations tétra bdre ; en effet
ils se traduisent,du fait des nombreuses exclusions de configurations, par
un ensemble d'égalité de deux termes et non pas,comme dins tous les autres
exemples que nous avons donnés,pardes égalités de somme de plus de deux ter-

mes. Nous percevons,la encore,les limites de cette approche.
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IV - NOUVELLES APPROCHES POUR LA RECHERCHE DE RELATIONS TRIANELE

OU TETRA EDRE

Hous avons rendu compte de la complexité et des difficultés que l'on
rencontrait rapidement dans la recherche de relations tétra &dre ou simple-
ment de nouvelles ralations triangle . Nous avons indiqué la nécessité de
trouver de nouvelles approches er des idées nouvelles dans la recherche de
ces relations, notamment la nécessité de trouver rapidement les "invariants"
algébriques de ces modiéles sans passer par le calcul classique trop fasti-

dieux. Nous allons indiquer des directions que l'on peut explorer.

a) REFLEXION SUR LA SURDETEKMINATION DES EOUATIONS TRIANGLE : UNE IDENTITE
ALGEBRIQUE SIMPLE SOUS-JACENTE AU MODELE A 8 VERTEX SYMETRIQUE

Le détail des équations trilinéaires et quadrilinéaires, notamment leur
écriture explicite, nous a permis de constater (sauf dans quelques cas non
génériques) la surdétermination de ces €quations : il y a un trep grand
nombre d'égquations par rapport au nombre de variables. Ceci est particu-
liérement clair dans ls cas des relations tétra adres. Aimsi, pour que ces

relations soient sarigfaites, les équations doivent Bcre particuligres,

par exemple correspondre 3 certaines identités non triviales.

Nous allons iliustrer cetie idée sur l'exemple du modéle a3 8 vertex

symétrique wu comme un modéle 2 spin :

g, o,

K.0,0.+K!'0.0,+M .0 0,.0.0
l . IR R ek i e i R i 0
cno_wcm.au.cbv = e

a0y T,

La relation triangle-étoile généralisée s'écrit :

qui conduit aux relations suivantes

Ty
mwxu+mrw i} nzhxw+m

m+mu+zwlxm|2wv

n:ﬁxw+wrlzm+zw+3r|sz

2K-2K T
1 k

i ) n:nHW|xu|Nr+zM¢vF|:mv

ﬂ:ﬁxw+xw|mr|zw+zm+xxu

(i,3,k) étant n'importe quelle permutation de 1y 25 3

Puisque Uy--+0, prennent chacun deux valeurs + 1, il devrait y avoir

64 équations.

Cependant ces équations sont inchangées en changeant a_.:u_ o, en leurs
opposés (de méme pour Tys Uy amu. Ces 64 édquations se réduisent & 16 équa-
tiong, En fait il y a d'autres symétries (invariance par !'échange de o, et
va qui réduisent le nombre des équations & 6. L'analyse de ces équations
améne, pour avoir une solution non triviale, a faire x_ = zw = mw qui devient
ainsi un des invariants. Néanmoins ces équations semblent contraignan-
tes, et nous allons essayer de comprendre comment une solution peut exigcer

Considérons 1'équation @
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nxo+nd»ﬂ+xmym+xmyﬂwuvm

Z e -

1 ]
Nm+mmy_+xm>w+mwy_pm
e (1)

Appelons mn»_.yuu =Ky o+ N“y_ + Hm»m + xuy_»m

I_ - — —
m.ﬂwﬂ.wmv K+ x“y_ + mmyu + wmy_yn

et nmotons x = mn+_.+“v X, = mn+4.|uu Xy = mnl_.+ﬂv x, = mal_,l_v

et de méme xh = £'(+1,+1) ete...

L'éguation précédente s'éerit encore

m.ﬁyﬂ.»Mu
ch ﬁmﬁw".meg = e quels que soient Ay, X, = + 1

La correspondance entre X, X, X,, X, et K, K, K,, K, est une bijec~

tien, de m@me celle entre xﬂ - Hh et Hm 5 56 %wu quant su passage de x a8
x! -

u_n.mmwcumwaHmnwmnmmBmmnmmqmnwmvwmumpl nrxm “HmnounmavOdamsnm
i
entre K K, et K}, Kf, K!, K! est donc une bijection.

0r Ky» Kor Ky 90 3

Cette relation est une généralisation de la relation triangle—étoile,
bien connue sur le modéle &'Ising ; en effet si nous posons »H = 0,0,

ym = 0,0, A>ﬂ>m = o_amv
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Nous obtenons 2 partir de 1'équation précédente 1'équation suivante (en

posant g n.uQAqwmmu 3

1 T ] L]
um” mo.Aﬂcm_cuam+w_nm+x~aﬁ+xuauu ) mxo+x_odow+wmawqw+muo_om
a=s1
(lz relation triangle pour le modéle d'Ising [i] correspond a Ky = 0).
Si nous superposons tBie-b8che telles relations (l1'une pour Au_.aw.awu

1'autre pour Aam_mb.aavv nous obtenons,en faisant le produit, 1'égalité :

' ) E f )
MU mx_ebom+x“oam mxmcmaa xmoc_ mxuomob+xuauc mxaoc_ouew

a

1772717173 3 27375 2774 e 3 63715 e

“MH K. oo,+K'0. 0 Klo, o +K, oG K.00 +K!0, o woaqmabam
- e
a

Nous ne sommes pas trés loin de la relation traduisant la relation

triangle sur le moddle & 8 vertex symétrique ; il suffirait, 2 gauche de 1'é-
K,00,0.0 Mo . 0.0,0+ 80 0,00,0+M0,0,0,7
galité, de remplacer e LR par e 508 kit e , €t 4 droire

K 00,0,0
de 1'égalité, de remplacer e LA par

mzaHnwaua+zowq:oma+xamamm_c

Or, lorsqu'on regarde la relation triangle sur le modéle 4 8 vertex syme-
trique,on voit facilement que la configuration 048y = 0,0, et g0, = 0,0y et
0,0 = U0, ne fournit aucune équation : les deux configurations sent mani-

festement égales. On peut donc écarter ce cas de figure en écrivant :

Q= (1 # 0,0,0,0,} {1 4 n_oquoav (1 + ououcmcmv

<=» -1 = Q_Quequ #* awamauam + odcumuoa

On peut donc remplacer :
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- QOmeOm par QQMQme + QQdONQm + Qmuuwnb

et - par o0 0,0, + 00 Ome + g Omm®

2%:% %2% 3 i

Ainsi en faisant M = - Ko la relation triangle sur le modéle a & vertex

se raméne complétement a 1'équation (1).

Du fair de cette identification, on ne s'étonnera pas qu'une uniformi-
gation elliptigue apparalsse sur une relation aussi simple que 1'équation

(1) :

ch 2K = ik '.autia.)
u h

sh 2! = i/k sn(io,)
i J
o=

n:mw.uwwn:ﬂwm.v
1 3

sh mxw = ifk muﬁwmuv

coth 2M = - dn(i})

sh 2M i/k sn(id)

]
=

ﬁw + mm

Cette uniformisation elliptique, remarquons le, apparaissait déji dans
1'appendice du céliébre article de L. Onsager ﬁmbu ce qui ne doit pas nous
surprendre, le cas du modéle d'lsing correspondant 3 un cas particulier du
modéle précéaent ﬁxo =M=10).

Au passage, pour clarifier le rBle gue jouent les courbes elliptiques
dans ces problémes, signalons que ces fonctions ne deivent pas &tre confon-
dues avec les fonctions elliptiques qui interviemnnent de facon manifeste par
exemple dans 1'expression de la fonction de partition du modiéle de Potts

sur réseau carré a la température critique :

-q
A A=D
iE VMegy, ———— g

“

a1,
o U
A &+xv Al xu

- pd+nmzlq.xw
avec A(x) = 7 —_— avec q, =1 - .mw + Vig(g-4)

n=0 A_;nmﬂ.xu

La période,qui intervient dans de telles expressions, est relide au
groupe, engendré par l'inverse et la symétrie,vu comme un groupe de transla-—
tion ﬁmu. Par exemple,dans le cas du modéle a4 8 vertex symétrique, la fonction
de partition apparait comme un objer triplement automorphe ; pour reprendre
les notations de R.J. Baxter ﬁuuu in, imt sont les deux périodes
des fonctions elliptiques dont nous parlons (et sant également bien sir des
périodes de la fonction de partition), et X est la pseudo-période reliée

4 la propriété d'automorphie de Z par le groupe précédent.

L'équation (1}, avec ou sans uniformisation elliptique, peut 8tre uti-

lisée de bien d'autres facons : on peut par exemple la réécrire :

K.. Lo . '
M” . 0 aa_am+r_ uumom+mm aada&+wu 0o,a,

o=+1

T '
mo+w_.a a +7m omop+w m_eunmub

= .8

(il suffit dans 1'équaction (1) d'effectuer les changements »~ = 0,0,

wm = 0,0, 8= aQ_Omu. Cette relation peut €tre symbolisée par les figures

o, % _ o
S

Ka huv AMQ K =

T o
[ Ky 3

On reconnait, dans 1'expression de droite,le modzle 3 B vertex symétrique

exprimé en terme de modile 3 spin. Cette éauivalence nous assure donc que le

modéle & trois spins, correspondant 3 la premiére des figures, est un pro-

bléme compldtement intégrable. Une autre interprétarion de 1%équation (1)

est la suivante : wﬂ =040, , ym = 0,0,



I
U
o

i

M mof :n awq%ﬂucdauiuodqmu o
cIH_

m in.o au+w 0,0 :.“u 199

que nous pouvons symboliser par les figures :

champ Ke
dyentuel

N
n

WA

Ce modéle & trois spins (avec un champ éventuel sur un sous-ensemble
des spins) est donc équivalent 3 un modéle d'Ising anisotrope sur réseau
triangulaire, donc 2 un mod2le de fermion libre ﬁu@w.

Revencng & la relarion triangle sur le modéle & § vertex symétrique.
Nous voyons donc , qu'en derniére analyse, la relation triangle sur le
modéle 3 § vertex symétrique provient en fait d'une identité algébrique trés
simple, liée au groupe nw @ Nm ; 1l est centant de généraliser ces idées

au groupe Nm @Nn @NM en utilisant l'identité :

M mm?o%_.y_%m; Ky A K m.f»N%mu.»Nyu%_u.»_»ﬂﬁ..V;yNJV
8
L} ¥ ‘ ] t ] ] r
KPRy A K K AR R R+ A At A AR Ao A

Cette relation pourrait 8tre a l'origine d'une relation tétrahddre :

la démarche est alors en guelque sorte inverse :

|mm|

on part d'une identité qui "marche" et 1'on essaye de trouver la relation
tétra edre a laquelle elle peut correspondre en jouant sur les interpréta~

tions des ym : >w = amqu. »w - omqmow_ yw = qpu_awuw ete. ..

b) LES RELATIONS TRIANGLE ET L'INVARIANCE PAR LES CONJUGAISONS (WEAK-GRAPH
DUALITY)

L'approche que nous venons de discuter, et qui s'appliquair aux modéles

a spins, consisterait,nous 1'avons dit, 2 partir d'un identité que i'on sait
etre satisfaite et & essayer de 1'interpréter comme une relation triangle ou
tétra édre. Un autre exemple traduisant ce type de point de vue, mais dans
le cadre des modiles a4 vertex maintenant, naous est fourni par A. Belavin

ﬁm_u : il part en quelque sorte de la solution, en supposant a priori une

uniformisation & 1'aide de fonctions @ (d'une variable fonctions O de Jacobi
y

ou de plusieurs wvariables ﬁmouv ot censtruit a partir de la, la relation

triangle. L'idée repose sur le rdle central qui est joué par les transforma-

tions du type "weak-graph duality' (conjugaisons sur ruu : si 1l'on considér

la matrice S & deux corps § ou encore le poids de Boltzmann associé a

Mv
un vertex W(i,j,k,1), i, j, k, 1 appartenant pour tixer les idées 2 Nn s il
est clair que les transformations du type :
5 =1 5 VA 4 i=1
ik T M W, i e WG e T AN D s,



ne modifient pas les fonctions de partition (ou les matrices S) de ces mode-

=1

R =1 5
les ; en effet les matrices w et w (resp w' et w' ') se détruisent mutuel-

lement sur le réseau, Toutes les symétries connues de la fonction de parti-

tion du modéle & B vertex symétrigue,par exemple,sont de ce type Acw + E..W

L

4 4

£, = + 1, permutations des W, au total un groupe de symétrie de 2
g 7=

éléments sans compler la dualité haute-basse température). Cependant ces
relations jouent, en l'verurence un rdle fondamental parce qu'slles

laissent stable la relation triangle :

'/

cqh

L'ensemble des équations provenant de la relation triangle doit dome
&tre stable par ces symétries de conjugaison ; aussi pour exploiter cette
stabilité, l'idée de Belavin consiste-t-elle a demander que guatre de ces
conjugaisons aient une représentation analytique sur les matrices S & deux
corps (matrices ﬁnv : elles vont toutes les deux se représenter comme les
deux translations du paramétre spectral par les deux périodes des fonctions

elliptiques (et ce a un facteur prés, puisque les équations triangles sont

homogénes) :
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M _ (@ L@

=1
A_vv - S(u) g =g « Stu) 3

S(utl) = (g

y =1 ¢ -1
sen) = A ) L os@ 8 = @ s L )

{Ce sont les equations (24) de l'article de Belavin ﬁm_uu.

A. Belavin effectue alors une démonstration HMm_u appendice) oi il
montre comment res hypothéses sur la seule matrice S & deux corps (ou sur
le seul vertex élémentaire), implique automatiguement la relation rriasgle.
il retrouve ainsi i'exemple, cité précédemment (II.b), s'uniformisant a
1'aide de fonctions O de plusieurs variables, mais il trouve cgalement des
modéles s'uniformisant & 1'aide de fonctions © d'une seule variable, plus

compliquées que les fonctions O de Jacobi :

QM 2 Q.N Q_
+swﬁﬁa+||va+ mamﬁniﬁﬂvﬁ:+Aﬂv

I DI

Q_.QN m= =

ol Q, et o, valent 0, 1, ... N-1.
Ce type de fonctions O intervient dans d'autres problémes par exemple
dans le modéle d'hexagone dur Hnwu 0, ¥ =35) (voir appendice | communication

privée de M. Caudin).

On peut parfaitement envisager d'étendre 1'approche de Belavin en dimen-
sion trois (ou plus), les conjugaisons selon les trois directions du vertex
se voyant représenter par trois trapslations (périodes ou pseudo-périodes)
sur une ou plusieurs variables spectrales. Cependant le type de fonctions

devant uniformiser le probléme est loin d'&tre évident a priori.

c) LE CRITERE le' ®f' =L . e ®F

1} Introduction du critere

Aussi allons-nous é&tudier une troisiéme voie que nous considérons

comme peut-g&tre la plus prometteuse : pour la clarté de 1'exposition nous
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allons développer ces idées sur l'exemple tris simple du modéle 2 8 vertex

symétrique dont nous rappelons la matrice 4x4 :

a 0 0 d
L = 0 b c O
0 c b O
d 0 0 a

Considérons le probléme suivant : déterminer les vecteurs e, f, e', f'

tel que l'on aie la propriété suivante :

Le®f]=%. e ®f!
1 1
Ecrivons e sous la forme AMV et e’ sous la forme ﬁ«.v. £ : ﬁuu et
i
m.ﬁu_u.

1

La propriété s'écrit encore :

r
a 0 0 d i 1
L}
C b ¢ O T = r
0 ¢ & 0 P p'
d o 0 a pr p'c!
L
ou encore
A B e e!
= X
C D e p'e!
¢ Jd
avec A o= |8 8] B = 0d & = Gc N b0
0 b c 0 d 0 0 a

On peut éliminer e’ ce qui revient alers a dire qu'il existe e tel que
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[c+pp-paspB)]e=0 <=

-p'atpb c-pp'd
dét [C + pD - p'(A+pB) ] = 0 <=> =0
-pp'e+d pa=p'b

2 2

<> (p 0_M+: cd - Aumfﬁ_Mv ab + m..mq.ﬁ.wm+v In_M!nmmV -0

On constate qu'on retrouve m»nmmm de trés simple fagon, les invariants
a? & pl - o2 - g2 . ah
et —.
ab od

du modéle a 8 vertex symétrique

Ces invariants étant donnés, il est connu que des transformations
telles que la précédente, liant p a p'
wdxm

, s'uniformisent grice & des fonctions
elliptiques : si p =
1/2

« 8o u

alors p' = k . snfu + 2n)

(ol k et 1 ont les mémes définitions que précédemment).

Censidérons 1'exemple encore plus simple du modéle 3 6 vertex (d = D) :

on trouve alors 1'équation :
2 2 2 2
Avh+u. ) ab - ﬁv.ﬁmm+v -¢7) =0
mais également 1'équation pr = p'r'.

51 nous posons p' = - p . t, la premiere relation revient a définir un

nouvel invariant pour le modéle :

mw + UN - nm + ab{t + Wv =

o

b

<> (av ) (@ =l

MNous voyons gque nous pouvens encore poser du fair de 1'équation précé-

dente

= ¢fx

Lallk-o

ce qui revient a dire

e
“

a+ th = cx
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que T = - ptfx, r' = p/x = -p'/xt,ainsi que A = a.

En effet,on a alors :

1 a 00 0} 1
plx ¢ b ¢ 0 -pt/x
# -pt - 0D ¢ b G P
|vmnxx 0 0 0 a lvwm\x*
On pouvait également envisager de poser p' = -p/t, augquel cas on aurait
eu :
1 a 0 0 0 i
_ px - 0 b ¢ O -px/t
) -p/t 0 ¢ b O 2
|vwx\n 0 0 0 a |ﬂmw\n

Nous conviendrons pour la suite de symboliser ces égalités par :

Wl

pour la deuxibme convention.

Nous retrouvons donc tris naturellement l'uniformisation rationnelle
qu'introduisaient par exemple Sklyanin, Takhtajan et Faddeev lorsqu’ils

écrivaient [267]
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. ¢ g v o " = - )
{si 1'on consideére,au lieu de la variable x,la variable (0 telle que e = X,

on réobtient 1'uniformisation bien connue 4 |'aide des sinus ou des sinus
hyparboliques Mwwuv.

Nous allons voir gu'on peut a partir de cette propriéré sur la seule
matrice a deux corps (resp. le seul poids de Boltzmann du verzex),cbtenir la
relation triangle dans le cas du modéle & 6 vertex symétrique : en effer, a
partir de cette propriété, on peut écrira 1'égalité entre les figures sui-

vauntes :

-px"/t -plix -px "/t ~phx

-pt/y - pix”

sous réserve gque xx'" = x

Avec ces conventions nécessaires pour éerire des produits matriciels,
mais qui dissymétrisent les rBles joués par W, W' et W', les équations cri-

linéaires s'écrivent :

ac'e" + ch'b" = ca'a"
ac'b" # ch'e" = pe'a"

ab'c"™ + ce'd” = ba'c"
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avec le changement de variable précédent

mjo

~

I

s
® o

L]

]

x(1-1/t%) _ x(?-1)
1 - Mw\nn ﬁnmlme

W
[

On peut vérifier facilement que les trois équations précédentes donnent

effectivement xx' = x". Nous voyons,sur cet exemple,

tion de ce eritire qui induit (wais n'implique pas stricto sensu, nous revien—

la simplicité d'urilisa-

drons sur ce point) la telation triangle. Ce qui apparait également claire-

ment est la rapidité avec laquelle, utilisant ce critére on peut obtenir les

invariants algébriques d'un modéle. Lllustrons cetcte affirmation sur le modé-

le 3 B vertex le plus général et sur le modéle & 16 vertex :

Dans le cas plus simple du modéle & huit vertex quelconque

1 7
0 w, Ug 0
0 W g (]
uy 0 0 ay

ce méme critére conduit a L'équation :

pu, = Plug we - pp'iy, o
% = J oy puy = Py,
2 2 2 _
gy 0 = umu. Wty + mu.?.w g - W, EuEbv

»ih

Cette équation nous fournit la généralisation des invariants

2 2 2 2

a  +b ~-c¢ =4d ed

et

d
2 ab ab w,u

Nous avons donc un invariant de plus :

retrouve dans le cas

2o

Ay M s B I 1
» T e

Wby

»en 1'occurrence, T e
174 273
W,

W
273
du modéle 2 6 vertex asymétrique(auquel est associé

. Da2ux remarques s'imposent : on

- ww, - Wow W, w

4

273

une famille de matrice de transfert qui commutent, dépendant de deux paramée—

tres ﬁuwu meq =0, w

savoir @

1

2
Eu = cJEm = Euﬂk
Wy, + oy

= Emuv les deux invariants connus pour ce modéle i

Nous voyons d'autre part qu'en effectuant la transformation simple

o+ Blpiep' ) + yep' +

. p l'équation précédente se raméne a la forme

2

ap pt

sation elliptique : nous en venons & la conclusion que 1'on peut introduire

une uniformisation elliprique sur le modéle a B vertex non symétrique.

Appliquons maintenant ce critére(ie’' @ £' = Le @ f)2 un modéle déja

compliqué, le modéle 2

utilisons 1'invarisance par les conjugaisons (weak-graph duality) pour ramener

16 vertex. Tout comme Gaaf et Hijmans ﬁwm..._ , nous

la matrice 4x4 3 la forme suivante :

T
A B } , We by
c b Wy Wy Wq EF_
7 Y9 Y13 2
Le critére précédent conduit & l'équation :

= 0 qui, nous le savons, appelle une uniformi-
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asc [C v pD - p'(a+pB) ] = 0 <=

wg * By = Bluy T pRIMyy g ¢ Py, = pley, - PRl

m.
=0
— LI — L] - 1 = -E

Wy ¥ PWy g T Py T PRI Hg ¥ PWy T RTW, T PR g

2 5 , , R

<=> AEm = wewo) + cnsmtm TR Y EmEduu
* p gy, + Wy~ Wy = g0
L 2 + 2, L + Em - wal, = 2w 0, . — Wt}
Ry 13%1 ¥ Y5 T Yy g%10 1“2
2

* P luguy — w0y,
* _NAE W= W W, )

P 1%% 13°14
+ _NAE W, . + WWw, )

PR Mg ™10
= g bl e, & )

PR glg F Mg

g 2, 2
+ pp' Aeﬂo - emguv =0
2,2 ,2

Les quotients des coefficients des divers mondmes p~, p'", pp' etc...
fournissent des invariants algébriques du medéle (en supposant que le modele

est susceptible de supporter une relation triangle bien siir).

2) Lien avec 1'algébre de Zamolodchikov

Comparens cette propriété de la matrice L qui consiste & transformer un

projectenr (e % f) en un autre projecteur (e’ (» £') avec la notion d'algébre de

Zamoledchikov. A.B. Zamolodchikov et A.B. Zamolodchikov ont introduit ﬁ_mu
cette notion parce qu'elle assure automatiguement la réalisation de la rela-
tion triangle : en effet counsidérons la relation :

>wﬁcsv >unonv =8 rhmmslamv SR I A () (2}

ij

'0W|

ou les bm appartiennent 2 une certaine algébre et dépendent d'un paramétre
{nous n'écrivons pas les sommaticms : on doit sommer sur tout indice répété).
Si 1l'on considére le produit »xﬁe_u. >wﬁmwy. >sm0uv.wH v a deux facons de le

développer : soit en écrivant
) B - ab G e q e Ay
»xﬁouv >wﬁ0mv »wﬁmuv quﬁo_rouu A {8,) A (0 A (0,)

(G}

vl

ab _p Ll A 53
mxwﬁa_ OMV mwnﬁo_ Cuv A, (0,) ynﬁru\ A
_ gdb _a CVen tu,. _ " G
= msenod 9,) 8,,(0,-65) 8, (6,-0.) & (6,) A (0,) 4,(0,)
soit en écrivant

ab
»xA@AV wwA@uu >Nﬁewv = mmuaamlmuu pxnoﬂv >mﬁ@wV »eﬁomu

ef en continuant de maniére analogue. Ceci conduit & !'équation :
ab i [ N tu,~ " 4
quﬁoi 0y) 8p,(0,-64) S, (6,-05) & (G) A (Gy) A (0)
_ edb,n te,n _ uv : A -
= mwnﬁ@m cuv mxmho_ @uv mnvﬁom @mv >nﬁouu b:nouv ><Hc_v

gui assure l'existence de la relation triangle suivante (factorisatinn de la

matrice §) :

.ab _ eV .o o tu _oedb. o A MV o
uxqﬁ@_ 0,) mcmsﬂ Owu mmnAOM ouv mwNA:N Cuv 5..%9, OMV 8 o $0;7€5)

En fait, pour tre rigoureux,il faut s'assurer que les différents
bnAmuv b:ﬁmmv &<A®dv forment un ensemble de vecteurs indépendants, ce qui est

asgez difficile en général.

Remarquons qufune difficulté analogue existe pour démentrer la relation
triangle 3 partir du critére précédent (he' @ f' = Le ® £). En effet ce que
nous démontrons c'est que deux matrices donnent le méme résulrar lorsqu'elles

1 A 1
issent sur le vecte
agis vecteur [ . @ : @an

4 ®

et ce quel que soit p



< Jh) =

(x, ¢, x" sont fixés)., Ceci n'implique pas,a priori,1'égalité de ces matri-

ces (matrices § 2 trois corps). Cependant ce vecteur possiéde huit composan-—

m. une 2 vu. une constante

tes dont trois sont proportionnelles & p, treis 2 p
en p. Cette notion d'homogénéité en p permet de voir facilement quelles sont

les relations existant entre ces deux matriceas.

De pius on peut trouver d’autres configurations analogues & celles de la
figure précédente : le probléme est ici de savoir si la réunion de teutes ces

contraintes implique effectivement 1'identité de ces deux matrices.

Nous allons voir,sur l'exemple du modéle a2 8 vertex symétrique,qu'en
fait le critére que nous avons introduit s'identifie avec une représentation
foncrionnelle de 1'algébre de Zamolodchikov : en effet on peut voir que si

1'on représente >Wn®_u comme 1%opérateur
A, (6,) f(z) = mMAnloﬂv f(z-n)

- - N 4 = N
o i =1, 2, anNv = Gdﬁmw.z Vs mwhhu Oanmn.a )

q= muﬂa. on peut vérilier gue la relation sur l'algébre de Zamolodchi-

kov revient a la relation

. - e cflis o = =
Hpnwladu nufwlmmrzu mano“ Ouu mrﬁn @mV £ {z o_ ) {3
fo.(v) £, ()
Or si 1'on impose gue w¢wﬂ<v est égal a il Xl v (j+i, i+1,
ij mmnoV . mm+mﬁ¢+:\ 1
i+j doivent &tre regardés modulo 2) si i + k =77 + 1 (mod 2}, mmm est

aul sinon, la relation est une identité vérifiée par les fonctioms @ de

Jacobi. Il est alors facile de voir que w.wammhmnm précédente revient &

éerire de' @ f' = L.e @ £ ob L s'identifie 2 mw..“. vu comme une matrice 4x4
1 1
et e = mﬂ y if = m_
o nnlamv \& ﬁuledljv
4 4
i 1
={ e, S Y
mﬂ.ﬁulo_w mﬂ.ﬁﬁt¢N1:v

9 1
Comme ——(u) = k
8,

tion elliptique complétement identifié ces deux critires. Cependant 1'algi-

/2

sn(u) ncus avons dans le cadre de cette uniformisa-

bre de Zamolodchikov est une notion abstraite qui ne devient vraiment utile
que lorsqu'on a pu lui associer une représentation analytique précise : or
"deviner” une relation telle que (3) est au moing aussi difficile que de vé-
rifier la relation triangle pour le modéle & B vertex symétrique par la mé-
thode classique qui fait intervenir certaines identités sur les fonctions
elliptiques (relatione quartiques de Riemann). Le critiére gue nous avons mis
en avant présente l'avantage de permettre de conduire tous les calculs méme

s1 l'on a pas vu l'vniformisation elliptique (ou tour autre) sous jacente.

3) Les liens avec 1'ansatz de Bethe et 1l'existence d'un pseudo-vide

Nous allons maintenant voir qu'il existe des liens {troits entre
le critére de' @ f' = L.e @ f et la construction des vecteurs propres de
L'ansatz de Bethe. Cette construction repose ﬁuqu sur 1'existence d'un vec-
teur, le pseudo-vide, qui est un pur produit tenmsoriel, et qui est tel qu'il
se transforme par !'action de la matrice de transfert en lui-méme, translaté

d'un pas du réseau :

Une conditien suffisante pour obtenir ce pseudo-vide est que, dans le
cadre de la propriété précédente, on puisse avoir le meme vecteur sur les

deux branches notées par un trait plus fort :

En fait les expressions exactes de e', f, e, £"
ﬁ @

sont secondairtes, ce qui importe étant 1la c¢ohé-

rence que nous symbolisons par :

Nm_

|
i
e

|
|
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Nous nous plagons dans le cadre du modéle a 16 vertex :

1
1 Wy Yy Mg
L} 1
IS LA I e e S B 1 ?
a’ T e B 7 %
« S |
P - AT P
1,
el
i _
() ()
q"’ q
i
(3
P

Nous avuns les équations sulvantes :

_ ?.wicm_z + nnEuEEE ) Eui;mvv ki nﬂedw+emuv
g¥ = = -
Gyt p) + qlughn,p) Gy 3ra,p) + alegtw, op)
i AE_uitan + vnsr+edonu

(Wt ga) + plwg +wa)

?J..:aJ 14 )+ p ,Em+swnv

AEm+Ewnv + vﬁEm+E_bav
Des premiéres équations nous obtenons q en fonction de p et q'

= '
Em.,.c_mnv - n.ae_i;;ov Eqémuu EGE»E q

AE_D:._”.%V q' - nauifbvv (wetwyop) 9" = 55...&»5

Cette derniére équation nous donne la condition de cohérence suivante

pour qu'un pur produit tensoriel e @ f donne un pur produit tensoriel

e'" @f' par action de la matrice L :

qQ s

lu_.UI

g st 1 1 B 7
?ai;mmuré_n w, P4 ) nemn oy 0PG4 EME
& = v LR Yy =
ﬁEu+Emv|S_.a W, P4 ) Asﬂcn iy pg iy Eﬂbﬂv (a)

O peut €galement obtenir 1l'expression de p en fonction de g et p'

- (o, 4*05a) = (wy+w, q)p’ lpre qa) = (rugqdp’

P
" . o Yoz fg
?: .\.+aunuu EﬁEEi ?u:g:.ﬁv ntcgmﬁ

qui conduit & la condition de cohérence suivante s'exprimant cette fols-eci

en fonction de g et p' :

tion

rons

.

o 1 13 ' Yo -
AE_u+va W p ', Gap b nEmv 9P "y mnv

o T, 1y ' ' 5 F
?w+5$n wgp'waap') (W p'+wqp énxfcﬁ (B)

Nous voulons réaliser la cohérence suivante

Ce qui nécessite 1'équation (A) sur p et q' mais également que l’équa—
(B) soit satisfaite q' remplacant q et p remplagant p' ; nous appelle-

cette derniiére équations (C) :
' ' v _ '
(g y*5'~w,pw, 0pa’) (wgpew,, q'pwg=wyq")
= nEq+E¢un.lﬁwwrSuﬁa_u ﬂedbm+5uvn.18a|5mo;_v (c)

Pour que les éguations (A) et (C) soient simultanément vérifiées une
2 2

condition suffisante est que les coefficients des divers mondmes p~, g', p,

2

p q' etc... soient égaux. Ceci nous conduit aux diverses équations.



0= - + -
En posant ! w, = W W,

terme en q'

0 - =
wy g 2 Emso + 2 Wil 0
terme en p
g =2 Wty + 2 Wolh,, = 0
2

terme en p q'
@

14

" o2
terme en pq'

14 s

?;J;mv Cwg o= 0
cerme constant @
(W, =twa) . W, = 0

43

(le terme en pq’ ne conduit A aucune dquation).
Etudions tour d'abord les quatre premiéres €quations.

1) 8i 0 est nul, les quatve premiéres équations se raménent 2

Wolg = Uiy s Wallyq = tlaly,
EWE,—D = EMEQ- EWE‘.N. g EME.‘U

= 9 p =
Q ..Ewc.;o + 2 Wl Q

w,, * 2 w,w =0

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

a) si tigy Wy

b) Si w =0 et w, =

5
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gont tous deux non nuls, ces éguatlons se raménent a

nvmwamno.sumoumwonmsn:‘. = W, =W

d) mw_cwno.ammo. alors W, = W, = W,. = W

g 10

2) 8i £ est non nul

a) Supposons @y

alors de (2) et {(4)

#0

et w

0 14

nous tirons

et de (1) et (3) nous tirons

l E
]
£

|3
£

W,

s T | s
b T DO W
¥g “g Y %1
e W, Tt m,,
10 s Mg

5

De (7) et {B) nous tirons que soit

— w0 soit

Siw, =0 (7)

Wyg Wy
EI. - g ek 1 = ﬂc[’ N
14 10
W, w
ois (B) =5 —3. = 13
Y10 Y

0, les équations sont satisfaites.

(7)

(8)
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w
(M et @) = eerasy
“10
Byq
(1) er (2) => E‘.uus.uno ou ﬂmlnm =+ 1
(%] 157
13 10
81w, et w,, # 0 — == 1 = g'g"
9 i3 Wy, W
(1) ou (2) ou (3) ou (4) => -2 ¢e'w._ =10

51 g =g T 0 (3) ecu
i 4l
si2=—L.e (1
“12. Yo
(2)
m
Bl SR
9

(1) ou (2) ou (1) ou (4)

5 7

b) Supposons gue Emc = Egp =0

(3) et {4) => Wty = 0 = W, o
Seit Wy = 0 (1) et (2) se réduisent a

= . Q=72
E#wm NEm&c et wgll Weld 4
wy = 0 => Wy = 0
Y9

wy ¥ 0 =>» =g=4+1 => {-Yew, =0

9 W - 5

i3

Soit Wy = Wy = 0 les équations sonti automatiquement satisfaites.

4 = Q-2c'w. =0

=

ey
et (3) =» — @ = 2(w.~ew,)
W 5 7
9
g
) =y — Q= -}
et (4} => Q NEm £,

)

3
i3

= -2ce"w, *+ 2 ¢, =20

c) Supposons w

10 14

w, 1w
(e 3 = 2..2

Y14 7

£ Mgy 0= Wy
(4) <=> gl g = Wty
= Y o= - (2) et (3) = w, = w,

(2) <=> Emr mEuE_p 9 14
d) Supposons Wiy =0, wy #0

, h;
{2) ek (4) = 2w =2 ~

W w

10 7 => = =y
5 g

(3) <=> Wity = Wty o
(1) <> w0 = - 2w, (1) en (4 = w4 >ilg

Si nous faisons maintenant intervenir les fquations (5) et (6) dont les

GELEET ® G, & 8 E =0 W =
solutions sont Em FN : o E.u Eb ou _E_ ?_N er w ou rzu Eb et Em
ou Wy = Wy = 0, nous obtenons les sclutions du systéme des 6 équations

tizales. Parmi toutes ces solutions donnons en certaines :

Nous avons tout d'abord les solutions bien connues :

=0

ini=

a) Em = Eﬂo = Equ = E_b =0 et E_ E Ew er Eu = (mod2le a 8 vertex symé-
trique).
b) Wy = E_o = Edu T 0 et Wy o=y et Wy = 0 (modéle 3 6 vertex asymé-

trique connu pour avoir une famille de matrice de transfert commutante,

famille dépendant de deux paramétres ﬁuqu mals également :
c) w, *uw, = Wy kW, B =g = 0

d) Wy =W, =, =w, =0= gy @y = w,
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€) Wy = Uy =Wy =y,
eb1€u+smls_nmsm+wswnc
ma.e_ = w, et Euueb. ou w, = w, et Wy = 0.
F Y = = = & “ =
kL ) = G Uy = U W ™ Wy ¥ g 0, Uy =
Euus_v + =0
gl owg = Wy, Wy =

La solution c) ?_, Ty T Wy oy, U T g = 0) conduit & une matrice

r: qui &crite en tant que matrice développée sur les matrices dJe Pauli

est égal
3 3
By = M z..o...“uz‘na+Mr_..oa.
i=0, =0 i} 1 3 00 o 9 i=j ot o i
3
+Ms,q =A®7 + 1B
j=1 Jo 1
1
ot A m:oqo+M£ow.ﬁ
=1
3
B = w.z o+ W, a,
£ o o i1 jo 1

$i nous écrivons Ly comme une mattice 4x4,neus voyons qu'elle s'éerit :

Wy Yy g 0}
X Y - Egu Ep 0 Edo
Z T Ew 0 Eu 8:.
0wy wy w,

oi X, ¥, Z, T sont quatre matrices qui peuvent &tre mises simultanément sous

forme triangulaire supérieure (resp. inférieure) (en effet elles peuvent méme

T i\

tre simultanément diagonalisées car X = T + A1 etZ et Y sont proportion-

nels &4 la matrice identité). Le modéle satisfait donc les conditions de

J. Rae ﬁmuu et correspond donc 4 un modéle unidimensionnel dont on peut

méme donner la fonction de partition :

anwwfgv+,ad+ Qﬁr;v-fazm+b:au:@;

avec >“mﬁv = Wy vy 4 yﬂnxv
A (K) = 1 w, + w, + <\AE —u vm + 4wt !
1 2 1 4 174 _u;,
y_ﬁmv = Wy + »ﬁndv =g

Remarquons qu'un probléme dont la matrice L, s'derit A@ 1+ § @B

vérifie automatiquement la relation triangle (ceci nous fournit un exemple

supplémentaire de relation triangle "triviale") :

A B A

\
/>OP+Bon \

Aesli+feB é ?

aei+feB

La sclution g) correspond 3 la forme suivante : X =T, ¥ = Z ol X et Y
s = i 01 » . wi 3
sont combinaison linéaire de la matrice Aﬂou et de la matrice idencite, ces
quatre matrices sont donc simultanément diagonalisables, on retombe la encore

sur un modéle unidimensiecnnel.
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Classiquement la construction du pseudo-vide de l'ansatz de Bethe est

présentée de la facon suivante :

(1 (2) (33 (n)
T
a 0 0 d
A B 0 b c 0O
. . o n . -
Lorsque nous écriveomns Lp = = 0 & b 0 et écrivons la
cC D
noon d 0 0 a

matrice de transfert comme T = Tr ] ﬁn. le produit matriciel en question
n

est le produit des matrices r: vu comme des matrices 2x2, et lorsqu'au court

dé ces divers produits on obtient des Lermes comme A A,C il faut regarder

1Ay

le produit comme un produit tensoriel : les divers bﬁ. mn ... opErent pour

des n différents sur des espaces différents. Si nous prenons un pseudo-vide

1t

a prieri de la forme Y & e (comme auparavant) nous obtenons :
i

‘A e Be
nn mn

C e D e
oo an

T = Tr Il
n

Si nﬁm: était nul nous aurions{puisque c'est la trace qui intervient):

Ty = .w Ae + ® De

ce n'est en général pas le cas et l'on recherche & trianguler la matrice ﬁ;m

Le — M L e.M
Du : u==+¢

avec la conditiom xz+_ = x_. conjugaisons qui laissent stable la trace. La

n
en utilisant les conjugaisons les plus générales :

recherche de ces matrices mxmﬁzL conduit a I'édquation
=10

a+ Blp? +p'?) ypp' + Eume.m

Le lecteur désireux d'approfondir cette guestion, qui est le point de

départ de l'ansatz de Bethe sur le modéle 3 B vertex symétrique, pourra se

reporter & 1'excellente revue de P.W. Kasteleyn ﬁuwu. En fait on peut voir,

en rentrant dans les détails, que la premiére colonne (resp. la seconde) de

la matrice xb s’identifie avec les vecteurs gue nous avions noutés AMU et nm.u.
Ceci achive de montrer que le critére que nous avons introduit s'identifie
avec la possibilité de trianguler la matrice rsmﬂ. propriécé fondamentale
pour 1'ansatz de Bethe.

Notre critére s'identifie & une représentation analytique de l'algébre
de Zamolodchikov et au travers de cette algébre, ou directement, nous l'avons

vi, est lié a 1'existence d'une relation triangle éroile sur le modele.

Via notre nouveau critére, nous voyens que nous avons erabli des cor-
respondances entre des notions a priori éloignées (ansatz de Bethe, relation
triangle, algébre de Zamolodchikov, triangulation de la matrice rmm:v. D'au-
tre part nous avons rappelé précédemment tout le parti gu'avait tiré
A. Belavin de l'urilisation des conjugaisons sur les modéles 2 vertex inté-
grables. En failt la notion d'invariance par les conjugaisons (weak-graph

duality) est parfaitement compatible avec notre critere. En effet si l'on a :
ym.@ﬁnrﬁ.m ® £

n
zn_ Q@Zld il suffira de prendre au lieu de (e', £', e, f) le quadruplet

(Me', Nf', Me, NE).

on est alors assuré d'avoir cette méme propriété pour Hm =M@N . L_.

Ce critére est donc au carrefour de tous les concepts clefs gui
interviennent dans les modéles intégrables, et il a 1'avantage de con-
duire aux calculs les plus simples.

4) Autres applications du critére qu'au modéle & 16 vertex et ses

dégénérescences

Nous avons explicité la condition Ae' @ f' = L e ® f sur des exemples
faisant intervenir des variables du type Ising (appartenant a va. Regardons
ce qu'il peut advenir de cette méme condition sur un exemple simple de
modéle ol interviennent des variables appartenant a Nw. Nous revenons a
1'exemple dG & Y. Stroganov ﬁm_u que nous savons 8tre complértement iatégra-

ble et admettre une relation triangle :
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g, . =g é., 6., 8.  +a 8. 6., +a, 6., 8 Elles définissent les transf ti faisant pas ap' cgale—
i3, i i S R TR 2 %3 %3 . . ransforma Hoam..m_mﬂw |ﬁMWmmﬂvmm p ap', et egale
ment de q & q', exhibent le module du probléme <5 —, et indiquent
g E . 2 g o également que ce probléme fera intervenir une uniformisation rationnelle,
Pour g = 3, i, j, k, 1 & Nu. la matrice mwu.wW peut &tre explicitée sous ronnelie

. En fait ce que nous venons d'exposer pour q = 3 est i :
la forme d'une matrice 9x9 (on notera a = g, + 0y + 0, b=g,c= Quu : q P P q = 3 est valable quel que soit q :

zinsi pour q = 4 nous aurons avec

f = et ' =

=1

R

1

U-
3_.
r!

[ == I

o o

trois équations, les deux premiéres étant identiques aux deux précédentes,

(=2 - i = |

v v P 2 .
la troisiéme n'étant autre que (r +r'2) ab ~ e (c2=a?-b?) = 0.

o o o T o o
o o o o
(=l = e i = N =}

5) Les

Nous avens vu que le critére que nous avons introduit permet de trouver

T O o o oo
c oo o o c o o

=]

trés rapidement les invariants des modéles (modules, point de normalisation,

o
]
S o 0o o o o0 o o
c o Cc o o n
r
o O o 0 O o oo
oD O Cc o ®
o
o o v O o o n
(=T - =
2]

...), & supposer bien sfr que les modéles soient des moléles complérement

intégrables, Il permet également de simplifier considérablement la recherche
1 1
Si nous notons f =| p et £' =|[p' nous obtenons les deux dqua~—
q q' avons vu sur l'exemple du modéle & 6 vertex symétrique que, i la différence
tions suivantes : dét M = 0 et dét N = 0 ou M et N sont les deux matrices

du pseude-vide. En ce qui concerne la recherche deg relations triangle nous

des approches classigues, on obrepait d'entrée de jeu 1'équation xx" = x

BuLvEDges : (dsnsles approches classiques on obtient cette équation en dernier). Dans

catte approche les bonnes variables, et leurs relations mutuelles nécessaires

T
ap'-pb = 0 . . . . ;
PP pour aveir une relation triangle, sont obtenues trés rapiderment. Tl reste a

M= pp'e bp'~pa G vérifier que la solution gue 1'on présente ainsi z priori est bien une solu-

re stg  Bprp tion effective. Dans cette approche nous voyons que nous sommes amenés 4 dé-
finir le modéle non pas de la facon classique AEA T gy Wy T W, Wy o= 0
=g T e etc) mais en quelque sorte & "1'envers" par sa paramérrisation.
Par exemple dans le cas du modéle & 6 vertex symétrique, le modéle seraic
&t W= pale  blg'-q) -cp défini au départ comme satisfaisant A e' @ f' = L e @ [, et possédant

5 ! deux parametres t (le module) et x (le paramétre spectral). La matrice 4xé4
qq'e 0 bg'~qa r
de ce modele s'écrit alors nécessairement :

Ces deux équations sont les suivantes :

Aﬂm+n_Mv ab - cu.nnwlmwuwwv =0
2
mnw+n_MV ab - aa.nnmlmulvrv =0
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X
B Wy Mg P
0 Ep Em 0
Q W Em 0
X
0] wy wg + w,
U
avec (g = AEW gy - Emv 4 et 4 gt
t

11 faut alors écvrire la relatvion triangle pour ce modéle plus large que
le modéle & 6 vertex symétrique ; les contraintes provenant de la relation

triangle imposeront E_e = Ew =0, Eu = En.

Autrement dit,dans cette approche,nous partons de la solurion et ajus-
tons les paramétres supplémentaires dont nous disposons pour préciser cetie

solution afin qu'elle vérifie en toute rigueur la relation triangle. On

comparera cette approche & 1l'approche classique ol les équations triangle
apparaissent pgénéralement surdéterminées {le nombre d'éguations est

d'ordinaire plus grand que le nombre de variables).

D'autre part, un des intéxérs de ce critere réside dans le fait
qu'il se généralise de facon extrémement naturelle en dimension supérieure ;
si nous considérons les wmatrices L correspondant au vertex tridimensionnel,

nous lui associerons la propriété suivante :

le'®i'@e' ~Le@®E@e

et nous seront amenés a chercher & obtenir les relations suivantes (relation

tétra édre sur des états particuliers) :

Les notations sont les mémes que celles introduites sur la relation

triangle :



signifie que l'état rentrant

1 I i
D@ ®

Une autre direction & explorer est l'extension de ce critére aux modeles

que nous avons convenu d'appeler modéles & spins. Une extension possible con-
sisterait pour un moddle & spin défini sur un réseau carré par le poids

suivant W(a,b,c,d) associé a tous les carrés élémentaires,

W(a,b,c,d)

& demander la réalisation de la propriété suivante :
A e'(b,e) ®f'(a,b) = M W(a,b,c,d) ela,d) ® £{d,c)
d

sia, b, ¢, 4 € Nu.

i 4 composantes ; on remarque que e(a,d), £(d,c) ne sont pas indépendants

e dépend d'un élément de &, x Z, c'est done un vectaur
2 Z

puisgue d intervient dans e et dans £ (et de méme b dans e' et £'). Il serait
important de pouvoir, & partir d'une propriété semblable, rstrouver 1'unifor=-
misation elliptique intervenant dans le modéle d'hexagone dur,

Une derniere direction 2 explorer consiste (puisgue nous avons vu qu'il
érait assez facile d'exhiber les modiéles pour lesguels il existait un pseudo-
vide Y = nw e qui, par l'action de la matrice de tramsfert du modéle, donne
un nmm=u0|¢wmm semblable ' = & &) A regarder les conséquences de cette
propridcé : assurément cette vmonHWmnm est plus faible que la complite inté-
grabilité mais elle est tout de méme assez contraigrante. Sur les érats
o= nw.mm qui dépendent d'un paramétre continu (noté p dans le texte) on peut

i G . .
notamment de facon immédiate la commutation des matrices de transfert,

voir
bien slir 1'ensemble de ces états ne forme pas une base de 1'espace vectoriel

total (sinon nous auricns démontré & partir de cette propriété 1l'existence

- B7 -

d'une famille de matrice de transfert qui commute, propriété tres forte). 11
peut donc @tre intéressant d'étudier cette propriété et la classe des modé-
les qui la possédent (et ce en toute dimension) car cette classe est plus
large que la classe des modéles intégrables. Ceci rejoint le point de vue
que nous avions développé sur les modeles possédant la seule relation d'in-

verse en les voyant comme un ensemble plus vaste que les modiles intégrables

(13 [2] [o]-
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CONCILUSION

Les équaticns de factorisation, appelées parfois équations de Yang~
Baxter ﬁmmuv ainsi que leurs géndralisations en dimensions supérieures {(équa-
tions tétra adre ) jouent un réle fondamental pour les modéles exactement
solubles” en mécanique statristique, et dans d'autres domaines (la méthode de
scattering inverse quantigue entre autres). Nous avons en nous appuyant sur
le plus grand nombre d'exemples possible montré les problémes que 1'on pou-
vait rencontrer dans la recherclie de ces équations de Yang~Baxter. Hous avons
discuré de 1'existence de nombreuses solutions malheureusement triviales

qutil convient d'éviter.

Nous avons ensuite illustré la lourdeur des calculs rencontrés dans
une Techerche des équations de Yang-Baxter que nous qualifierons de "classi-
que" et dont on peut considérer que les exemples les plus achevés sont four—
nis par les articles de H.C. Ottinger et J. lonerkamp ﬁmmu ainsi que celui
de V.V. Bazhanov et Y.G, Strogcnov ﬁumu. Nous avons enfin proposé des idées
ou des méthodes permettant éventuellement de simplifier cette approche clas~
sique. Nous avons surtout dégagé un critére tries simple permertant d'obtenir

facilement les quadriques intervenant dans ces problémes,

Nous avens montré les liens existant entre ce critére simple et 1l'algeé-
bre de Zamolodchikov. Les liens entre ce critére et la construction
explicite, de 1'ansatz de Bethe, et plus précisément 1'exis-
tence du pseudo-vide ont également été indiqués. Ce crit@re s'avére prometteur

de par la simplicité des calculs qu'il induit, ainsi que par sa généralisa-

rion immédiate en dimension supérieure & deux. Il reste & développer

ces idéeés sur 1'exemple de la relation tétra &dre ainsi qu'ad les généraliser

aux modéles 3 spins notamment au modéle d'hexagone dur.

Imwmﬁl
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Les invariants algébriques qui interviennent dans le modele

dur sont :

(1

(2

(3

2
i Wy = W,
Ay =2 1/2 (1 -z . mw+xv = IME = L]
23
Eu.lEENlEEJ
A, w43 52
3 st i
wa b,
b, = Gy = o) ¥t

d'hexagone

Si (1) et (3) sont deux équations différentes, alors la seule solution

et la solurion triviale.

81 (1) et (3) sont les mlmes équations zlors (2) se rééerit

2 1
Cbﬁam - E_Emv ENAMM.E.Eu Em&wv

qui se découple en

et

pour

1
3 T Wl TR MM,

un certain A fixe.
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Nous avons alors le jeu de trois équations suivant :

2.
Wy = W + bd Ly
Em = W, - 4 w, u
3 175 A T274
2 _ A
w, |DEmEm f Wty
Si nous posons w, =0y . @m on peut s'apercevoir par un calcul gimple
que 51
2 Qw B
g 3
Qb 3
et mdm = -4 les équations précédentes se réécrivent
a’n
273
7 Pt
O# = 4§ . mmmw § . Ob@w
2 S
Oy = § . Gﬂnm & i LwOa
0% - a _ st =W
Gb =38 . Cmom & : oaOu
On reconnait alors les relations quadratiques satisfaices par m_ la
4
fonction O usuelle impaire de période 2m, @mm:v = D_nc -5

@mn:v = Q_Ac + 4u[5), obﬂ:v = @_A: + 2m/5),
@mn:v = G_nc - 21/5) avec

G, (27/5)
L

mﬁﬁd\mv

Les dquations se déduisent de la premiére €quation en faisant agir suc-

cessivement le cycle d'ordre 5 sur lee indices :

1+2=4+5=3= 1, Ou trouvera ainsi deux éguations compatibles

avee le jeu de trois équations précédentes

Cette uniformisation elliptigue appelle plusieurs commentaires : tout
d'abord 1'existence d'une transformation d'ordre 5 (la translation du para-
metre spectral de 2m/5) est a mettre en relation avec l'existence de 5 pha-
ses, 5 domaines analytiques dans ce probléme. Certe situation généralise
celle bien connue ot l'on dispose d'une transformation d'ordre 2, la dualite
de Kramers-Warmier. De plus de telles uniformisations par un jeu analogue de

fonction © (la fonetion O, et ses translatées de 21/q) interviennent dans des

1
modeles a vertex ou les liaisons prennent q couleurs, ainsi que l'a indiqué
Belavin ﬁm_u . Enfin cette translation du paramétre spectral de 2%/q se ren-
contre encore, mais avec une uniformisation ratiomnelle cette fois-ci, dans
le probléeme de Toda quantique ; ainsi par exemple A.E. Arinshtein,V.A. Fateyev

et A.B. Zamclodchikov ont indiqué hbcu que pour 1'exemple N = 3, la matrice S

s'écrivait :

sh(0/2+in/3) sh(G/2-im/3+ib/2) sh(D/2-ib/2}

sh{@/2-in/3) sh{0/2+in/3-ib/2) sh{(0/2+ib/2)

Le fait physique important a remarquer étant l'existence d'états liés
justement pour O = 27i/3 (pdles dans la matrice S) ce pGle pour la matrice

5 étant permis du fait de la symétrie Hu.
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=

L'une des douze

Bquations quadrilinfaires correspondant au modéle

d vertex décrit page 41 est obtenue en Ecrivant 1'annulation de |'expres-

sion ci-dessops.

EJUAT LU NUMERD 3 ,COEFF LF MU | RO* | 1=-(a4 B35 CL L1} » ae 3 C! &4

€3 Ci-1A8 B3 €3 DI} » 33 05 €3 DL-(AL ES C3 OLI~(AT €6 C2 D11 » A3 B) C4 DI-(A:z 83 C4 Oui » &

(a4 81 L1 U3)

-

An Bh L3 D1-1AC Be €5 DL)-tAl B3 €& D1I-4A% B¢ Ce¢ DL

€3 LI} + A4 83 C2 02 ¢

-

* A5 B3 CL Os-(81 24 C

2 A8 B2 CYO3 v £) B4 (3 E3-7 A3 B4 €3 D1 » k3 B3 C5 D3 » Al e (3

*OAS B6 L) Dl-:a) B6 L1 D11 & A% o) L2 GI-(4AS By

83 L4 LI=-1A4 Bs C& Ly

L3) » &3 83 (1 L2747 a)

¢ A3 B¢ T3 LA-CADL Bl L wi)

43 B3 CA Cu-the B4 Ch DI) o AS #6 C4 Ca-1A3 €1 €2 031 « AL A3 €5 03-tAS 84 C* 030 » Ab 83 €3 DI » Al Bl €& Ly-amy ol

Co 37 » & A3 B3 C6 03-(A4 B4 C& DY) 4 A5 B& Cé U3 + A6 B2 (6 D3 » A4 85 (6 D3-1A1 BY CL CAJ + 23 83 €L G4 + AS 64 -1 04

=lat Bo L1 Cal ¢ al BY C3 De-2 A3 B3 C1 04 + 88 B (3 CA- 1A% 86 (3 Usb-1A% E3 C3 044 » 45 B| (4 Cacag BY (o D4l ra:

LA D4-tAl

0] B3 03 D5 ¢ A3 BALIDND « A4 BA LI NG o Ao B CL 0% ¢ A5 86 L3 U5 »

€& 25 « A3 35 €& N5 ¢ 41 Bo Cé DI-(A3 BL Cf D&1 & #3 83 C1 Ob-ida By £}

o8 Bp 02

*# A3 B3 L3 Db-tAS B4 C) CoI-1As 24 L3 fa)

£5 Co) v A4 03 €5 Oo-tAZ B4 €2 D6 v A3 US C5 DE-(AS 81 L& Osl-lal 84 Co

AHPOILA L DNG OF FILE

86 T4 DAF=(AS FE (3 Cot = A6 B3 C5 wa * 85 B4 C3 De-{as B& (5

Bl T4 0&) ¢

D4F=1A% B3 06 D4I-(A3 E& CO L4} » B2 bl L3 oY
A3 B3 Lo C5 v Ab B Ct O) + 12 B4

Ay 1 €6 DY ¢

Doy » a5 8% L1 -Jc- 1AL P Uo)-vax Bl L2 ey

Ab 43 Ca D&-tal B4 CA L&) + 43 BY (% Ud-(do BI

s
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