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LES TABLES DE PROBABILITE. APPLICATION AU TRAITEMENT DES SECTIONS
EFFICACES POUR LA NEUTRONIQUE. 1l1ere partie : Dans 1l'hypothé&se statis-
tique.

Sommaire - L'idée de décrire les fluctuations des sections efficaces
par des jeux de valeurs discrétes, appelés ''tables de probabilité",

a été proposée vers 1970. Nous proposons de décrire les tables de
probabilités en égalant les moments de la distribution des sections
efficaces a ceux de la table de probabilité. Cette définition intro-
duit les polynfmes orthogonaux et la quadrature de GAUSS par 1l'inter-
médiaire des approximants de PADE. Cette base mathématique s'applique
trés bien 2 la section efficace totale. Des difficultés apparaissent
quand les sections partielles sont prises en compte, difficultés
liées 3 1'ambiguité de la définition d'approximants de PADE a
plusieurs variables. Néanmoins, nous proposons des solutions et des
choix qui semblent satisfaisants. Des comparaisons sont faites avec
d'autres définitions des tables de probabilité, et le calcul de
mélanges de noyaux est examiné.
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PROBABILITY TABLES. APPLICATION TO.CROSS SECTION'PROCESSING FOR
NEUTRONIC. First part : With the statistical hypothesis.

Summary - The idea of describing neutron cross-section fluctuations
by sets of discrete values, called '"probability tables", was formu-
lated some 15 years ago. We propose to define the probability tables
from moments by equating the moments of the actual cross-section
distribution in a given energy range to the moments of the table.
This definition introduces PADE approximants, orthogonal polynomials
and GAUSS quadrature. This mathematical basis applies very well to
the total cross-section. Some difficulties appear when partial cross-
section are taken into account, linked to the ambiguity of the
definition of multivariate PADE approximants. Nevertheless, we pro- :
pose solutions and choices with appear to be satisfactory. Comparisons
are made with other definitions of probability tables and the calcu-
lation of mixtures of nuclei is considered.
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LES TABLES DE PROBABILITE

APPLICATION AU TRAITEMENT DES SECTIONS EFFICACES POUR LA NEUTRONIQUE
Premi&re partie : dans 1'hypothidse statistique

P. RIBON et J.M. MAILLARD

RESUME :

L'id8e de d2crire les fluctuations des sections efficaces par des
"tables de probabilit8" a Bt® introduite ind®pendamment par les Am@ricains,
dans les ann@es 1970 et, peu avant, par des SoviZtiques sous le nom de '
"m&thode des sous—groupes”. Nous rappelons l'8volution des 2 approches et
leurs diff2rences : essentiellement 1'aspect “"tables de probabilit@" concer-
ne surtout l'8tablissement de ces tables, alors que la "m2thode des sous—
groupes” traite principalement de leur utilisation en neutronique analyti-

que, probléme que nous consid@rons par ailleurs.

Nous gBnBralisons cette approche en dBfinissant une table de proba-

bilit® d'ordre N pour la section efficace totale par une m@thode de moments

(8galit® de 2N moments, positifs et ndgatifs, de la distribution de O(E) et
de la table de probabilit8). Ce faisant, nous nous basons sur la thBorie

math@matique bien &tablie des polyndmes orthogonaux et de la guadrature de
GAUSS.

Pour la section efficace totale le seul problime est de d&8terminer
les moments % prendre en comptef nous recommandons de prendre les moments
d'ordren =1 - N & n = N, 8tant entendu qu'il est toujours possible 3
1'utilisateur de r&duire l'ordre de la table en la spé@cialisant 3 son

problaéme.

Le probleéme n'est pas aussi simple quand on veut introduilre les

sections efficaces partielles : cela est 118 au fait que les approximants de

PADE 3 plusieurs variables ne peuvent pas &tre d&8finis sans ambiguitg.
N8anmoins, nous proposons de définir la table de probabilit@ des partielles
3 partir des int8grales de OXCE)*Otm(E),‘oﬁ Ox(E) {une certaine section

partielle) intervient toujours de facon linfaire. I1 faut, 13 aussi, d@ter-

miner le domaine de variation de m afin d'obtenir la coh@rence interne des

tables, et la pr8cision requise. Nous recommandons m = - N/2 3 (N-1)/2.
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Mals on ne peut 8tre assuré que les valeurs de 0, seront tou-
jours sur le support de Gx(E) : nous obtencons effectivement des exemples

contraires, qui ne paralssent pas 8tre rédhibitoires.

Les tables de probabilit® d&finles 3 partir des moments des sec—
tions efficaces constituent une donn8e fondamentale, propice 3 tout calcul.
Nous les appliquouns, par exemple, au calcul des sections effectives : on
peut obtenlr une précision aussi bonpe que 1'on veut (selon l'ordre de la
table) mais inférieure (3 ordre 8gal) 3 celle donne par ce que l'on appelle
improprement la méthode des sous—groupes : cela est normal car les tables de
probabilit® sont, dans ce cas, ajustBes sur les donn€es i d&crire.

Nous appliquons les tables de probabilitg (moments) au calcul de
mélanges de noyaux : nous montrons que ce mélange est calculd correctement, .
y compris pour des tables de probabilité dé&crivant les moments n8gatifs

{i.e. les creux de sections efficaces). Nous montrons aussi comment on peut

réunir des groupes adjacents en &nergle.

En conclusion, la méthode des tables de probabilit basBes sur les
moments est une m&thode d'int&gration qui doit trouver son accomplissement

en neutronique par la m@&thode des sous—groupes.

Mots-clés

SECTIONS EFFICACES EFFECTIVES - TABLES DE PROBABILITE -
QUADRATURE DE GAUSS



PROBABILITY TABLES. APPLICATION TO CROSS SECTIONS PROCESSING
FOR NEUTRONIC.

First part : With the statistical hypothesis.

ABSTRACT

The 1dea of describing cross section fluctuations by “probability
tables" was introduced independently in the 1970's by the Americans and,
somewhat earlier, by Soviet authors under the name “sub-group method”. The
present paper recalls the evolution of the two approaches and their diffe-
rences; essentlially the emphasis of the American works mainly concerns the
establishment of these tables, while the "sub-group method” deals chiefly

with thelr use in analytic neutronics, a problem that will be we considered
in another article. ‘

We generalize this approach by defining a probability table of

order N for the total cross section by a moments method. (equality of 2 N

moments, positive and negative, of the distribution of 0 (E) and of the
probability table). In so doing, we base ourselves on the well-established

mathematical theory of orthogonal polynomials and of Gauss quadrature.

For the total cross section, the only problem is to determine which

moments sould be taken into account: we recommend taking moments with order

ranging fromn =1 - N to n = N, although it is always possible for a user

to reduce the order of the table so as to adapt it to his specific applica-~
tion.

The problem is not so simple when we want to iptroduce the partial
cross sections: this is linked to the fact that the multivariate PADE

approximant cannot be unambiguously defined. Nevertheless, we propose to
define the probability table for partial cross sections from integrals of:
ox(E) * o,™(E), where 0_(E) (a given partial cross section) always

appears LINEARLY. Here again it is necessary to determine an appropriate
range of m in order to obtain the internal consistency of the tables, and

the required accuracy. We recommend m = - N/2 to (N-1)/2.
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But one cannot be certain that the values of U ; will always be
in the range covered by 0 (E): values outside this range are sometimes

obtained, but their effect is not critical.

The probability tables defined from the moments of neutron cross
sections are basic data, sultable for any calculation. For instance, we
can apply them to the computation of effective cross sections: the accuracy
can be as good as required according to the order of the table, but for a
given order 1t will be lower that the accuracy obtained by the improperly
named "sub-group method”; this is not surprising siace the probability

tables are then, in fact, adjusted to the data to be described.

We apply the (moment) probability tables to calculate the mixture .
of nuclei: 1t can be calculated correctly, including the case of probabi-
lity tables describing negative moments (i.e. dips In cross sections). We

show how neutron energy groups can be merged in a simple way.

In conclusion, the method of probability tables based upon moments
is an integration method which is complemented in neutronics problems by the

sub~group method.
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LES TABLES DE PROBABILITE
APPLICATION AU TRAITEMENT DES SECTIONS EFFICACES POUR LA NEUTRONIQUE

Premidre partie : dans l'hypothése statistique

P. RIBON ET J.M. MAILLARD

La repr@sentation des sections efficaces par des "tables de proba-
bilit@" pour les besoins des calculs neutroniques fut avancBe pour la pre-
migére fois par les physiciens sovi@tiques d'Obninsk sous le nom de "mBthode
des sous—groupes” [Nicolaev et al, Ni 69, Ni 70]* ; indSpendamment, un ou
deux ans apré&s, Levitt proposa la méme id@e sous le nom de "tables de proba-
bilitd" [Le 70, Le 72]. Quelques 8tudes sovi@tiques suivirent, nous en con-
naissons mal les dBveloppements r&cents ; nous connaissons mieux les travaux
de Levitt et Cullen et leurs collaborateurs [Ot 72, Cu 74, Cu 77, Cu 80;
aussi Mu 81].

Fondamentalement, les idZes am@ricaines et soviBtiques sont les
mémes : les premiers insistent davantage sur 1'&tablissement des tables,
alors que les secounds proposent l'abandon du concept de “section effective”
en neutronique pour utiliser directement les tables de probabilit@ (chaque
groupe se trouve ainsi divis& en sous—-groupes, régis par les mémes Bquations

neutroniques que les groupes, 3 trés peu préas).

La communaut® scientifique internatiomale accorda un int8ré&t d'es-
time & ces 1d8es, mais ne les utilisa que trd&s partiellement : sans doute
les neutroniciens ont-ils Bt€ effrayés par 1'id€e d'augmenter le nombre de
groupes dans leurs calculs (d'un facteur 2 & 3), et ont-ils pr&f@r€ garder

le concept de "section effective", malgré ses ambiguit@s.

Au contraire, nous avens voulu approfondir et gengraliser ces con-

cepts, en essayant d'y apporter plus de rigueur.
Nous parlerons de "tables de probabilit®” chaque fois qu'il s'agira
de 1l'8tablissement de ces tables et de leurs proprit&s. Leur application 3

la neutronique sera qualifi€e de "m8thode des sous—groupes”.

* Nota : cf des travaux ant@rileurs [Ni 63].



Ce rapport traite du premier point dans les cas "statistiques”, i.e.:
— lorsque les structures des sections efficaces sont inconnues, et
doivent donc 8tre traltBes par un mod&le statistique ;
- ou lorsque ces structures, connues, sont suffisamment nombreuses
et complexes sur le domaine d'&nergie consid@ré& pour Btre trai-

t8es "statistiquement”.

Les quelques applications neutroniques que nous ferons seront

toutes traitBes dans 1'approximation "r8sonance 8troite".

I — LES TABLES DE PROBABILITE :

I.1 - Le principe : Le domaine de variation de 0 est partagé en N inter- .
valles : 4 sur la figure 1. A chacun de ces intervalles on associe un couple
de valeurs py, U4 & py représentera la probabilité de présence de g(E) entre
Sy~1 et 8;, 04 sera une valeur caract@ristique de 1'intervalle.

i

fn termes math&matiques, p; sera donnge par

E;
j}; §{c(E),1) dE

(1) p; = —
E - E.
sup. inf.
avec S(o(E), 1) =1 si 8;_1 €0 (E) < 8§
= 0 sinon

ce qul entralne : :z: p; = 1
ks °

Plusieurs définitions sont possibles pour ¢ ; : notamment valeur

médiane de l'intervalle (S;_;, S;), ou valeur moyenne dé&finie par

By
f g(E) 8§ (o (E),i) dE
ES
(2) Py Oi =

Egup. ~ Einf.

Il est &vident que la table (p;y, 0;), i = 1 & N, caractérisera le

comportement de ¢ (E) dans le domaine (Eg;, » Epax.)> eF ce d'autant mieux
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P, ,CO
A . 94
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Py .03
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P, .93
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Einf Esup E

Figure 1 : Repr8sentation de la discré&tisation de deux r@sonances sur

1l'intervalle (E;.¢, Esup)' La table ne changera pas si A et B

sont permut8es.
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Figures 2 : Les deux rEsonances A et A' sont identiques. La r&sonance B, de

largeur double (et de méme forme que A et A'), donnera la méme

table de probabilit@ que l'ensemble A-A'.
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que N sera grand. Il est aussi &vident que l‘infor@ation en énergie sera
perdue : la table sera la méme si les 2 ré&sonances A et B de la figure 1
sont permut@es. Qui plus est, les structures d&crites par les filgures 2a et
2b auront la m@me table de probabilit&. D'ol 2 cons&quences
- une table de probabilit® ainsi dé&finie implique l'hypothise sta—
tistique, i.e. que le r@sultat cherch& est peu sensible 3 une
il

- 1 -
permutation des résonances dans l'intervalle (Einf.’ Esup.) ;

n'en dépend que par les consquences sur le recouvrement ;

- une telle table de probabilit est toujours associBe 3 1'hypothise

"résonance &troite".

Ces conclusions resteront vraies dans tout ce qui suit.

La figure 3 représente la figure originale de Levitt : il prévo-
yait des tables d'ordre &levé (22 d'aprés la figure), les bornes des bandes

&tant en progression g@ométrigue.

I.2 - Evolution de 1'Ecole Am@ricaine : Cette Bvolution est marquée par

plusieurs articles de Levitt et Cullen. Nous citerons

en 1973-74, la conception de "tables multibandes 2quiprobables”
par Cullen [Cu 74} (voir 8 IV) ; ces tables sont Btablies 3 partir des don-
nées decrivant la variation de U effectif en fonction de 1la dilution. Mais
les probabilit&s sont &gales ou multiples d'une valeur de base (exemple
d'une table de 4 pour le 239 Pu : p; = py = 1/3 5 py = p, = 1/6).

en 1980 Cullen et Pomraning imposent la conservation de "moyen-

nes” (volr & Iv.2) : ils définissent une table de 2 par 4 moyennes

- normalisation (p;+p; = 1)

- fﬁ(E) dE
(3) ) - 1 4E
o (E)

- f,_l__ g
© (E))?

Tout en remarquant qu'il s'agit d'un "probléme de moments classi-
ques”, ces auteurs ne vont pas au deld de la table de 2, gardant un systéme

3 probabilitds d8finies 3 priori pour les ordres supérieurs.
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: La moyenne de 0™(E) sur (Ey, Eg) (int&grale de RIEMANN) est

€gale 3 1'int&grale de 0%p(0) (int&grale de LEBESGUE) ; mais

1'information en &nergie est perdue.
I1 est toujours possible de d&finir des seuils S1» 89,... tels
que les zones ainsi dé&finies soient de surfaces égales 3 pq, Py,

L

et comprennent chacune une valeur de o {cf. II.3).
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1.3 - L'Ecole Soviétique : D&s leur premi2re proposition, les sovi&ti-

ques ont accept@ d'avoir 3 calculer aussi bien les p; que lesO;. Pour cela,
ils partent des valeurs de la section effective, définies pour J valeurs de
la dilution odj

Gx(E) dE

Tetf,x (9437 = I
Ll  4E

(4)

X symbolisant une section partielle particuliZre.

En terme de T.P. cette relation s'écrit

Z P1 Oxi
° ®

1 %ei ¥ Y%

Ueff,x ( Gdj) =Z Pi
1 %t %5

(5)

La somme des sections partielles &tant &gale 3 la section totale

Z P;i  Cgq
ag + T4,

_ i t

(6) Tarf,r ( 943 = L 4

W
i Gti+0dj

Le syst®me 6 forme un ensemble de J &quations 3 2*N inconnues (i = 1 3 N,
J > 2%N) qui peut &tre rd@solu par une méthode itérative si J = 2N, ou par

moindres carré&s si J> 2N. .

C'est cette ndthode qui est utilisBe par plusieurs Bquipes de
physiciens de rBacteur européens, 3 Cadarache notamment, [Go 71, kh 72],
sous le nom de "méthode de sous-groupes” : les J &quations sont ré&solues par
moindres carrgs, d'ol les (pi, Tpi) 5 les systémes (5) sont lin&aires, d'oi

les O,;. Ces expressions permettent ensuite de calculer O g pour tout J4.

Ainsi que l'ont soulign® les soviétiques, l'ordre N nécessaire ne

dépasse jamais 5.

Yol opad g



I.4 - L'approche frangaise : nous avons généralisé le probléme aux moments

On sait qu'une distribution de probabilit@ p(x) peut &tre d&finie

de fagon unique par la sulte infinie - si elle existe -~ de ses moments :
Q) M, - fx“ P (x) dx *)
D -

En particulier, une table de probabilit& d'ordre N est d&finie par

2N valeurs de ses moments :

N n
(8) M, =Z Py X
i=1

Cette table de probabilit@ est la somme de N fonctions de DIRAC & (x-xi)
affectdes des poids p;.

(M M =LA%2; pour 2N valeur de n

A priori, rien n'impose que les 2N valeurs de n forment une suite

continue reguliidre ( an = Dy 0y = constante) ; nous ferons ce choix, qui

sera justifié en II. On aura, pour én = 1 :
N
n
(10) M, =Z Py ¥4 = /x“p(x)dx a%n I < I +2N-1
i=1 D

* Nota : Toute suite infinie de moments M,, croissant moins vite que (2n) !

et satisfaisant les conditions de Hankel (cf.§ 1I.4) dé&finissent de fagon
unique une distribution de probabilité p (x).
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Caz des sections efficaces totales : la section efficace O (E) sur l'inter-

valle (E;, Ej) peut gétre décrite par une distribution p () — en perdant,
bien siir, 1'information en &nergie. (Fig. 4). Cela revient 3 dire que l'on
remplace une int8grale de Riemann (sur E) par une intégrale au sens de

Lebesgue (sur p (0)) :

[ee]

(11) %n = zle [ OL(E) dE = f cf p(o,) do,
AR 0

Etant donn& que U, ne peut &tre Eﬁqigfini_gi_pgllﬁﬁﬁ?% sera défini

Sauf stipulation contraire explicite, tout ce qul suit concerne les

tables de probabilitd Btablies par la méthode des moments. .

I1 - CALCUL ET PROPRIETES DES TABLES DE PROBABILITE

II.1 - Résolution du systdme d'équations 10, d&finissant 1la table de

probabilit8

Consid@rons 1l'Bquation génératrice des moments

(12) v/R ?LEl—EE dx = U/~p(x) xI (1 + zx + 22x2 ¥ eas) dx
- zx
D D

(D : domaine de p(x)).

It

IT.1.1 - Calculs pour I 0 : dans un but de clart&, nous expose-

i

rons d'abord les calculs pour I = 0 : le jeu d'indices qu'impose I £ 0 est

-

alors supprim@, et les expressions sont plus faciles 3 lire. On a :

p (x) dx
l-zx

F (z) =

2

(13) = p (x) (1 + 2lel + 222 + ey dx

=L%O+ z%-{- sz_%z oot zzN'lr//;;l t@(zm)

é?“"“ é‘“‘\

Les 2N premiers termes de F (z) peuvent s'E&crire sous la forme d'un

approximant de PADE :

bad



2 N-1 !
an + 812 + a, 2% 4+ ...l 2
F (2) = —2 L 2 > Nl + Lé%?(ZZN)
1 + blz + bzz + DY bN ZN

a2, P
Q, (2

(14)

Les coefficients ay, b,

4 seront donn@s par la résolution du systiéme de 2N

&quations :

(15-2) N eq. | 2y =/2 +/i by A b,

- e e e o mm e s m wm e me ma w

(15-b) N eq. \ 0 =4y N bpt------- zbu—ﬂz/%b»:

La ré&solution du systéme lin@aire des N dernidres &quations donnera
les N valeurs de bjy qui, reporties dans le syétéme des N premidres &quations,
permettra le calcul des N valeurs de a;. On peut calculer les racines z; de
Q (z) (que nous supposerons toutes simples (*)), et dBcomposer la fraction

PN-I(Z)/QN(Z) en pbles simples :

/
F (z) - PN"]. (Z) + @(ZZN)
Qy (z)
3 J
(16) S N G
oV 1-2_
N i=1 Zi
N wy }
2, 1 F e

i=1 1 - zZ
2i

* Nota : toutes les racines sont simples si p (x), ou une partie de p (x),
est une founction continue. On obtiendrait des racines multiples si on voulait
ddcrire une somme de J fonctions de DIRAC par une table de probabilité& d'or-
dre N > J.

]
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Nous choisissons la table de probabllit& (p,, x) telle qu'elle

d8crive exactement les 2N moments consid&rds

(17) Moo= Z Py xi'{1 =,% 0< n< 2N-1
i -

On peut donc écrire :

F (z) = Z p; + ZZ py ¥ + —— + ZZN—]‘ Z Py x%N_l + R (ZZN)
i i i
= p; (1 + z ®y o2ty 0T z X, Y+ R (z°7)
i
p
X 1 - zX4

Par identification de 16 et 18 (au reste pras), on obtient :

Py =Wy
(19)
X, = 1
{ =
23
II.1.2 - Cas général (I # 0) : les &quations 14 et 16 deviennent
F(2) 3%”” M + * ZZN—%-FZN—l £ R 142
P }
- w1 (D GP
QN (z)
(20) . )
W
=2, =+ F
=1 1-Z
Zi

alors que les &quations 18 s'@crivent :

i i 1
(21 =:z: Py in (L + zx; + 22 xiz + + z2N-1 xiZN—l) + R(ZZN)
i
by x
i 1 - zixi
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Par identification on obtiendra :

= w, /%L
(22) Py = Wy/%y
Xy 1/zi

Remarque : On peut toujours effectuer un changement de la fonction poids :

(23) q(x) = p(x) =
On est alors ramené au cas I = 0. Toutes les propri8té&s math&mati-
ques applicables 3 la suite positive des moments {(n = 0,1,...) est applica-

ble aux moments de la fonction poids q(x).

Moments 3 prendre en compte : La mBthode de solution du syst&me

d'&quations 10 suppose une suite tronqu@e mais continue des moments, d&finie
par les Bquations 13 (si I = 0) ou 20 (cas gé&n8ral) : ce qui justifie que le

choix expos& en I.4.

II.2 - Propriét8s &@lémentaires. Cette m@thode de r&solution du systdme

10 permet de montrer immddliatement 2 propri&t8s simples :

II1.2.1 - 1l'orthogonalit@ des dénominateurs Q. On peut calculer :

L

n

P (x) x® Qy (%) dx

U%

N
f p(x) ™ D, by xbdx
D

(24) i=o

N
= by f p(x)x“H‘dx
D

1=0

]

N
g: b1~4%€;1
=0

Si I =0, d'aprés les Bquations 15.b,,_,%'7= 0 pour tout n< N : donc x"

est orthogonal & Qy avec la fonction poids p (x) ; en particulier :

(25) f p (%) Qy () Qy (x) dx =8 NM%
D
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b/¢§ﬂd€signant une norme. Dans le cas gé&n@ral (I = 0), la condition d'orthogo-

nalité de x" et Qy est verifide pour I £ n £ I + N, et 25 devient :

f P Qpy (¥ Qp (¥} dx =0
D

(26)
pour IsJ
J+ M <I+N

11.2.2 - les tables de probabilit& en tant que m&thode d'int&gra-

tion. Soit 3 calculer 1l'int&grale:

(27) f=f p (x) £ (x) dx
D

sur un domaine D. S'il existe un d8veloppement formel de f (x) sur D, on

peut gcrire :

ﬂfp(x) Zm )

J
D j=o

-iF
(28) -2 Y, f p (0 xJ dx
j=o D
- M
D
Jj=o
Si on €tablit une table de probabilit® d'aprds les 2N premiers moments : .
2N-1 N
ﬂ Z ﬁ Z P xiJ +%(X2N)
j=o i=1
(29)
N 2N-1

= ) Py Z 70_-; Xij “k@fsz)

51 x; € D, le méme d&veloppement formel que pré&c&demment permet d'&crire :

N
(30) j”Z py £ (x;) +@2X2N)
I=1
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L'erreur est due i la troncature d'un d&veloppement dont la valeur est

estim@e par un approximant de PADE.

En fait cette m&thode d'int&gration n'est autre que la mé@thode de

quadrature de Gauss—Jacobi [Sz 59] que nous voulons utiliser :

- en prenant en compte les moments négatifs (lorsqu'ils existent),
ce qui revient 3 changer p(x) en q(x) = p(x)/xI (cf. page 11),
- en acceptant que p(x) puisse Btre n8gatif, ce qui impose des

restrictions insuffisamment connues.

I1.3 - La thé@orie mathmatique des polyndmes orthogonaux et de la

quadrature de GAUSS

Le traitement du transport implique le calcul d'int8grales ; en
introduisant les tables de probabilit®, Soviétiques et Am@ricains ont mis en
geuvre une mé&thode approch@e, plus ou moins empirique, de calcul‘de ces
intégrales. En d&finissant les T.P. par les moments, nous nous basons sur
une thBorie mathBmatique bien d&finie, celle reliant les polyndmes orthogo-
naux, les approximants de PADE et la gquadrature de GAUSS {[Sz 59, Ak 65,

Ba 65, Ba 75, Ba 80, Br 80, Dr 83]. Nous en donnons quelques propri&t@s ci-
dessous.

Soit la suite des moments positifs de p(x), et les T.P. d&finies
par (7-10).

CohBrence des moments : ce point est trait@ en II.4.

Domaine des x; : la th@orie des polynbmes orthogonaux [Sz 59]
8tablit que :

=~ les racines %y de Qq (i = 1 3 N) sont toutes rgelles et
comprises dans le support D de p (x) ;
~ chacune des N racines de Qy est & l'int@rieur de chacun des N

intervalles d&finis par les N+l racines de Q-

Positivit® des py; : lorsque p (x) est positif (condition qui ne

sera pas toujours observeée dans nos applications), les p; sont positifs

[Sz 59] ; 1ls sont parfols appel&s "nombres de Christoffel”.

)
o,

4o iy

&
JEA



Séparation des "bandes” : (thZor2me de s&paration de Tchebychev-

Markov - Stieltjes [Sz 59]). Nous avons la suite des probabilit®s py, pj,...

py- Il existe des nombres y; tels que :

¥
f p (x) dx
A
Y2
(31) ~/~ p (x) dx

1t

P1

1
o
[3¥)

[~
v )
~
»
~r
[a N
"
il
=
=

Ya-1 .

A et B d@signant les bornes du domaine D. Cette suite de nombres yy, ¥p,---

Yy-1 est unique si p (x> 0 sur D . On a alors :
(32) A< %) <y < % < yg seerees Eynog < YN-1 < xN< B

Application : Reprenons l'image "physique” de Levitt. On peut d&cou~

per p (x) en N bandes d' abscisses Yys Y9s+-+Yy-1 5 chaque bande sera carac—

téris8e par un polds

y-
3 p= | b (o dx
Y1-1

et par une abscisse x; comprise entre y;.y et yi: les tables de probabili-

t8s ainsi dé&finies seront donc tras “physiques” (fig. 4).

S8paration des "bandes” d'ordre N et d'ordre N+l (th@oréme de s&pa~

ration de Stieltjes [Sz 5%]); soit, pour N, la suite des Yi» dé&finis ci-

dessus ; nous les indicerons N :

Yi,Ne Y2,80 Y380 T 7 7 YN,N

Pour la table d'ordre ®¥ + 1, nous aurons la suite :

Y1,N+1> Y2,N+1° TN+, N+

Y N
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Les YN et les Y3, 8+1 sont altern®s comme les X N et les xj,N+l’ i,e :

(34) Y1, < YU, N < Y2 N4l < Y2,N < vt < YN,NHL < YNLN < YN#L,N+L

Convergences de la quadrature : 11 ¥y a convergence pour p(x) > 0 si

1'intégrale existe [Sz 59, 15-2-3] ; 1la quadrature est stable {Br 80). De

plus, on "peut montrer que la formule de quadrature de GAUSS est optimale

dans un certain sens"” (Br 80, p. 63).

I11.4 - Cohérence des moments.

I1 est toujours possible de résoudre le systéme 10 par la m@thode

expos@e en I1.1. Mais il peut y avoir des problémes num&riques.

IT.4.1 - Théorie math@matique : le problBme aux moments de

Stieltjes a une solution si la suite des moments donnds satisfait certaines

conditions, telles que :

n
>, =t Mz 0
i=0
(35) (k,mn = 0,1,2,...)

& (kymn) > O

avec & (d&terminant de Hankel) :

M M Mrr oo M
A ./é%/£+1944?£+2 - k+n+l

(36) k,n e e e e e M e e e e m

tréds bonne cohBrence entre les moments.

N
T

RN
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I1.4.2 ~ Sensibilit@ des T.P. 3 la coh@rence des moments. La
connalssance des W premiers moments (0 3 N-1) permet de donner un encadre-~
ment, trés &troit, du moment d'ordre N. A 1l'inverse, qu'arrive-t'il si on
falt varier celui-ci 7 Nous donnons un exemple pour illustrer pratigquement

cette sensibilit8d.

Soit la table de probabilit®d d'ordre 6 :
a= (0,72, 0,10, 0,06, 0,05, 0,04, 0,03)
x = (30., 70., 200., 350., 450., 600.)
qul comnstitue une exemple d'une table de probabilit® de section efficace.
Qu'arrive~t-il si on perturbe l&gdrement les noments du 10 ou lléme ordre ?

les r8sultats de cet effet sont donnBs par les courbes des figures 5 et 6.

I1T - LA METHODE EQUIPRCBABLE DES MOMENTS, CU METHODE DE TCHEBYCHEV

-

La dé&finition d'une table de probabilit® a partir des moments
(positifs ou nBgatifs) est trés satisfaisante parce qu'elle repose sur des

propridtés math@matiques fructueuses et blen &tablies.

On peut chercher d'autres types de tables. En particulier, les ta-
bles "8quiprobables” semblent présenter des avantages : on congolt qu'elles
seront molns précises, mals elles devraient permettre plus facilement des
interpolations : si, par exemple, la tempBrature d'un milleu varie, des
tables 8quiprobables d'ordre N donneront le méme poids constaant 1/N 3 cha-
cun des sous-groupes, et seul O, variera. La m8thode de Tchebychev est un
cas particulier de la méthode @quiprobable : les x; sont donn&s par un
systéme de N &quations aux moments, les p; &tant &gaux (p; = 1/

j{: xin =~z¢¢§ n=143a\N
i

(37) 1
N

Les x; sont les racines d'un polyndme de degrg N

N
(38) H (X‘Xi) = XN - XN_l S]_ + XN_Z 32 - XN—B S3 + v =0
i=1

i
Tt e L
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avec 3
285 %y, % x =(Zi Xi)z - Z-xiz = (I\L/%)2 - A
(3% * . *
i

. \3
633 =Zi Xy Xj Xy =(Z§- xi) -3 Zixiz (Z.zi) _Z;{i3
sl s M M

LR R I I R A I R I I A I R A B R I R N R R R IR R I B I I A I Y LR A I A N A

Par exemple, pour :

p (x) =% 05 x< o

U4é?’,h44?{,b4%?’,.l..bﬂg?:,... = 1., 1u, 2e,00.n!,.0n

On obtient :

(40)

- table de 2 : $§; =2 d'ol la table : py = ; , {:1 : g
S = 0 : 2

- table de 3 : S1 = 3
S, = 3/2
83 = 3/2

d'ou la table :

1 X) = 2.647 426 657 .

3’ X5, %3 = 0,352 573 343 + 1 1.463 572 265
2

On constate donc qu'une table de 3 n'est pas "physique”. A 1'ordre
4, une des raclnes est réelle nB8gative.

Cet aspect non "physique” des tables de Tchebychev est un fait
connu, se produisant en gén8ral pour des ordres plus 8lev@s que dans le cas
de la loi exponentielle : pour p (x) = 1 sur (-1,1), la non-cohrence appa~
ralt & 1l'ordre 8 [Bo 55, Re B84].

Nous pensons que cette m&thode est 3 rejeter car on ne peut rien
dire a priorl sur les racines X;. De plus, mBme si elle @tait possible,
elle impliquerait des ordres plus 8lev@s que ceux de nos T.P., et donc

davantage de sous-groupes en neutronique.

. -

- . N a 3
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IV - LES EXEMPLES DE CULLEN
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Pour montrer 1'int&rdt de la description d'une section efficace

par une table de probabilit@, D.E Cullen pose des probldmes thBoriques sim~

ples qui peuvent Btre ré&solus exactement parce qu'il suppose connaitre la

loi analytique de p ). Il montre que la mBthode des tables de probabilit®,

applicable quelle que soit p (),

bonne précisicn.

IV.1 - Le premier exemple [Cu 74].
neutrons Incidents perpendiculairement

infini, purement absorbant. (i.e.l =

permet d'obtenir le r&sultat avec une

E:}
Lt

D.E Cullen considére un flux de

la surface d'un milieu homogéne

= L ,). Il suppose que la

section efficace est distribuBe suivant la loi :

p () = 0,15 - 0,006 (I-10)%

(41) {

0

pour 55 L

autrement

<

LN

15

Puisqu'il n'y a pas de diffusion, il n'est pas nécessaire de
\ y s

connaitre la loi Z= f(E) : toute loi f(E) reproduilsant la distribution (41)

de L est valide.

modéle 3 1 groupe, et dans plusieurs hypothdses multibandes (n

: D.E Cullen calcule le flux dans le

= 2,3,5,10).

Il conclut 3 une nette am&lioration apportfe par la solution multibande.

Nous avons refait ses calculs, retrouvons ses rE&sultats. La d8com-

position en bandes Bquiprobables est donnEe par le tableau 1 pour n =

Les r8sultats sont donn®&s par la figure 7.

Tableau 1

1,3,4.

tables de probabilit@s €tablies selon la m@thode des
bandes Bquiprobables (EP) ou selon la m@thode des moments (MT).

Méthode @quiprobable

M8thode des moments

Ordre |

|

(S oN )

10

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Table
Py E i
0.5 | 10.+1.875
1/3 | t0.
| 10.+ 2.532 357
15 | 184 1.377 955
| 10.+ 3.142 378
1/10 | 10.% 0.334 333
! 10.+ 1.015 610
| 10.% 1.740 300
| 10.¥ 2.565 594
|| 10.+ 3.719 162

Ordre

w

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Table

P

0.5
16/30
7/30

8:287 719

0.365 714
0.252 630
0.064 513

I
|
I
I
I
I
|

10.+ 2.236 068

10,

10.+ 3.273 268

18:% 1:436 175

10.

10.+ 1.234 424
10.¥ 4.151 119

Li
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La mé&thode des moments : Nous avons refait les calculs de Cullen avec des
tables de probabiiité définies par la méthode des moments. Il en ré&sulte,
bien slir, d'autres valeurs de py et 1; (voir tableau 1). Mais il en rdsulte
surtout une trés importante am@lioration de la pr@cision (voir figure 7).
Par exemple : pour 10 libres parcours, et N = 5 (table d'ordre 5), 1'erreur
sur le flux est de 23% avec les valeurs EP, et de 0,1% avec les valeurs MT.
Les courbes en traits pleins de la figure correspondant 3 des T.P.
décrivant les moments positifs. Il apparait qu'une table de 3 est 3 peu prés
8quivalente 3 une table equiprobable de 10. Mals on peut aussi faire inter-
venir les moments nBgatifs : 1'amE€lioration est encore plus spectaculaire.
Par exemple, la courbe en pointill&s de la figure 7 correspond 3 une T.P.
d'ordre 2, moments -2 3 1 ; elle correspond 3 peu prés I une table E.P. de 7
ou 8. "'

La figure 8 illustre le mécanisme : les moments nBgatifs induisent

des oscillations de trés faible amplitude de log (Tc/Tth) autour de 0.

IV.2 < Le second exemple de Cullen [Cu 80]. En 1980, Cullen et Pomra-—

-~

ning appliquérent la "mEthode multibande” 3 la transmission d'un rayonne-
ment. Ils prennent 13 aussi un mod2le analytique simple de la probabilité de

section efficace :

(42) p (L) = EL%—%il— pour 0,12 < L £ 10

et ils peuvent calculer la transmission exacte en founction de 1'&paisseur.

Mais ils ne travaillent plus avec la méthode "&quiprobable” : ils
utilisent une mé@thode multibande qui, 3 1'ordre 2, dE€crit <i> , < 1> .
z
et <_1_ >  c'est la mBthode des moments.

Sz 7 ¢ eest lanbthode des moment

Les r8sultats sont repré@sent@s par la figure 9.

V ~ CHOIX DE LA TABLE DE PROBABILITE

Une T.P. est définie par son ordre N, et par l'ordre I du moment
initial. I1 est naturel de penser que les calculs effectuBs avec une T.P.
seront d'autaat plus précis que N sera 8levé ; mais qu'en est—-il de

1'influence de I ?

§ o
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Figure 8 : Exemple de Cullen - Comme pour la figure pré&cédlente, rapport de

la tranmission calecul&e T, d la transmission th8orique exacte
Tyn, en fonction de la p&n&tration d exprim@e en libre parcours.
Les r@sultats pr&sent®s concernent une table de 5, selon les
moments pris en compte : de (0 & 9) 3 (-8 4 1). Noter que
1'&chelle pour les valeurs positives de Log T./T.y est 50 fois
plus dilat@e que pour les valeurs n&gatives. Il apparait des
oscillations : seule la plus grande (la dernigre) est représen—

tée (pour la table (-8 3 1}, il v a des maxima pour d = 2, 6, 14
et 30 ).
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Figure 9 : Second exemple de CULLEN - Rapport de la transmission calculBe 3
la transmission exacte en fonction de 1'épaisseur. L'importance
de la prise en compte des moments n8gatifs est encore illustrée

par cette figure. La T.P. &8tablie & partir des moments pour
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Le traitement des exemples de Cullen nous a donn& une premidre
réponse : la trés grande importance des moments négatifs ; la rE8ponse
paraitrait méme paradoxale : ne prendre en compte que des moments n€gatifs.

‘ Pour Btudier cet effet, nous avons effectu® des calculs dams un cas
plus physique : celui du 238

moyens de ENDF-B-4 :

U, de 4250 3 4750 eV, avec les paramétres

R = 9.184 fm Dyug = 19.98 ev S, = 1.05 1074

avec les résonances 1 = 0 seulement. Afin de bien d&terminer les effets,

nous avons effectu& les calculs 3 3 tempB8ratures :

T = 0 K (non réaliste, mais effets renforcés)
T = 300K
T = 1500 X

Les r@sultats sont repr@sent@s par les figures 10. Ils montrent 1l'importance
des moments d'ordre négatif lorsque g4 est petit, des moments positifs
lorsque o 4 est grand. En pratique normale, nous prendrons :

I =1-N
qui parait un compromis ré@aliste (et simple). En particulier, les T.P., don-

n€es fondamentales caract&risant un noyau (Z,A) 2 une €nergie E (ou dans une

gamme d'&nergie E;, E;) et 2 une temp@rature T, devroat &tre stockBes pour un

ordre N 8levé@ et avec I = 1-N, &tant entendu que 1l'utillsateur pourra r&duire

-

cet ordre 3 N' < N, et, si justifi@, prendre I' # 1-N'.

VI - LES TABLES DE PROBABILITES A PLUSIEURS VARIABLES

Le succés obtenu en d8finissant les tables de probabilit8s 3
partir des moments r&side dans le fait que :

~ approximants de PADE (ou fractions continues),

- polyndmes orthogonaux,

- int@gration par la m8thode de GAUSS

sont 1li@s et d2finis sans ambiguit® dans le cas 3 une variable.

I1 n'en est pas de méme dans le cas 3 plusieurs variables, dont
nous avons besoin tant pour prendre en compte les sections efficaces par-

tielles, que pour traiter le probléme neutronique 3 plusieurs dimensions.

S I VIS,
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Flgures 10 A, B, C : importance des moments n8gatifs, cas du 238 U de 4250 3
4750 eV, résonances % = 0 seulement : erreur relative sur Tt,eff
calcul@e par des tables de probabilit& pour :

. 3 tempBratures (0 K : fig. A, 300 K : fig. B, 1500 K : fig. C);

+ 3 dilutions (1 barmn : traits pleins, 20 barms : grands tirets,
500 barns : petits tilrets) ; _

. 3 ordres (N = 3,5 et 7).

L'erreur relative (£, = GT.P./G - 1.) est port&e en fonc-

exact
tion de I, valeur inférieure des moments pris en compte ; puis- .
que les moments d'ordre 0 et 1 sont toujours pris en compte :

2 -2 £ 150

On constate que le moments d'ordres négatifs sont importants
lorsque G4 est petit ; que ce sont ceux d'ordre positlf qui
comptent lorsque 04 est grand. Cecl est vrai pour toute temp@ra-
ture, 8tant entendu que la précision 3 (N,I) donn&s s'améliore

lorsque T croit.

L'erreur devient trés petite pour 04 > * (pulsque Gy ¢ >
3

<G>, moment du premier ordre exactement décrit par la T.P.).

Pour 1l'&tablissement des tables de probabilit8 et leur entre en

biblioth&que de donn@es, nous recommandons 1'option normale :
I=1-N

8tant entendu que, selon l'application (04 grand ou petit),

1'utilisateur pourra r&dulre l'ordre de la table (N' < N) et

choisir I' favorisant les moments ngatifs (si 04 est petit)

ou positifs (si 0y est grand).
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Figure 10-A
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VI.1 - Les approximants de PADE 3 2 variables : Il n'existe pas de

définitlon canonique unique de tels approximants. Pour illustrer cette ambi-
guit® nous allons examiner quelques—unes des dé&finitions propos8es pour des
approximants de PADE i 2 variables, chaque cholx &tant adaptg 3 des classes
ﬁarticuliéres de fonctions 3§ 2 variables et donc 3 certaines sym@tries du

probléme.

Nous considrerons 4 d&finitions de ces approximants Py/Qy, dans

le cas simple N = M (approximants diagonaux).

N N-1
Z Z 813 x 5N
1=0 =0

lére dé&finition : PN

(43) N N-1
A\ j N-j
o = 2. L, byl ®
i=0 j=0

{avec bOO = 1 pour la normalisation) : on prend tous les termes xi yj avec
i+j <N.

La déflnition d'un approxi- vA
wmant {N,N)} implique la connaissance de >N

(N+1)*(N+2) -1 donnes, qui comporte—
ront forc@ment les 4N + 1 termes d'or-
dre 0 3 2N en x et y. Il en manque
donc N2 - N : le carr& N * N en
fournit Nz, done trop ; il faut
glininer N 2l&ments de ce carré :

suivant quels critéres ?

2N X

28me d&finition : CHRISHOLM [CH 77] a proposgé de prendre :

N N N
Py = Z : 213 ¥ yI
(44) i=0 I=
N N
1
QN_ Z Z blj x
i=0 =0

L

(avec bpg= 1) : on prend tous les termes x yj avec 1< N, j£N.
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Les définitions d'un approxi-

mant (N,N) implique la connaissance de 2N &

2 (N+1)2 - 1 données, comportant

forcément les termes d'ordre 0 3 2N en

X et en y. Le triangle (0-2N-2N) en
comporte (N+1)*(2ZN+1) : il en manque N

v

donc N, que CHRISHOLM propose de pren—
dre sur 1'anti-diagonale ((2N,1),
(1,2N)) qui en comporte 2N.

32me d&finition : Mme CUYT (Cu 83] propose une gé€n&ralisation basBe sur un

décalage des degr8s de P et Q :

NM+HM 1
- . i
Py "Z Z ajj % y?
i=NM =0
(453 NN 1 .
U =Zi Z by % yI
= =

Y
I1 faut N (282 + 3N + 3) + 1 donnges.
Or le trapaze (Nz, N2+2N, N2+2N, Nz) )
contient précisg@ment N (2N2+3N+3) +1 N"+ 2N
données : 1'approximant de PADE est
donc d&fini sans ambiguité. NZ+N{
Mais ce d&calage des origines qui N2
semble satisfaire le math@maticien post

un probléme au physicien.

N
NZ NZ+N NZ 42N

| ]

x

Foei

bRy i IL;;}<
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hedme définition : WATSON [Wa 74] propose de d&finir un approximant de 2

variables Pk+m(x,y)/Qk(x,y) par l'interm@dialre de 1'algorithme ¢ de
WYNN. On prend

E =
m,-1 0
(46) o - §
“m,0 =¥ 2, Gy Xy
=0 =0
et on construit par ré@currence la table des €
£ . = = -+ 1
m, j+1 mwhl, j-1 7 Z £ .
m+19j m’J
On définit sans ambiguit® des approximants de PADE puisque
P
7 Nm o_ ¢
(47) R

Par exemple, on d&finit PN/QN avec (2N+1)2 moments : le carré com~
plet construit sur (2N¥,2N).
Mais cette mBthode paralt Btre purement num@rique, et, surtout, ne

permet pas d'acc@der & l'approximant Py_;/Qy-

En fait, ainsl que nous le verrons ci-aprés (& VI.3), cette ambigui-
t& n'est pas g8nante pour le traltement des sections efficaces partielles.

-

Le probléme reste pos® pour le traltement du tansport 3 plusieurs dimensions,
bien que notre optique concerne l'int&gration par la méthode de Gauss et non

les approximants de PADE.

VI.2 - Les tables de probabilit& de sections efficaces partlelles.

La section efficace totale, qul a 8t8 implicitement seule consid®8rge jusqu'i

présent, est la soume de plusieurs sectlons partielles, par exemple :
(48) Op (B) = g (B + o  (B) + g¢ (B) = I, qy(E)
5 diffusion (scattering)

avec X =4 ¢ capture

f fission
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A une section efficace totale donnBe peuvent correspondre plusieurs
valeurs d'une-section partielle : on peut donc vouloir associer une distribu-
tion de Oy 3 chaque 0y 4. Pour simplifier nous ne consid@rons que des mo-
ments positifs : la prise en compte des moments n8gatifs complique encore la
gsituation. Nous avons consid8ré plusieurs mBthodes : aucune n'est satisfai-

sante. Nous rappelons bri&vement deux des solutions examin@Bes.

Vi.2.1 - On associe la mBme s&quence de %5 d chaque t;, avec des

probabilit@s diffdrentes :

P1 P2 P3
t t t
! 2 ? - 0 N _1 AN
Ot ?&
qy %4 Wy Wqz Wiy C
N_1
Q2 %2 W31 W2 W23
d3 X3 Wy Wi, W33
ZN_1
YO, y Ox

Pour d&finir les wgs et les xs, 11 faut N2 nouvelles informations,
qui peuvent &tre donn€es par les 2 N-1 moments de 0, (ordre 1 & 2 N-1) et
par les (N—l)2 comoments du carrg C : d'ol N° donn@es au total. Cette métho—
de assure la cohBrence avec la section totale (*) de la table de sections
partielles (qj, xj), 8tablie i partir des 2N moments de cette partielle ;

mais rien ne garantit d'obtenir, quelques solent 1 et j :

.

w,.> 0
(49) 13 N
U)ij =0 lorsque X5 ty
Nous avons effectu quelques calculs avee cette méthode.
(*) Nota : Par "coh@rence des sections partielles avec la section totale”,

nous entendons le falt que 1l'&quation 48 est satisfaite par les tables de
probabilit@, Op,1 = L« Og,1*

3(3.1}(j;jﬁxf
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V1.2.2 - On construito , comme la somme des partielles. C'est—-3-dire
que 1l'on calcule la T.P. de chaque partielle : d'oll les (py,x3) et
(44,y;)- Les valeurs de Wigs
nles par (N—l)2 2quations supplémentalires provenant des comoments {moments

probabilit&s croisBes, devront B8tre d&fi-

crols8@s de x et y).

Gy Yy [ Wig— Wx— Wy

dp ¥y Wiz Wp— W3y~

dqy ¥y P Wn—Wa—Wa—
Ll
P P2 P3 ".
Xy X2 X3

On est ainsi assur® de la coh&rence de chaque T.P. de partielle, le probléme
est sym@trique, et on aura toujours tij = x4 + yj entrainant xi< tij‘ Mais
on Lntroduit N2 valeunsdeO't gi il y a 2 partielles, N3 si 1l yena3,...
alors que O, a un rdle privil@gi® en neutronique. De plus, rien ne garantit

la positivité des wij (elle peut dépendre du choix des comoments).

VE.3 -Nécessit& de 1'ordre 1 pour les sections partielles : En fait la

recherche d'une table de sectionsg partielles "satisfaisante” est Inutile.

Supposons qu'elle existe : soit ﬂnij,c £1© xj), avec

(50) p; =Zwij' .
]

Ainsi que P, Reuss nous 1'a fait remarquer, une section partielle
intervient toujours linBairement en neutronique, i.e. que 1'on a toujours 3

int8grer des expressions de la forme :

(51) f £ (o, (B)) o, (B) 4=
AR
int&grale approchée par :
T w1

i,]
=a§; f (O’ti) 2; 0o s a

(52)

ij xij

[ L FERN
EAR R i KJ o fo e
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et on peut toujours dé&finir Oy tel que :
(53) Pi OXi = Z wij Oxij
h|

I1 suffit de d&finir © la recherche d'une table de probabilit@

xi?
d@crivant o, pour O, donné est donc un faux probléme pour la neutroni-
i .

que.

VI.4 - D&finition d'une table de probabilit® de sections partielles

Une table de probabilitE@ de section efficace totale d'ordre N, soit
(pi, ti) i=13aN
devra &tre complt2e, pour chaque partielle x, par N valeurs x; d€finies par

N €quations aux moments :

(54) P -

X,n

=] g
= |

L - n .
f 0x(E) o (E) dE = zi PiOxi0ci = Px,n
AR '

11 faut tout d'abord dé&finir les N valeurs de n.

V1.5 - Coh@rence interne des tables de probabilit@

‘La section efficace totale est la somme des partielles : il faut

qu'il en soit de mBme pour les tables de probabilit@ :

(55) £y * Lipartielles Xy

Nous allons montrer que cela est automatiquement obtenu par un

choix convenable des valeurs des N Bquations.

Table de 2 - Nous expliciterons les calculs dans le cas d'une table de 2.

Soit le syst2me de 2 8quations (nous noterons t pour O ((E),x pour 0 _(E) :

ftm dE ftm‘l Zx x dE

ft“ dE fr.n‘l Zx x dE

(56)

1]

b

A EFRNRV IS LN
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Il s'exprime, en terme de tables de probabilitd, par :

m m m—lzx m-1
Pp t1 + psy t = t ®, + t X
(57) 1017 Py by P1 %1 17 P25 2
n n n—l? n-1
Pp &y TPy ty =Pyt L Xt pp by X9

La seconde &quation, multipli@e par tg—n, devient :

n .mn m  _ n—1 m-n m-1
(58) Pp t] t2  t oty =Pt :E:x x| t) © F oyt :E:x X
retranchée de la premigre, on obtient

(59) p; t] (i*(tlltz)nué) = py t?*IZE;:xl (l—(tl/tz)n_m)

donc si m # n et si t;# t, ~ i.e. si la table n'est pas d&g€nBrée, on a :

(60) £ =), x

X

A condition de prendre en compte des moments partiels d'ordre m-1 et n-1 si
on prend en compte les moments totaux d'ordre m et n, la coh@rence des sec—
tions discrétis@es est Implicitement assur®e par le systéme d'Equations 10

et 54,

Les choix possibles sont (avec §, = m - n)

Moments totaux Moments partiels possibles
pris en compte
51’1:1 I 6n=2 16n=3
I |
(-2 3 1) (-3 et =2),{~2 et ~1),(~1 et 0)] (-3 et -1),(-2 et 0)| (=3 et 0)
(-1 3 2) (-2 et -1),(-1 et 0),( 0 et 1)] (=2 et 0),(-1 et 1)| (-2 et 1)
(013 (-1 et 0),( 0 et 1),( 1 et 2)| (-1 et 1),( 0 et 2)| (-1 et 2)

Pour respecter la valeur moyenne de chaque partielle, il faut prendre en
compte les moments d'ordre O ; seules les combinalsons soulignBes soat

possibles.
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Table de 3 : Une table de 3 ne peut impliquer que 3 moments partiels,

d'ordre 1,m,n. La méme dZmarche condult au systdme d'&quations :

m n-m m n-m

| = Y, (1‘(t1/t3)n-m) Py t?_IE:sz(}‘(tz/t3)n_m)
R '
(61) ' _
R; m--ga R‘ m—g
P t7 |1-(t/tq) + py ty |1-(tytey)
f-1 ’

m=g -1 115
= pl tl Z( Xl(l"(t]_/t3) ) + p2 t2 Zx xz(l-(tzlt3) )

Pour combiner ces 2 8&quations, nous imposerons :
. (62) n-m = m-% = On

en multipliant la seconde par t%_g et en la retranchant de la premidre,

on obtient :

m L-m n—-m
(63)

m=1 L-m n-m
X

done (64) t; =y x

X

sl on associe les moments partiels;f?zyl,héig;l etL;;ﬁi aux moments totaux

944?/,‘/é?7 et,,é%?'avec : = a-m = mrﬁ Z 0 et 3 condition que la table

ne solt pas dégénérée.

En pratique pour une table de 3 on aura les combinalsons possibles

suivantes (en ne retenant que celles contenant<f§ﬂ%) :

Moments totaux Moments partiels possibles
pris en compte
§n =1 |  $n=2
|
(-4 3 1) (-2 3 0) | ¢-4,-2,0)
(-3 3 2) (-2 2 0),(~-1 2 1) I (~4,-2,0)
(-2 3 3) (-230),¢-131),032 | (=2, 0,2)
(-1 3 &) (-1 a 1),032) | (2, 0,2
(0as) -tan,osz2y | (o, 2,8
|

S50 004
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G&néralisation 3 une table d'ordre quelconque. Aux 2N moments de O £

d'ordres cons@cutifs compris entre I et I + 2 N-1, comprenant obligatoire-

ment les ordres 0 et 1 (domc 2~-2N g I g 0), il faut associer, pour chaque

section efficace partielle x, les N moments de Iy

~ soit d'ordres consBcutifs, de J 3 J + N-1, comprenant obligatoi-
rement 1l'ordre 0, (donc I-N & J £ 0) et tels que
I-1€ J& I+N
Plusieurs solutions sont possibles ;
- soit d'ordres non cons@cutifs, variant de 2 en 2 de J 3 J + 2N-2,
comprenant obligatoirement l'ordre 0 (les momentsLéézgeront donc
pairs) et tels que J = I-1 ou I.

Une seule solution est possible.

VII - CHOIX DES TABLES DE PROBABILITE DES SECTIONS PARTIELLES - Etude de
1'influence de J.

Nous considirerons en VIT.1 et en VII.2 les propriBt8s des tables
Btablies d'aprds des moments de partielles d'ordres consécutifs (dn=1); en
VIT.3, nous examinerons le cas ol les moments des partielles sont espaces

de 2 (6n=2).

VII.l - Précision — Nous avons €tudi® 1l'influence de J dans les mémes condi-
tions que précidemment (voir § V). Les rBsultats sont repré&sent&s pour

T=0KetN=7 par les figures 11 A, B et C.

-

On constate le mdme phZnomdne que précBdemment : 3 I donng, on a
int&rét 3 prendre en compte davantage de moments ndgatifs lorsqueC ; est
petit, davantage de moments positifs (J voisin de O) lorsque gy est grand.

Nous avons 8tudig& un autre critére

2 _.2 _ 2 -
Ex =€ (d=1) +€ (d=500)
il caractérise un compromis entre faibles et fortes dilutions : les résul-
tats sont repr8sent®s par les figures 12 A (T = 0 K) et B (T = 1500 K). Il
apparait une faible d&pendance de J avec 1 et, globalement, que l'on a

intdrat 3 cholsir J #-N/2.
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Figures 11 A, B, C : Importance des moments partiels n8gatifs. Cas du 238 U
de 4250 § 4750 eV, ré&sonances £ = 0 seulement : erreur relative

sur 0 effectif (2 gauche) et sur Oc,eff (3 droite} calculdes
par des tables de probabilit@ pour :

- 1 temp®ratures : 0 K;

1

3 dilutions : 1 barn (figures A), 20 barns (figures B) et
500 barns (figures C):
1 ordre : N = 73

1

4 valeurs de I, valeur inférieure des moments totaux pris en

compte (I = -1, -4, -7 et -10).

' - - - )
L'erreur relative (8r = OTPIOéxact 1.) est portée en fonction

de J, valeur inf&rieure des moments partiels pris en compte.
Pour G4 = 1 et 04 = 500, 1'allure g2n&rale cowporte :

~ un domaine de d8croissance rapide de £, (par exemple, pour
04 = 500, I = -4 : décroissance de J = =5 3 J = -2).

~ un domaine ol £, est constant (méme exemple : €
constant de J = -2 3 J = 0).

r est

Cette "constance” est perturb@e par des fluctuations non signi-
ficatives : rappelons que nos ré&sultats sont la moyenne de
‘quatre @chantillons de ré&sonances, d'oll les barres d'erreur,

portées seulement pour 04 =300, I = -4,

I1 apparait que le choix de J est plus important que celui de I.
Pour 0 4 = 20 barns, le meilleur choix de J est :
J=%(I+D

Cas des tables partielles avec §n=2. On a alors J(pair) = I ou I-1. Le meil-

leur r&sultat obtenu en capture est indiqud patr une fliche avee la valeur de

I correspondant.

b
FACEE RN Y PW A
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Figures 12 A et B : Influence des moments partiels négatifs : cholx de J.
Cas du 238 U de 4250 3 4750 eV, résonances "s" seulement : la
somme quadratique des erreurs pour 04 =1 barn et pour
Oy = 500 barns est port@e en fonction de J, valeur initiale
des moments partiels pris en compte, dans les conditicns
suivantes :

- 2 temp@ratures (0 K : fig. 12 A ; 1500 K : fig. 12 B) ;

-1 ordre : N =7 ;

- 6 valeurs de I : I = -3 3 -8 ; les courbes Btant difficilement
discernables & T = 1500 K, nous n'avons port?® les r8@sultats

que pour 4 valeurs de I dans la figure 12 B.

I1 apparait, d'aprés la figure 12 A, que 1'on a intérét 3 dimi-
nuer J quand I diminue : relation J # - 1 + 0,4 I.

Cette d@pendance est plus faible 3 1500 K (fig. 12 B) : relation
J#-2+0,21.

Globalement, nous recommandons, pour 1'é&tablissement des tables

de probabilit®&, le choix normal :
J = -N/2

8tant entendu que, comme pour le choix de I, l'utilisateur pour-
ra réduire 1'ordre de la table en prenant J' plus grand ou &gal
ilJ.

o e A
Aad 4t i
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VII.2 - Valeurs de g 4 négatives. Rien ne garantit que les sections

efficaces partielles discr&tes obtenues par la r8solution du systéme 54 sont
contenues dans les supports de 0_. En fait, on obtient souvent des valeurs
de O,; négatives, donc en dehors du support de J .

Nous avons voulu &tudier la probabilit@ d'occurrence de ces valeurs
négatives, et leur sens "physique"” ; pour cela, nous avons repris les 4 cas
(238U,

de calcul d&finis ci-dessus résonances "s", 4 cas statistiquement

ind&pendants).
Nous avons compt®@ le nombre de 0y négatives pour T = 0 K et pour
T = 1500 k. Les r8sultats sont repr@sent8s dans le tableau 2 ; ils r8sultent

de la moyenne des 4 cas Btudi®s : d'olt des valeurs fractionnaires (0,25;0,5; .

0,75). Ces r8sultats comportent les cas non coh@rents (ne satisfaisant pas
la condition 55) ; on voit qu'il y a trés peu de valeurs négatives sur 1l'axe

du domalne coh&rent (J # I/2), sans qu'on puisse jamais &tre silir a priori

qu'il n'y aura pas de valeur négative. L'examen des tableaux montre que les
g

meilleurs sont J = =N/2 et I = 1-N ou I = 2-N ; il apparalt qu'il est tou-
jours possible d'obtenir une T.P. avec des 0.; > O en variant I ou J d'une

unit® autour de la wvaleur recommand@e.

-

Ce tableau 2 donne, pour chaque ordre (N = 2 38 N = 7), le nombre

soit 0,4, Btant en-

moyen de valeurs négatives de 0, observiées (soit Ty,

tendu que la somme des 2 est positive) en fonction de I, ordre minimum de

et de J, ordre winimum de . Les 2 lignes brisBes d&limitent la zone

n?’ m

théorique des (I,J) coh@rents, assurant 0.; =0 _; + 0y (voir § VI.3).

Les "0" (absence de sections efficaces partielles nBgatives) s'Bten-
dent de part et d'autre de la ligne J = I/2, dans la zone "cohB8rente" d&li-
mit8e par les lignes bris@es. Les valeurs en caractéres gras correspondent

au cholx recommand® :
J = (1-1)/2

Pour chaque ordre N nous preconisons le choix encadr@ :

I=1-N
-N/2

'
[f}

Ao Py W
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Tableau 2 — Nombre de sections partielles n8gatives obtenues pour

des tables de probabilit® d'ordre N en fonction de I et J.
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Mais il ne suffit pas de compter le nombre de valeurs n&gatives :
11 faut les examiner. Les tableaux 3 repr@sentent des exemples de tables
I=23,J3=-2.

Pour celle-ci la premi2re valeur de 04 est négative, de tras peu :

d'ordre 4 construites autour de celle que nous recommandouns
0.1 = -0,02 barns. Il s'agit 13 d'un résultat g&n&ral : au voisinage du
fond de la vall@e J = (I-1)/2 les valeurs négatives relevées :

- concernent toujours g, (pour notre noyau test),

-~ gont toujours trés voisines de O,

- concernent presque toujours la ldre valeur de O, (correspon-

dant 3 la plus faible valeur de 0,;), parfois la 2&me (lorsque
L I<N). '

Tableau 3-A ~ Table de probabilit& pour N =4 3 T = 1500 K

avec I = -3 constant (L = 0 seulement)
J=-3 -2 -1 0
D O, I s | % Gg | ¢ 9s | %e

0,018 89,03 | 89,61] -0,58 | 86,571 2,46 |86,03] 3,01 | 85,98| 3,06
0,137 38,34 | 35,03] 3,31 |35,63] 2,71 |35,88] 2,46 | 35,93] 2,41
0,609 | 13,40 { 12,951 0,45 | 12,88} 0,52 |12,80] 0,59 | 12,76] 0,64
0,237] 8,28 | 8,24] 0,03 | 8,29]-0,02 | 8,39}-0,11 | 8,48]-0,21

I | I I

Les tableaux 3

recomtand@. Dans ce cas

on constate que si on veut rejeter le cholx (N=4,

montrent comment varient les tables autour du choix

I=-3, J=-2) parcequ'il contient une valeur l@gérement nBgative Qjc,1=-0.02),

on peut accepter la table (N=4, I=-2, J=-2) qui ne contient pas de valeur

négative mais domnera une plus faible précision dans les calculs.

¥

AU
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Tableau 3-B — Table de probabilit@ pour N =4 3 T = 1500 K

avec J = -2 constant
| | p | t | s | c
I=-6 | 0,087 ] 57,05 | 359,42 | 2,79
| 0,306 | 18,89 | 13,87 | 1,35
| 0,566 | 10,50 | 11,99 | 0,12
| 0,061 | 6,68 | 0,90 | 0,14
---------- [ S S R——
1=-5 | 0,050 | 69,74 | 66,81 | 2,93
[ 0,239 | 24,19 | 22,39 | 1,79
[ 0,644 | 11,16 | 10,93 | 0,23
| 0,067 | 7,02 } 7,03 | -0,01
—————————— |-mm e [ | - - |-
I=-4 | 0,029 |80,74 | 77,79 | 2,96
{ o,185 | 30,87 | 28,67 | 2,20
| 0,666 | 11,99 | 11,63 | 0,36
| 0,120 | 7,53 | 7,61 | -0,08
l | | I
I1=-3 | o,008 | 89,035 | 86,57 | 2,46
| 0,137 | 38,3 | 35,63 | 2,71
| 0,609 | 13,40 | 12,88 | 0,52
| 0,237 | 8,28 | 8,29 | -0,02
| | | I
1=-2 | o,012 | 94,82 | 93,02 | 1,80
| 0,096 | 46,13 | 42,95 | 3,18
| 0,459 | 16,33 | 15,36 | 0,79
| 0,433 | 9,18 | 9,11 | 0,08
---------- N M—
I=-1 | 0,009 | 98,64 | 95,31 | 3,32
| 0,065 | 53,721 so0,94 | 2,77
| 0,306 | 20,77 | 19,38 | 1,39
| 0,620 | 10,061 9,89 | 0,15
—————————— B el e B B
1=-0 | 0,007 | 100,98 | 16,94 | 10,12
| 0,045 | 60,39 ] 88,25 | -0,0005
| 0,207 | 26,58 ] 19,60 | 2,46
| 0,741 | 10,83 | 10,93 | 0,19
Les cas I = -6 et I = 0 sont & rejeter a priorl car ils ne satisfont pas
les conditions de coh@rence (Gti = Osi + Oci).
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Conclusion — Les syst®mes d'8&quations 11 et 54 nous amdnent donc 3
d8finir des tables de probabilité@ :
[pg, Ot (Gxi)] N,I,J* i=13N

avec :

1-2§8 <I< O (option normale : I
MAX(1-N,I-1) £3J £0 (option normale : J

1-N)
- N/2)

(65)

]

Ces cholx assurent des valeurs "physiques” pour p; etg .y, et
garantissent la coh@rence des sectlons partielles (O ; = z xOxi) ; 1ls
n'assurent pas toujours une valeur "physique” des g.; ( une ou plusieurs

de ces valeurs peuvent &tre en dehors du support de O

x» l'optlon "normale”

assurant le meilleur choix). Il est possible :

- soit de faire les calculs avec ces valeurs "non physiques” (&ven-—
tuellement n8gatives) de ces Oyy 3 cela est choquant du point de vue phy~
sique, mais n'affectera pas la pr@cision des calculs, au contraire.

~ solt de chercher des valeurs de I', J' volsines de I, J qui don-
neront une table physique. D'aprés notre exp2rience, cela parait B8tre géné-

ralement possible (nous ne possédons pas de contre-exemple).

VITI.3 - Cas des tablesd n=2 — Rappelons que J est alors impos®&: pair,

8gal 3 T ou 3 I-1.
Précision — Les meilleurs r&sultats pour la capture, 3 0 K avec N=7, sont
port@s sur les figures 1ll. Ils sont moins bons d'un facteur 10 3 1000 que

ceux que 1l'on peut obtenir avec les tables§ n=1.

Valeurs négatives de g 4 ~ Le nombre moyen de valeurs n@gatives de Ogi
est donné par le tableau 4, pour N=7, T=0 K. Ces r8sultats sont i comparer 3

la diagonale J = (I~1)/2 du tableau 2 correspondant : ils sont plutdt plus

mauvais.

Tableau 4 - Nombre de sections partielles n€gative pour ume table

§n=2, N=7, T=0 K

1 -12|-unfl-wo]l-9]-8fi-7]l-6]l-si-s1l-3]-21-11f0
nombre 1} 1] ol of olo.7] ol olox2l olo7l 111
|

I | N NN AN NN SR A P B

Conclusion - Le choix §n=2, thBoriquement possible, ne semble présenter

aucun avantage sur le choix plus traditionnel § n=1, que nous retiendrons.
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VIIL - LES TABLES DE PROBABILITE : DONNEES FONDAMENTALES QU METHODE
PHENOMENOLOGIQUE D*INTERPOLATION ?

Nous proposons donc d'&tablir les tables de probabilit® 3 partir
des moments des distributions des sections efficaces. Ces tables sont done

indépendantes de 1'utilisation que 1l'on veut en faire, et dBcrivent aussi

fiddlement que 1'on veut les fluctuations des sections efficaces.

Au contraire, les Sovi&tiques avaient propos d'&tablir ces tables
i partir des r8sultats décrivant Ox,eff (d), d B8tant la dilution ; c'est
la méthode utilis€e actuellement dans plusieurs laboratoires [Go 71, Kh 72].
Ces tables peuvent &tre Etablies, par exemple, par moindres carr8s. En pra-
tique, elles constituent une mBthode performante d'interpolation, basBe sur ’
le mod&le de 1'int8gration par la mB8thode de GAUSS-JACOBI. Mais les para-

métres ne sont plus une donn@e fondamentale : ils sont ajust®s pour décrire

au mieux gggf, et dE€pendent de la méthode de calcul de ¢ o¢f (en particulier,
ils tiennent compte du ralentissement si Uegf eSt calcul@ avec prise en

compte du ralentissement).

Nous avons compar@ ces deux m@thodes, appliquées 3 un cas statigti-
que du 238 U & 300 K entre 4400 et 4600 eV, avec les paramdtres moyens sui-
vants (ENDF-B-4).

A = 236.006 R = 9,184 fm

D(J:O’S) = 19-98 eV D(J=1.5) = 10-9719 eV

S, = 1,05 107% 5 - 1.5852 107% ®
FY = 0.0235 eV (constant)

Les sections effectives ont 8t& calcules pour 41 dilutions "d”
régulidrement distribu@es de d = 1 barn 4 d = 10 000 barms, et pour d{(42)
= 107 barns. Les moindres carr®s ont &t& effectufs en minimisant les

erreurs relatives § [Ag 85)

g calcul& par T.P.)
(66) 6 = X,E.ff ( u P -1
Orx,eff (exact)

FAE
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Précision - Le critdre d'accord entre Ox,eff calculé directement pour
chaque dilution (valeur qualifie de "exacte") et la valeur calcule avec

une T.P. est l'erreur quadratique moyenne sur les 42 points :
q P

(67) € =

Les figures 13 repré@sentent £ en fonction de 1l'ordre de la table

pour la diffusion et la capture.

On constate que la précision est meilleure avec les tables de
probabilit® Btablies par moindres carré@s sur Ox,eff {(d) : pour une préci-
sion donnBe, on aura besoin d'un ordre plus faible d'environ 1 unité& par
cette méthode.

Ce r@sultat est normal : les paramétres de la table {moindres car-

rés) sont calcul8s pour dé&crire au mieux 0, ¢ (d), et rien d'autre.
»

Comparaison des tables — Le tableau 5 repr@sente les tables de probabilit@

calculées par ces deux méthodes. Les tables (moments) et les tables (moin-
dres carr@s sur O, ,g¢¢ (d)) présentent le méme comportement gé&néral. Il

]
parait difficile de dBceler une différence syst8matique significative ; tout

au plus peut-on remarquer que les valeurs des 0; sont plus EtalBes dans le

cas des tables (moments).

Conclusion - §1i les tables de probabilit@ ne sont utilis@es que pour effec-

tuer le calcul par interpolation de(jx,eff (d), la seconde méthode (moindres

carraés SUr 0, ¢ (dj)) est préférable. Mais une telle table ne peut
3

gtre utilis@e pour d'autres calculs: le calcul des mBlanges par composition
des moments, par exemple, n'est pas possible.

Les tables de probabilit& (moments) sont plus gén€rales, permettent
le calcul des mBlanges et ouvrent la voie 3 la méthode des sous-groupes en
neutronique [Bo 85, Ri 86].
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Figure 13 A et B : Valeur de l'erreur relative quadratique moyenne pour la

diffusion (A) et la capture (B). Les r8sultats obtenus avec les
T.P. 8tablies par les moments sont en traits pleins, ceux avec
les T.P. Btablies par moindres carr8s sur Ox . eff (d) sont en

¥
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Tableau 5

26

Comparaison des T.P. E&tablies par la m&thode des moments

et par ajustement sur 42 valeurs de 0y ¢ (dilution)
>

Ordre de T.P. d'aprés T.P. d'apres
la table moments g x,eff {d)
| | l l 1 ‘
Pi ti si ci Py ti si | ci
| | | I |
| |
1 1.000 | 16.67 | 15.58 | 1.089 | 1.000 | 14.3 13.5  0.836
| | { : L |
|
) 0.0951 70.3  63.9 6.4 | 0.122] 57.4 | s2.2 | 5.17
0.905 | 11.04 | 10.51  0.530 0.878-| 10.94 | 10.42  0.525
. | |
0.036 102.6 ' 94.7  7.92 049 | 89.4  81.9  7.48
3 0.408 ' 19.64 | 18.01 | 1,634 | 0.367 ' 18.72 | 17.20 | 1.516
0.556 | 8.94  8.69 | 248 | 0.584 | 9.26 | 8.97 l 0.286
| | |
0.017 122.3 114.8 | 7.56 0.024 111.8 |104.4 | 7.46
. 0,100 45.0 | 0.2 4.83 0.103 | 39.4  35.1 | 4.31
0.809 | 11.84 | 11.27 | 573 | 0756 12.081 11.49 ' 0.599
0.072 5.74l 5.65 | 087 | 0.118 | 6.55  6.45 | 0.099
" |
| |
0.011 | 132.1 123.9 = 8.18 0.015 125.3 !117.5 | 7.88
0.050  66.2 ' 60.1 | 6.03 0.056 | 58.3 | 52.7 | 5.62
5 0.212 21.11| 19.10  2.02 0.175 21.07 19.02 = 2.05
0.705 | 10.41 10.03 | .374 | 0.719 | 10.72 | 10.32 ) 0.405
0.021 ' 4.561 4.30  .267 | 0.035  5.10  4.87 @ 0.226
I | [ | 1 |
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IX - COMPOSITIONS DES SECTIONS EFFICACES

Un des probl2Zmes pos&s par le concept de "section effective” est le
fait que celle-ci concerne pratiquement toujours un m8lange : il faudrait,
‘en toute rigueur, calculer la section efficace du m@lange point par point,
puis calculer la section effective pour la dilution et la section Equivalen~

te voulues ; et ce pour chaque m8lange. Cela n'est pratiquement jamais fait,

des m&thodes approchies sont utilis8es.

La composition des moments permet un calcul trgs facile des pro-
pri2t@s d'un mé&lange, tout au moins lorsque la table de probabilitE ne d&-

crit que des moments positifs.

IX.1 - Cas des moments positifs - Nous ne consid@rons que les m@langes bi-
naires, les r@sultats pouvant se gén8raliser trés facilement (en pratique,
nous proposons de traiter le m&lange par r2currence, i.e. de consid@rer le
mélange des n premiers noyaux et du (nt+l)2Zme comme un mElange binaire).

Soit donc un mBlange constitué de noyaux 1 (proportion isotopique )

et de noyaux 2 (proportion isotopique R ). Le mBlange est :

+ B
68 {t a oty ty
P

Les moments seront doans par :

= dE _
%nﬂftn AE _,/‘(()Ltl"Btz)]"l Er

AE

1l

[

n i i n—-if 1 n-i
(69) = > ¢ o 8 ftl £ _dE_
i=0 n AE
n i i n—-1i i n-1i
= C o B <ty tp >
i=g O

Dans 1'hypoth@se statistique dans laquelle nous nous sommes plac@s :

n I 1 i 1 n—i
(70) % =Z C o R <t > <t >
a i=0 n 1 2
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On obtient de mé&me, pour chaque section partielle :

0

GP_ dE_ _ dE

= {pth = [ (% p; + Bpy) (dey + B c,)®

n J[ AE ‘]- 1 2 1 27 g

(71)
{z:n i i m—1i i m-i i m- i
Leg G B SPpbty 2 < fppyty

dans 1'hypothé&se statistique :

o G20 ] (aiﬂ DM v TN L@J

1,1 2,m-1i 1,1

IX.2 - Cas des moments négatifs - On ne peut &videmment pas pratiquer la

m&me algébre sur les moments nEgatifs. Deux m&thodes sont possibles

=~ calculer les moments ndgatifs du m8lange en appliquant une quadrature de

Gauss

Y@ epm) & L) e Ry
£y A PL,3 "1,1 P2,5 %2, ]

(73) 1,]

m m dF m n
x (B) £1(B) tp(B) —==Z, P11 %1 1 T1,1 P2,5 t2,j
AE +J
valable quels que soient m et n, positifs ou négatifs ;

- en composant les moments positifs des tables de probabilitd&. Ces tables, .

-

bien qu'&tablies & partir de moments n&gatifs de o.(E), sont d&rites par

la suite des moments positifs — cette sulte Btant, i partir d'un certain
ordre, différente de la suite des moments positifs vrais (cette diff@rence
contient l'information sur les moments n@gatifs). La couposition des moments
positifs d'une table de probabilit@ &tablie 3 partir de moments nBgatifs
devrait done Implicitement tralter cette information sur les moments

négatifs.

Ces deux mBthodes sont strictement Bquivalentes pour les moments
positifs. Nous devons v&rifier leurs qualit@s pour la composition des mo-

ments négatifs.

EEREEEE RS S
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IX.3 - Conditions de la vérification numérique de 1la composition des moments

Si on g®n&re alBatoirement une section efficace t1(E) (et les
partielles correspondantes), et, ind&pendamment, une section efficace
t5(E), on peut calculer les sections efficaces de leur mélange en fonction
de l'@nergile, par exemple:

t(E) = 2 (£1(B) + £5(E))
(74) '

I

x(E) % (%, (E) + x,(E))
puls les sections effectives correspondantes.
On peut aussi calculer les tables de probabilit® T, et T, de

Q chacun de ces 2 noyaux, composer ces tables et calculer les sections effec—

tives.

Les r@&sultats seront toujours différents, car le m@lange d&fini par

les formules 74 constituent un cas particulier de ﬁélange, alors que la com-
binaison des tables T; et T, constitue une moyenmne statistique sur tou-

tes les sections ty(E) et %1 (B}, ty(E) et xy(E) d&crites par les

moments de T; et T,.

Nous avons effectu€ des calculs sur un cas type (en fait le 238 U):

résonances "s" seulement : D = 22 eV
So = 1,05 1074 I, = 0.0229 eV
. R, = 9,184 fn Tegg = 300 K

1 zone statistique de 4250 & 4750 eV
Les paramdtres &talent g&nér&s par une m&thode r8gularisée (Ri 83,
Ri 86a), diminuant fortement les fluctuations. Nous avons trait@ 32 cas (les

mémes caract@ristiques moyenmnes sont prises pour les noyaux 1 et 2).

La figure 14 repr@gente la dispersion du rapport :

R = Jc eff (m&lange calculd par T.P.)
oc eff (mBlange calcul@ directement)

pour une dilution de 20 barns ; la valeur moyenne de R, d@terminfe d'apris
les 32 cas @tudiBs est :

R = 0.99816 + 0.00202 (&cart type)

ERUR IR IR
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0.98

Figure 14

Figure 14 - Etude du mBlange de 2 noyaux en proportions &gales. Distribution

de R, rapport de la section effective de capture calculé@e par composition

des moments, d celle calcul@e directement i partir de g(E) du m&lange pour .
une dilution de 20 barns. Les tables de probabilitd utilisBes pour ce calcul
sont Btablies sur les moments positifs, at leur composition ne pose pas de
probléme de principe ; la pr&cision relative sur Te eff {composition des
moments) est d'environ 1072, La statistiques porte sur 32 cas, N est le

nombre de valeurs de R par intervalle de 0.005 unit@. L'&cart type de la

distribution de R est € = 0.0114.

I1 n'apparailt donc pas d'8cart significatif ; mais, pour pouvoir
garantir que cet Bcart est infé&rileur 3 10“3, il faudrait une précision
statistique de 1'ordre de 1/3 10_3, c'est 3 dire 6 foils meilleure que
celle que nous obtencns : il faudrait donc traiter plus de 1000 cas de
mwélanges alBatoires. .

On ne peut donc juger de la qualit@ des r&sultats obtenus par
composition des tables de probabilit® en se réf@rant aux calculs directs du
mélange (formule 74), d'autant plus que nous voulons juger de cette qualité

L -]

avec des précisions allant jusqu’i 10—5. Wous avons donc &t8 ameng :

- 3 prendre comme ré&fBrence les r&sultats obtenus 3 un ordre &leveé
(ordre 9), Bventuellement extrapol? ;

- des d8saccords apparaissant sur ces r&férences, mous avons
d'abord &tudi€ un mod2le th€orique analytique.
Remarques 1) On aurait pu vouloir effectuer les calculs & des ordres encore
plus 8levés afin de mieux d&finir la "ré&f@rence” ; mails des difficultds
num@riques apparaissent d&j3i, dans certains cas, 3 1'ordre 9 (par exemple la

composition des moments positifs 3 1l'ordre 9 implique le calcul de moments

d'ordre 17).
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2) La détermination de la table de probabilit& r8sultant de la
composition de 2 (ou plus) tables de probabilit® &l&mentalres implique la
définition de 3 ordres:

- 1'ordre NE des tables de probabilit@ @l€mentaires. Cet ordre peut
3tre diff8rent d'une table I une autre : soit NE1, NE2, ... ; pour simpli-
fier nous prendrons toujours NE1 = NEZ = NE ;

- 1'ordre NC de composition : par exemple on compese les moments
positifs jusqu’au moment d'ordre : 2 * NC - 1 ;

- 1'ordre NM de la table du mBlange : l'ordre NC de la table calcu-
18e avec 2 * NC moments peut &tre réduit 3 une valeur NM<NC sans trop perdre
en précision parce que les fluctuations du m8lange sont plus faibles que

celles du noyau €lémentaire.

Par exemple, si les noyaux 8l&€mentaires sont d&finis par des tables
d'ordre NE = 53, la composition de leurs moments positifs peut &tre effectule
jusqu'3d 1l'ordre NC = 7, d'oll une table d'ordre 7 d&finie sur ces moments
positifs. Cette table d&finit aussi des moments ng&gatifs, et on peut, sur
1'ensemble des moments négatifs et positifs, définir une table d'ordre r&-

duit NM = 3 ou & qui d8crira correctement le mé€lange.
La distinction entre NC et NM n'exilste pas lorsque 1'on ne traite
que des moments positifs, ou lorsque 1l'on calcule les moments ndgatifs par

une quadrature de Gauss.

IX.4 - Modéle analytique -~ Ce mod&le doit permettre :

- le calcul des moments ;
= le calcul de la convolution des distributions de probabilit@ des
sections efficaces de chaque noyau ;

- le calcul des sections effectives.

Nous avons suppos2 que, pour chacun des 2 noyaux &l8mentaires,

était distribué suivant la loi:

75y }P(o) do = ¢ 2 o 15058
avec : C = __ 8

e a_e-aS
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les sections efficaces partielles €tant donndes par :

(76) Xx=¢ +k o
y=0-x
avec : 0<¢€g£Z<1 O<kgl

On dispose donc de 4 paramétres : a,$,c,k.

La distribution de la section efficace totale du noyau mdlange

résulte de la convolution de 2 lois p(C), et est donnfe par

r(g)do =%0—1) e™239 g4 lc o S%_S_
- -2ag 1+3
(77) r{g)ds =%5(80) e do £0< S
L S <o
avec :%—- ,._._L’E%___
(e-a“e-as)Z

11 est possible de calculer analytiquement tous les moments de p(g)
et de r(g) (qui s'expriment en fonction de E,, exponentielle intdgrale),
alnsl que les sections effectives (exprimBes en fonction de E; ; on peut
donc composer les tables de probabilit@ et comparer le r@sultat 3 une

référence.

Les r8sultats report&s ci-aprés concernent y (76) calcule avec :
a=0.1 S = 50 £ = 0.9 k = 0.7
pour 3 dilutions = d = 1, 20, 500.

Nous avons limit® le nombre de r&sultats report@s dans ce rapport.
Rappelons que le critére est la section efficace effective.
Pré@cisions donn€es par les tables de probabilit® 8tablies directement sur le

mélange - Les valeurs sont donnges dans le tableau 6.

Ces valeurs constituent une réf@rence pour juger de la qualit& du

résultat obtenu par composition des moments.
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Tableau 6 -~ PrE8cisions relatives obtenues sur ¢ eff calculBes par des
tables de probabilit® 8tablies directement sur le m&lange. Ces valeurs
constituent l'erreur minimum qu'on peut esp@rer atteindre par composition
des tables de probabilit@ des noyaux &l8mentaires. Les erreurs sont donnges
an 10‘3.

spIL = _ _ | __ L ___{ ___ 20 _ _ |___300_ _
ordre de la T.P. 3 6 9| 3] 6 |9 3 Jelo
T.P. sur moments I | I l | l
' positifs 72 | 5.8 |.48] .750<.001] 0 | < .001] 0 | 0
T.P. sur moments | | | | | |
positifs et n&ga- | I | , | |
tifs (choix "normal")|4.0].0045] o 3.2] .014] o | .o018{ 0 | o

taires - Ainsi que nous l'avons souligné@, ces r@sultats d@pendent de plu-
sleurs paramétres. Nous avons report® ceux Btablis dans le cas de tables
8l8mentaires d'ordre NE = 3 (figure 15 A), NE = 6 (figure 15 B) et NE = 9
(figure 15 C).

en rédalité@ NM est 1l'ordre de composition de la table, que 1l'on peut r&duire:
ce sont les 3 flaches successives partant de ce point.

Bilan - I1 n'y a pas de probléme pour les grandes dilutions. Pour les dilu-
tions moyennes et faibles, il apparait une perte de pr@cision d'un facteur
1,5 & 50 par rapport 3 ce que donnerait un calcul direct surg (E) du mZlan-
ge (Tableau 7). '

Tableau 7 - Modale analytique — Comparaison des pr&cisions relatives

obtenues pour des tables d'ordre 6. Les erreurs sont en 10_3.

Mélange des 2 noyaux

Dilution Noyaux Calcul Calcul par T.P.

Zlémentaires direct Posltive |Positive et n€gative

quadraturel moments

de GAUSS | positifs

20 0.060 0.014 < 0.001 0.021 | 0.0041
1 0.023 0.005 5.8 0.25 | 5.1
| 3.1(+)

4+ Composition & 1l'ordre 9, et ré&duction 3 l'ordre 6.

FOoyydas s
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Figures 15 A, B, C - Modé&le th@orique, résultats du mélange de 2
noyaux 8l18mentaires identiques en proportions &gales. L'erreur sur Tepgld)

est calcul@e d'aprés les T.P. du m&lange pour:

— 3 ordres des tables &l8mentaires: NE=3 (fig. 17 A), NE=6 (fig.l7B),
et NE=9 (fig. 17 Q)
- 3 dilutions : 1,20 et 50 barms.

L'erreur est port8e en fonctlon de 1'ordre NM de la table -

secondalre, 8tablie selon 3 me@thodes différentes:

a) d'aprés des T.P. @lZmentaires ne décrivant que les moments positifs

{courbe en tirets); ‘

b) d'aprés des T.P. €l8mentaires dBcrivant des moments négatifs et des mo-

ments positifs en calculant par quadrature les umoments négatifs et positifs
du mBlange {courbes en traits pleins);

c) d'aprds des T.P. €l2mentaires d@crivant des moments n8gatifs et des mo-

ments positifs, par composition des moments positifs (courbes en pointil-

ig).

Les cas a) et b) sont 8quivalents, tant que N<NE/2, car les moments

positifs pris en compte sont alors les mémes.

Lorsque MM devient nettement plus grand que NE, la precision donnge

par la m&thode c tend vers celle de la méthode b.
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IX.5 - Conclusion - Wous avons aussi effectu® des calculs avec des cas

réels ; mais, ainsi que nous l'avons expliqu@, 1'interprétation des r8sultats

est difficile car on ne posséde pas de réfrence. Un probléme apparait: les
valeurs extrapolBes {que nous voulions prendre comme r&fErence) diffirent
selon que les tables de probabilit® sont construltes par quadrature de GAUSS
ou par combinalson des moments positifs.

Globalement, nous councluons que la composition des tables de proba-
bilit@ Btablies sur des moments négatifs et positifs est possible, que la
wéthode de la quadrature parait mellleure, mais qu'il en r8sulte une perte
de pré&cision. Il faut Btudier ce phBnoméne (alfatoire, ou systmatique) qui
doit @tre compar® i la dispersion alBatoire des r8sultats obtenus par le

calecul direct des m8langes (1% dans notre exemple - cf. § VIII.3).

X - REUNION DE DOMAINES D'ENERGIE ADJACENTS

OQutre le calcul de m&langes de noyaux, une opération fréquente
consiste 3 calculer le r8sultat (au sens sections efficaces) de la r@union
de 2 groupes adjacents. Cela est impossible avec 1la seule connaissance de
Uaff(d) pour chacun des groupes*. C'est imm@diat avec les T.P. d&finies
par les moments.

Le moment r&sultant R de la rBunion des groupes k et 1 est en effet

donn& par{en notant K et L les moments des groupes k et ):

n
ot(E) dE

AEk+ﬂE2 AE, + AEZ

IR S Yy + Y E)dn
AE, + AER Ot Ot
AEy AEL

AE, K+ AEL L
AE; + AEL

Les moments r8sultants sont donc une somme pondérée des moments des
diff8rents groupes rBunis. La prise en compte d'une dBpendance avec 1'éner-
gle du flux de pond8ratlon des sections efficaces ne ferait que changer les
facteurs de pondBration.

Remarque importante : Il faut souligner qu'il est thBoriquement faux de

% Nota: cela est aussi possible avec les formalismes falsant intervenir des

taux de r8action.

Yool wad g f
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CONCLUSION

Nous avons essay@ de g@énéraliser et de rendre plus rigoureux le

concept de "table de probabilit2" introduit 1l y a une quinzaine d'annges.
En les d8finissant par les moments, nous basons ce concept sur des théories
math@matiques blen 8tablies et fructueuses ; nous rendouns aussi possible

toute une algdbre bas€e sur ces moments.

Les T.P. constituent des donn€es fondamentales qui transforment

toute intégrale sur les @nergies en une quadrature de GAUSS. Si l'applica-

tion est @vidente pour le calcul des sections effectives, elle exlste aussi

pour le traltement du transport.

En dehors d'ﬁne utilisation pour le calcul des sections effectives,
les tables de probabilit® sont peu utilisBes en neutronique analytique
{(elles le sont un peu plus pour les calculs par Monte Carle). Elles devralent
permettre :

- une description simple mals aussl exacte que requis de tout mé-
lange de noyaux pour toute gamme d'@Bnergle ; mais cela suppose leur exten-
slon aux cas non statistiques {vers les basses Bnergies) ;

- des calculs de transport en assoclant 3 chaque section totale
discréte un flux dont le comportement spatial sera diff@reat : c'est le

principe de la m&thode des sous-groupes.

L'extension aux cas non statistiques implique notamment :

~ la prise en compte du ralentlissement ; '

- la prise en compte du recouvrement non al@atolre des r@sonances.
Nous donnons, en annexe, un apergu des solutlons pour ces exten-

sions.

Une approche du traitement du transport par la mBthode des sous—

goupes est considBrBe par allleurs [BO8B5].
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ANNEXES

L'extension aux cas non statistiques

Nous 8voquons bri&vement, dans cette annexe, trois des extensilons

que nous envisageous ou Btudions.

1 -~ Prise en compte du ralentissement - L'hypotheése statistique signifie

qu'un neutron est diffus@ dans la table de probabilit® proportionnellement

aux py quelle que soit somn origine.

Au contraire, une description plus rBaliste implique une probabilité de
renvoi(aji du sous—~groupe j vers le sous—-groupe i1 d8pendant de j et i
{dans 1'hypoth2se statistique, Wy = Piqj)' Cela se traduira par un
tableau des probabilit&s 3 double entr@e, qui d8crira la corr€lation des

sections efficaces sur la largeur de ralentissemente .

Le calcul de ces tables implique le calcul des comoments sur la longueur

de ralentissement par une int&grale double du type :

E/a

— Jm Tl
mn '.];roupe (E) dE -/‘ c¢™(E') 4E'
E

Ces comoments seront Bgal@s aux valeurs donnBes par la table de
probabilit@ :

o o
Lan = Z i1 Yy Py
i

I1 nous parait donc possible de nous affranchir de 1'hypothise sta-

tistique par une table de probabilit& croisBe ; mais il faudra r@soudre :

- le mélange de noyaux (avec des valeurs de ¢ diff8rentes) ;

~ la rBunion de groupes adjacents en @nergle (corrBlation des sous-groupes
d'un groupe avec ceux du groupe inférieur) ;

- une représentation simplifi@e de la table (pour la description des cas

quasi-statistiques).

FI TR
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2 - M&lange non statistique de noyaux - Cela ne pose pas de probldme de

principe si on se restreint aux moments positifs (ef. & VITII.1) : il suffic
de connaitre toutes les valeurs des comoments.

< 1 m)
C = tl t2

< nm >
D= tl t2 Xl XZ

grandeurs qui sont ind@pendantes des proportlons des constituants du m@lange

et peuvent &tre calculBes une fols pour toutes et tabulBes.

Mais d'une part nous ne savons‘pas comment tenir compte des como—
ments négatifs ; d'autre part le nombre d'informations 3 introduire peut .
gtre lnutilement trds grand : pour chaque couple de noyaux, il faudrait en
plus (N—l)*(2N4l) # N2 comoments. De plus le nombre d'informations n@ces-
saires crolt pour des mBlanges ternaires, quaternaires, ... alors que l'on

tend vers la statisticit@.

Le nombre d'informations nécessaires au calcul du m&lange doit
pouvoir 2tre r&duit dans la plupart des cas pratiques, et nous avons consi-
d8ré 3 méthodes (il ne faut pas oublier que les moments calculBes doivent

étre coh@rents) :

1 ~- un mod2le math8matique simple - en &crivant par exemple que les

2 noyaux t, et t, comportent une partie commune T, qui d&crira la corrg-

lation, et des parties ind@pendantes T, et T2 : .
t]. = Tl +T
t2 = Tz + 7T

Ty, Ty, T statistiquement ind&pendants.
Les valeurs de <T > seront d8duites du tableau des comoments.
Un tel mod&le assure la cohBrence des moments calcul&s, mais im-

plique des choix qui peuvent sembler arbitraires (quels comoments doivent

&tre pris en compte pour dBerire <t ™ >7).

EA W
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2 ~ Ainsi que le montre la figure A-1, les comoments Cyn ©Ont une
variation tr@és ré@gulidre avec leurs indices. Une utilisation imm@diate de
cette d8pendance nécessiterait peu de donndes, mais ne respecteralt sans

doute pas la coh@rence des moments calculBs.

3 - La m8thode qui nous semble actuellement 1a plus prometteuse
repose sur l'introduction d'une T.P. crols@e w,,. Le nombre d'informations
nécessaires (en plus des T.P. propres 3 chaque noyau) est (N-l)2 # N2 :

2

cela implique un choix parmi les 2 N“ comoments 3 dBcrire (om retrouve

1'ambiguit® inhBrente aux approximants de PADE 3 2 dimensions).

L'utilisation de cette mBthode, telle que, présente un paradoxe :
le nombre d'informations 01 jKl... n8cessaire augmentera avec le nombre v
de noyaux m8lang@s, 3 peu prés comme NV, alors que le m@lange devient de
plus en plus statistique ! En r€alit® 1'information int@ressante, & enregis-
trer, est 1'8cart au cas statistique, i.e. :

diik1... “¥1jk1... T Pt Pj P Ppece
i, 3, k, 1 symbolisant les diff8rents noyaux du m&lange. Il devrait suffire

de quelques &l8ments 4 pour caract@riser 1'&cart 3 1'hypoth@se statistique.

Il faut par ailleurs remarquer que des noyaux tels que 235y (D #
0,5 eV) et 238, (D # 20 eV) doivent pouvoir &tre consid8r@s comme "statis-
tiquement ind@pendants”, sauf 3 basse Bnergie (r&sonance 3 6 eV du 238U) ;
il doit donc &tre possible de traiter un mBlange de N noyaux en les s&parant
en groupes de noyaux semblables, 3 fort recouvrement (tels 232Th, 238U,

240pu) mals pratiquement "statistiquement ind&pendants” d'autres groupes

de novaux (tels que 233U, 235U).

3 - Interaction de 2 milieux contenant le méme noyau 3 des temp@ratures dif=~

férentes. La corrglation est alors quasi-totale.

Par analogle au paragraphe pré&cBdent, nous sugg&rons de reprZsenter
1'8cart 3 cette corrZlation totale, i.e. ;
dgj = Wiy~ 043P
Gij 8tant le symbole de Kronecker.
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Figure Al : Distribution des comoments Cmn :
Con = = 0% (B oltlz(E) dE

AR
Les distributions sont centr€es sur la diagonale m=n: on a donc portg C,,
en fonction de (mn) ; les lignes tracBes relient les comoments 3 (mbn)
constant.
Cette figure {llustre clairement la rE8gularit@ des distributions. Ces
dounBes correspondent au couple 238U ~ 232

r8solu (<4 keV).

Th dans un groupe du domaine



