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MODELES EXACTEMENT SOLUBLES EW [PHYSIQUE DES PARTICULES

par Marc JAEKEL et Jepri~Marie MAILLARD

I. ¥ntrices S aclubles.

1. Intr-iuction de 1o matrice § et de mnm_ﬂwovupmpmu (1]

Une particule est carrctérisde par deux sortés do parembtres

- 1'énergie impulelon, ensemble de d paramdtree continus ua.....sm i (a

est lan dimenstion de u.auannnlnmsﬁmv reliés par une relation

2 2 2 2

P Py see = Py, =@ t m est la mnase de la particule, P, eat son énergle,

m = Au_.....vmi_v est non impulsion.
~ le spin et les charges, molt autunt de pnramdétires prenant des valeurs dis-

crétes 1 1 .
Une antiparticule de pnrnmdtres nﬁ.nv est identifide h une pnrticule de
paramttres (-p,I) (on distingue alors deuxdomaines & les particules pour une

énergle ponltive P, 2 0 , los antiparticules pour une énergis négntive

va £ 0 ). Duns 1a suite, la matrice des modbles étudiés autorise 1a simplifica-

tian smivante : las moddles ont un eapice de dimensjon | ﬁ d=a 1 +1 =2 u
ot une raule dchelle de mnose, poads dgnle A 1 . L'énergie impulsion d'une par-

ticule décrit donc une courbas i

2_ 22
P, =P =@ =1

On choisira alors la rapiditd © comme puramdtre 1 p = ch 8 P, - sh 8

o
(pirticules st nntiparticules correspondant nut domines @ rdel et 8-im riel),
On ne conaidérern pne le apin et on ne distinguera les particules qu'A 1'aide

d'une seule chargo notde 1 .

Une purticule est donc rejresentds par dewr parumitres (8.1) , & prenint las
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valeurs continues réelles at 1 das valeurs discriten,
Selcn la mécanique quantique, A un ensambla de N purticules nmd.w_u...ﬁmz.mzv
est sssocié un état de base d'un eapacs de Hilbert, notd :

| o_»_ .....mzpz > , Un 4tat de diffunion quslconqus est une superpositicon

B
P2tz
quelconque de ces états de base ?

> ) 8 P L
| i L ug(®01) [ 84, -un Bty

(e,1)
N

les coordonnées :zﬁm.#u de 1'état ﬂ u > sont la fonction d'onda de 1'état

m
_:Vnpanhﬂﬂmmcauncwuﬁ_ :zﬁm.pv _uannhuwoqu@wnncaaaumuwag:cmmm»m
d'observer N particules avec les impulsions et les charges m_p_.....mz,z 5
Dans 1'approche de la matrice S  on décrit les collisions entra particules.

On pose 1a question i étant donné unétat initial | u> , quelle est la proba-

bilitd d'obtenir un dtat final | v > 7 Ln matrice S répond A cette quaention

(#1le contient donc toute la dynamique des interactions sntre particules) ; S
est un endomorphisme de 1'espace de Hilbart des dtats 1 % un étnt initlnl | u >
11 assocle un état final | v> 1 | v> =5 _ u? . Son noyau sst un en-

memble de fonctions mppeldes amplitudes de diffusicn ou mntrices 5 1
 om ] anal gryr By Byt ... m_p_.V
S | Bty e Oyly ?M.H__.; S(8 8, Byty 3 03010 | Bl NK
N

On reprémente chaque terms (ehaque canal ﬂomu_cuav par un achéma

81 \\\\\ //f/ Bryt
MM NN
La probabllité de chaque processus poenible huf donnde par la carrd du module de
2
L] v g By
1'anplitude de diffusion t | mﬁm_»_... :_3 * v_ —_... zﬁzv |
Le tout est donc do déterminer ces mntrlces 3, . Une premitre dtape mnt do

détarminer les propriétés que doivent avolr des matrices pour das ralscns phyai-

1ues. Le problime étant trop ardu dnna le cas f#néral (et mdma dnnn le cna
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rhyalquement intéressant, c'ost-h-dire 4 = i +3 ), on 1'étudle dans des cns
particulliers, c'ent-A-dire pour une classe trde spéciale de moddles en dimension
d=1+1 . Ces modélen jouant le rdle de tests, ou de bance d'essal pour les
théories. Une particularitéd ssnentlelle de ces modhles est 1'sbsence de création
do pnlres (ou encors in conservation du nombre de =wﬂn¢nsﬁa:w. On montre par

In suite qu'il suffit d'étudler ln matrice S5 d'ipnternction b 2 partlcules 1
B 1 81

:a// \\.no

a \ @ m

b'h ™
nt L 11 tud ] ) L) 8

nyn pour amp ude de diffusion S( w—:. ewv ] nﬁn. mu&u B

Une premiire classe de restriction eat apportés A la mntrice § par les zynd-

triers d'eopnee-lenpa. L'Invarinnce des lola physlques par translation d'eapace-

tempa correapond h 1a connervation de 1'snargle-impulsion totnle de tout nys-
téme inald. Par conséquent dans 1'internctiop 1'dnargie-impulston totnle du
oystime de deux portlcules est conservia. Dahn 1'espnce-temps de dimension 2
caln es tradult par deux contrnintes, qui uh.q:;r:c:— h 1'ldentltd den énergle-

fmpulelons Initinlna et finnlon g

on = un Hnwnacu_a:qewun.:<==nucc.Al sa nﬁ—ﬂﬂ:n—c=4aq= -.:nn—vﬂnv

_
{
(

d b [

|
8, -8 ‘Q_-u
L'invarinnce des leim phyniquna par transformntion de Lorentt impose une con-
truinte supplémontnire 1 la tranaformntion de Lorente se tradul? par une trans-
Inticn de toutes les vnriables rapldités. Ln matrice S no pout donc dépondre
Guo dea difffrencen, L'nmplitude de diffusion na dépend donc plus qus d'un seul

parambtrs contipu 8 @ @ -8 . les particulsn na se distinguant que par leur
n

b
chnrge (a11ma ont 1a mBme masas), on peut convenlr d'identiffier uns particule L}
una {mpulnion et de sulvre ses changements de chargs au lieu de 1'inveras (on
Fens ca -, wn - mv ). L'amplitude de diffuelon décrit alors unlquement

L}

Wee changrments de chargw et pout s'éerire comme uvue matrice {ois chaqua inllica
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décrit 1s carrd da 1'espnce des n:wnhmuv dont lam apefficlants mont fonctionn

d'un paramdtre continu 8 1

s5(e (] L] (] L(e -B 8 -8 s 8
s( -ww w»w ! a»a m_au "4 c __.w L d rv J-u_wn»c_a« )

L conservation den probabilitds (propriétd d'unltarité) Lmpoan 1a rastriction

sulvante 1
In sorme des probabilitds d'obtenir un état final quelcongue h partir d'un Atat
initinl donn4 doit Btre égnle h 1 , scit

M..Tq_u_;v_m..A:_m—M“TVA:_M_:vuA :?.m_sv.._q_cw
v v

+
soft S5=1
. +
nvec len simplificntions précédentes, ln condUtion a'derit & (B)S(H) =1 .

+
Utiliaant le princips de réflectlon de Schwurzi § (8) = 5(-8) , on paut réderire

calts ralation mous uns forme annlytinue pravuAmu = W -

—z raatriction sulvanle 1

Ln enunnlitd {proveidtd d nilyelld) tmpons

Exprinde en fonctlion des Invarinnts da Loreslz, la matrice S antln valeur ao tord

d'une fonctlion nnnlytique de ces invarkanta. Sur In varinble © _ celn e trn-

dult par la meromorphlo de ln matrice s (1an pBles correapandent nux ftaln 1148)

Le crafnemant est un petit groupe finl doe symAlrie our les sénctions § lon

gfndrateurs changont une particule de 1'4tat tnitial en wnn natiparticale de 1'ALaL

finnl + n+ b —3c + d devient n — h+erd , pir examplo. Tcl 1o ennenr-

vatlon de chaqua #nergle impulslion rentraint ce groupa h :u de glndratnur

mtb — 20 +d donne ntd—rot b |

Ils changement en antipnrticule modifis lns valeurn dos chargas ninal qua das rapl-

d1tés (changement de domnine phyaique), La oymétrie de crolnament {mpors qun 1a

ohos mntrice S déerive Jen deux rédnctions {on pasne d'un domaine phynique A

1'nutre par prolengsment :==_u—.a:.u

(4n -8}
= 1-
£ AE

S )
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Enfin les différents types de symdtrie »:em1==_m_mn»smca:ﬁ lea différents modtles !

s e

dlfférants modkles se distinguent par dlfférenka types de charges des particules.

Ces charres décrivent une bnse d'une navu&mwaﬁTe—ou linénirs d'un groupe de aymé-

trie (en géndrnl des groupes compacts U(n)1, of{f) ). La matrice S doit Btre

invariante dnns 1'action du groupe de u%amnqwt {nterne sur les états, La matrice

5 est donc une combinaison de tenseurs invakiants dans 1'action du groupe. Les

coafficients, d4pendant du prramdtre @ , oont les amplitudes invariantes.
Touten ces propridtés restent vyrales dans le cas général ( a n:aﬁnoﬂa:uv miio

ne sont prs suffisantes pour déterminer In matrice S5 . Ln dernitre propriété qui

perset le calcul de 1a matrics S n'eat possible dang sa forme stricte que pour

les modbles en dimenaion 1 + 1 (elle dovra donc ftre modifids pour permalire

uns gfnérnlisntion dans les dimensions ucvnnwa:noau. 11 a'ngit de 1p foctoriaation

A t Elle impose que 1'internction A N particules résulte de toutes

deux_cnrps

les internctions A deux coTpa cholois parnl les W partlicules, o'enl-h-dire

qu'il n'y a pas d'internction h N corps pour K>3 . Pour l'expliciter on

représentera ln matrice S de la fagon sulvante 1

8
c. b . 2
§ -8
Solt 1 »h xua m
u\ k @_
11 suffira d'ezpliclter la propridté ou une internction A 3 corps 1}
t # xm 1 m_
N
§
(1) i B (11)
1
4K k
] (]
b 1?2 3
x

b 4

11 existe deux ordres pour affectusr le prodult des interactions h deux corps.

Cen ordrass a'échangent lorsque 1'on varis les conditlons aux 1imitas (posttions

ralntives dos v:ﬂwwn:wou initinles par uﬁaaﬂgou. Le résultat ne dmynnt ndmettre
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aucune discontinulité dans ces varintions, les dsux ordres doivent mener au mAne

réasultnt, Catte égalité s'derit i

me mhx awAmM|muu LT nw -8 v Sea, Haﬂw i nu (1)
- _.uvmju m:;:,?.&% maw.::w_:m% mﬁ.snewlmuu (11)

que 1'on peut réécrire afin d'explicltsr la moture des produite 1

5..(6,-8.) Y, 5 9.0 vy L
apt 27 u ha wv n_m.ﬁ u <»n ul n:u.ﬁm_um ) <Hw<aa
\ >
\ — ; L = |\
" ﬂ: ol w._
- =Ac -8 o g .9 f N u
B u »g ip Q_m_n v 49“4 4 MQmAm 8 V <wg -
\ / > 7/ |\ N \hll\

obt 1os fliches indiquent lee sommntiona d'indices.
I1 a'nplt donc d'une dquntion de la forme 1 ARC = CDA

posunt r L, L, les espncas da nr=nmo+ W-u pnrticules 1 , 2 , 3 1

273
A = 5(0_-8 WL ®L &
Hm uv € L,PL P15, H.u
B = 5(8 -8 ®L ®L WL
ﬂ_uv € L ® L L, ® Ly

¢ = 5(8 -8 wL WL ®
0] & B WS 01k

Le produit a lien dans l'enprce totsl contenant chaque enpnce 1

. L] L]
r_ & rm @ ru ® _.._ ® rm 2 ru aven ln astructure

A B c

7 \ / N ¥ .

L] [ ]
Lo, ¥ el $L Bl 6L L WL 0L &1 91
1 2
\

2 3 2 3 1 3 1 5 | )
T v i /o
g B A
LELGL ®1. ©1 ¥ ® - " B
= 'L A L L L L %L @ 8L ® @
LA S S S L R R L rm ru
A\ N 7

Cette relation eat identique A celle rencontrée en physiqus statiatigue dnns 1a

résolution des modbles A vertex.
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2. Différentes solutions,

n)

melile b a4Lrie  O(N) (2]

On étudle la cnp d'un N- plet de partionlea de| mnene = dont la matrice S est
0(M) invariante : chnque particule eat ansodles h la représentation de dimenalon

N de O{(N) ; 1'espace h 2 particules ne ._Twu_a_é.._a en 3 componanleo irréducti-

bles : la tenseur antinymétriquse, la forme quadratique et le complémentairs da la
forme quadratique dana 1'enpace symétrique. Ln matrice S ponndde donc 3 ampli-

tudees Invariantes { 3 conatantes mur lon roprésentntions irrdductiblen)

. c__ ﬁ/.// \h cm
o~
% ._‘\, ,//w %
que 1'on rédcrit 1
Sjaa(@ mofe) 6 6, sa o) b 8 ros(0)8 0,
nn:_"mwn:a: Ean_.n:m ﬂa-.u_m;_.__uu

On conalddére d'nbord le cna N2 3§

Foactorination.

On tire de ln factorisntion 3 4quntilons 1

oun_uou + nua .uam - n_uama.m

0. 0'0" 4 € 0'0" =g Ot
21 3 302

NO oo™ 4 0d'c" 40 0'g" 40 0tan o o'g” + 0 0'a” o olg" a algn
v T T P T T P T

ol g a0(0) o' ma(b*) o = o(b") avec B' = b 4 0"

Na In premidre équatlion on tira 1
a
A
posant  p(e) = o (8) h(#) 4 n(o") = _:c‘m: st done iuwﬁmv L W
3 _ %2 .

o A est uns certaine conatnnte,

N : %y : ks
Do mhne, ip deurlbwme équatlon mbna b ¢ - (8) m =t —
2 * =B

Ao gt @ mont

1n-eg

den conatnntas,

De In factorinntion, on tirs les rapports antre les amplitudes invariantes (les
dquations dtant lindniren, on ne peut pas tlirer plua) ; dnns le cas o(n)

N23 ,cos rupports mnt den fonctions lindalras.

Crolgement.

le crolsem=nt permet de [ixer les conatnntes Lalandan nrblitrniren. Dins la cus
o(K) , groupe T4s1, particules et antiparticulen ont mémas charges. La rénction

crolnde correapond A 1

o ~
2 1

ce qul donna ¢ uuf::mv - au?v

uu::lcu -a _ch

o, N
on en dédult g —(8) =~ 1 f
a =
b]
Lr trolsihme équntion de factorlsntion peut hiora Btra utilinda ot mhne h
he 2T
N-2

Unlt rlt4.

Four fixer les amplitudsa, {1 faut uns 3:._:;5 non lindnlre, cm qui a=l faurnl

par las condltiona d'unltarité o

| ot 0 ¢ @ (1) o (-8) « 1
y am:: ouﬁlz- + nu?v nuﬂncu -0

b o (8) «0,(0) .au:_: (o (-8) +9,(-0) + auTm: .

On an tire la copdition sur ow T

2
QMT: amglmv ...cm. O

La probitme ent donc r oné h celul de frouvar une fonction nu:.; natiala)annt
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lon conditlons pulvantes :
nmﬁwu est méromorphe de période 2ir en € (1la périodicitd résulte de 1la défi-
nition de © ) ;

uwhmu vérifie les €quations : owﬁmznmv - 4Lnov amﬁmv - ouﬁlmv
2

et 0,(8) 0 (-8) | s
+ A

La nolution générale ayant aes singulnrités|sur 1'axe imnginnire ssulement n'éerit
I She + 4 HHSDK ADV
amﬁmv o T sz °, (8) ar__unu @, sont réels
k=1 ShB - 1 Sina
) r{a-18/2m) ﬂnmlpm\mav
B \
ot am :3 « 6(8) q(in-B) avee Q(B) ==} |- miBe -
-t ! ;
r{-i8/am) _,JJ,FE\?U
& wih I
TmTECoE
r
(18 seul parnaktre permottant de distinguer les différents wmodiles o(N) symé-

triques est N

(o)

Qm est la solution minimale.

b) meoible A =vmiirle 0(2) (3] [4] (53

-

Dans ce cas particulier du modkle O(N) , 1a forme donnfe pour la matrice 5 mne
mdne pas su midme ennemble d'équations lorsqu’on écrit 1a factorisation. On ohtient
3 qutres éguntions dont 1'une est la différence entre les deux prewibres équntlonn
du chns N > 3 , maina dont aucune combinilson no 8e ramdne N 1n naconde. La rénolu-
ticn des fquntiona da fnctorisation ne mbnn piun A des fonctions lindaires maia h
dens Fonctions trigonomdlrigues pour lea quotlents d'amplitulon de diffusten ; 1n

polution o'obtient de facon identiqus au cna N = 33 u...uﬂ+ qw m__..a_,fuN wmn.u_ 4nu

m_ﬁmu = . w wjm.wmv R(8) R(im-8) = s(im-€)

2
umﬂov " ansnm“ ) R(®) R(in-8)

o lm_:“;:“, qn_.mpm“.»muv
R(B) = T(1417) g e e o
. Yom I(21+1) <+u <u T(14(21-1) <¢p <u
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Dnns la solution minimale, une constnnte pupplémentaire ¥ o'introdult, conninnte

da couplage qui paramétrise différents mod2les.

On peut réduire la sym'trie 0(2) uu point qus 1e groupe devianne fial, soit
N

wu I mm . Une particule posstde deux dtats de chargs a et & . Les générn-

teurs du groups ont pour actions reapectives

[
a a a !

A
— et T~
| - &

8 B

La matrice S posskde alors 4 amplitudes invariantes

a' = 3 = §

s =5 -
an, Al AN, NA

3
aa,nn B4, 00
S = 5 s, =5 -5
ug = an, nd An, AR 2 BN, NN an,nA

(1es autres &léments sont nuls).

Elle est alors identique A la matrice da transfert microlocale du modals h B
vertsz nymétrique de physlque stntistique, La factoriaation, ldentique % 1a reln-
tlon ABC = CBA, conduit nlors h la solution par uniformisntion elliptiqua.

Les rapports des amplitudes inveriantea sont des fonctionn elliptiquea de 1In

rapiditd ® , De plue les amplitudes prennent ln forme {pour 1a nolutlon mini-

mnla) o on
P - ? 2
(2, sn Anazﬁ_ Y 4122 B 510" (1n.8)
! ¥ ik Ve moreamie
0(8) = exp | 4 e a
= i 2 ’
n=1 n Sh 1 q< ok :.:
¥ ¥

Deux conatantes y ®t ¥' , qui sont les deux périndes des fonztions alliptiquen,

parazétrisent lea différents modblen, On récupbre les modhles de symétrie o(2) ,

pute O(N) en falsant dégfnérer le moddle général z, @A, clast->-dire en

fninnnt tendre uns puls deux pdriedes vere 11«0 .

modhle A myTétrie J”AZV 7 (8]

4)

fy pent nussl rénoudte les mntricen 5 ;_:uéy? cnn ol lem particulesn ront dann
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l¢ représentntion irréductible de dimenslon H du groups =nzv « Dans ce cas,
In fnztorinstion méne h dee fonctions lindaires ou trigoncmdtriquee pour los
rapportiden nmplituden de diffusion.

J1 existe nuansi den matrices S correspondant au groups {lni =z (modkle de

Teds) [2].

3. Relitinng entre lan wod®les de matrice S et les med2lnn M vertox [6]

Cn peut &tablir un dictlonnnlrs tradulsnnt les propriétds des mnirices 35 en
colles des nodilea b vertex 1

matrice S vertex
relntion triangle ADC = CBA

unitnrité ralation 1~ -1

factorisation

crolagement dunllté
Ls groupe dn croisement on dualitf ent un mqnvsa d'invariance de forno de In
matrice S5 ou du vartex {c'est-A-dire qu'il echangs différentes internctions
dnnn une adze [nmille). Duns len modblam h tawran. les relations eont connjfdérdes
dnns le projectif {aurtout pour 1~ = 1 gqui he dontient donc, pua In partie nor-
aaliaante dea relatiens 4'unitaritd) § mals lehlculer 1a fonction de partition du
medila A vart=x eat juntenent équivnlent b nofmnliser les vertex, a'est-h-dire
enleuler 1n matrice S du moddln Aquivalent.!

Dans les doux c¢an, les devr ralatlonn 'APC = CBA et au =1 expriment los
relationa antre las giuérateurn dea groupny 'de permutations, qul seus-tendent nir=i

Lous lea ecalculs escentiels (ef. anaslz da Dathe pour les élats propren de 1'hamil-

1a groupe das parmutations classifle len Atate

tonten) . Pour les partiewlosn,
naymptotiques (nu éints de difFusion) | on peut engendrsr lea étalm naympletiquan
coama dana un espnce de Foch

solt | 0> 1le vide, #tat A 0 particule,

solt :_ncu 1'opdrateur qul trnnnforme le vide en un dtat A une particuln 1

-1

| ¥ > . On obtient un &tat A R particulbd #n faloant agir le prodult do N

(©,)euuhy (8,) | 0>

tale opérateurs sur le vide 1 _ e_»_...mzﬁw.v = A
1 n

|

Un étnt eat dit entrant (inttial) si 1 B, < LR < .,..< LS

Un étnt est dlt sortant (Final) sl ¢ 9 =R, F > 8

On obtient la matrice S5 de diffuslon de N particulens en rééerivant un &tnt
entrant nur la bnes des étnts mortants 1 pour caln on utilise len rolatlions dn
commutation des opérnteurs >_A=v , doanfen par la matrice S h deox particelnn
A6) A (00) = ), s, (800) A (80) A (8)
1 3 14,kl 1 k
k,1
Lrn mntricse 5 totnle ®'obtlent donc comme prodult de touten les mntrirss S h

u
2 particules posaihles, les relations ABC = CBA et F =1 our In

alriee 5

A deux particules sont slmplement les relntlons de cohdrancn de ces comrulaticnm
at ravionnent h dire que ls prodult définl est une bonna représentation du grovpe

dae parnutntions (ne dédpend pns de la fngon da 1'obtenir).

11. Thiorle don chmmps - Kodblaa intépribles.

On va montrer comment loa modhlea de physiqua statiatiqua eolubles (dene aur
réneau) donnent par un paasage au contlnu das madAles de théorle dea chaspn
aolubles (applicablas aussl blan b Ja physique statistiqus au'h In rhynigua das
n;—,_n:_n.u at plua précinémant comment le fnclmur dn aolubilitd dea moddlena deo
physique atatiatiquae (ln rolation ADC = CDA ) fournit le factaur da molubilils

dog Uhforiea des chnnps (la poire da Lix)

1. Hodhleq ayr

n) eoirle K1z [l

La moddle & hult vertex nymétrique (mod*1a stptintique bidipenatonnel) eorrespend

ni modinle XTZ définl nur un espane discrs. de dimennion 1 .

Ca rwodhie ndmot pour ennomble complat d'obuniynblen une famllle de npina 5(a,n)
o

encors notie m: } elent-A-dira qu'd elnque point du rénanu apalinl n { n
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dderit Z ) sont agsocids trois observablas S O =1 , 2,3 déerivant

a
n
complitument ce systdme physigue. Selon la mécunique quantique, ces observnblea
scnt des opérateurs dons un espace de Hilbert représentrnt tous les étate du

syntdme. Ces observables sont des spinn, c'est-h-dire qu'elles vérifient les

relations de comumutation de 1'mlgkbre sU(2) ﬁmn.muu = 21€ 56
3 n'"m aPy “n om

. [: 2V4
ainai que MW_ ﬁmnu =1 ﬁon pose aussl par commodi té mo =1 v. Le but est
n

de ddterminer 1'évolution dans le temps de ces observables, Cette dvolution est

engendrde par 1' hamiltonien sulvant (du modble XYZ) :
)
3

o a
H-) " -
n=1,n } mal_.s & uﬂ m:a_ms

et ud_ J _uuu. 1 dn2f : en2f
(1e systiwe ent dono carnctérisé par deux pnramdires £ at le module des fone-
tions elliptiques, qui déterminent lea constantes de couplnge up ¥ uw ' uu )

Selon la mécnique quantique, un étnt évolue selon le groupe h un paramhtre en-

gendré par 1' hamiltonien H @

_a_* >

dt
La vnleur moyenne d'une observable &tant donnde par le ﬁﬂonzpw mcalnire sulvant 1

= H|Y > ou | (t) VMH olpzn _quu >

< 0> =<7¥]o[r >, 1'évolution des états physiques eat égquivalente h 1'évolution

doa observinbles oelon 1t

a(t) = R ~E i eat-dldlre 4 1[1,0) (10]

0{o)e by

(on résoud donec un mod®le soit en dingonalinndt B, solt an déterminant 1'évo-
lution des atservnbles). Las Aquitjons du neuvement du modble XYZ s'en dédui-

sent o

n o By .
- Hmm.mzu = €y 5, 7 (1

45
<_f¢ndv
n

dt
Ce smont des équntions de champs non lindalres, en général difficiles X réaoulre.

On va montrer dans une promidre étnpe commant ce mod¥le XYZ est effectivemont

nasocld gux moddlea h B vertex aymétriques, qui, eux, sont solublas C12] [13] .

Pour celn, on introduit 1'41énent de mntrice de transfert microlocal 1@

nvac ﬂoﬁcv =1, tﬂhcv =

,
-

L (u) = PN mmw:

a=0

L (u) ent une mntrice
n

locnux (combinnisonades champs
Cetts mutrice sat celle intro
tation explicite de

duite sat la solution de la relation

]

n

deux sntisfaltes (car elles ne dépendent quo

L

n-1

Lo premlére relation me

-
T(u) = Tr TT L (u) ( T(u) est un opérateur sur 1'sapnce
n

On dérive la seconds solution aut

\
2
d

o
et O

P

ermat de distinguer deux sorteside Talntlon

5

n

SnlE+
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e () - dn(erin(e) o vylu) = Cn(sau)30(e)

2 x2 ﬁnqv dont lps coofficlents sont des opérateurs

n

en mntrices

mu au mfme ucu:wV et dfpendant d'un piramtlre u o .

dulte dnns les modhles h vertex (avec une raprécen-

2 %2 _vknﬂ 1n parimétrisation en w intro-
ABC = CBA . Icl ln dietinztion faits entre
ARC = CBA , tcuten

des relations algfbriques sntisfaiten
U

L (v)
n
L ()
.u o o
L () 1_(v) R(v-u) = R(v-u) L (v) T (u) ol R(u) = 3, W (u) o ®0
n n ~w 0
Aqmc L ndu rbl_nz_v
1 (v)
R nclcv
n-in 1 4 5
=|_na<|=u - m:n_aﬁ1|cw r=ﬁ<u r=|_ﬁzv ob mal_nﬂ:w = Mm:nacgmulums

(u) rnﬂaw R

n=—oao

r:-_ﬂnvrrﬁcvm

R Hou

n-1n

en champs

eat un opérateur remarqunble

o

S
n

n-1n

on

ne A la commutntivité des matrices de trapafert :

do Hilbart des étnta).

our da v = u 1

n=-1n

(o) + r=|_ﬁcurzﬂzuﬁ. (o) =

n—

frifie gn'il
1

n-in

R dsﬂourmﬁsvrsn_acv + R’ haurzhzur=|_ﬂ:v

t A 1'alde des relatlons de computnationa

a'identifie h 1'opfrateur de parmutation dea
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() =4+ B 5
folnts n et n-t 1 R o) = wa_ + MU m:n S ) ="

2 n-In a I n n-1n
c'oat-h-dlre 5
o o
P 5 T -5
n-in n-1 n-ln n
o o
r 5 P = 3
n=1in u n-\n -1
o o
S
; n::.: ® Tn-tn " %a st mfn et n-1
an intredult 1'opdrateur défink pnr 1 W - 1p B (o) - Lrep R' (o)

n-1h 2 n-ln n-ln 2 n-in n-1n
(1e s=cond terme mert A normaliser == n * lui enlevant la partie proporticn-
| 3
o o
nells & 1'fdentitd ; Ia momme ent de la forme 1 MU J 5 s ot on vérifis
nn_ @ -1 n

bien que les ua sont ceux d4finie en termes de fonctions elliptiquas). La

relation s'fderit

Cn

n-in

(u)

5 [ R
Bl () = p Gt (u) - peah
Done % partir de la relution ADC = CDA , on a tird un opédrntaur local
= M“ ==;_= qul commute avec 1n famille de' matrices de tranafert T(u) .
n=es
On va montrar milntanant comment 1'évelution ‘sesocide A 1° hamiltonlen ainsi
i

définl e'derit comme les conditlions de nasvnFMsuuun& d'un mystdme linéalre, c'est-

A-dire d'une pnire de Lux.

b) pulre da Lix snccclée

On réderit 1"4enlltd préicédente sous In forma' s

Lo L (A R I L T A I R I
n n n mn

n-1n' n-1 ‘n=1 n-'n -

On d4finit nlora, an corraspandance nvec la matrice de transfert micorlocale r:

une milrice nlcrolocale M Far
n

H L « & LN L - 4 L'
n Yot (L - Lo,

e LA o=-1ln AY -
non n=in" n n

1: ent une matrice 2 %X 2 dont les coefficients mont des combinnimona lindnliren

o o
des opdralours locaux m: ot m: g 0 et dfpendant du parnmbtre u ., Lea rala-

tlona ment compatiblos en wartu de la relatlon précAdents et déterminant :: (1on

11-1h

jroliits sant satondus conna produits da matrices 2 x 2 navoc des produlte opé-

ratzrlaln pour las coelflolentn).

On obthant alors ¢

L]l=mn L -L M
n n

_.m:._;u -1 T_a AR o b R

-in nn+t’

. o
Lam dquutlions du mouvexzent (correspondant & 1'évolution do m: ou r: V

n'derivent donc 1t

dL
n

CR LB I S T

dt

Cee dquations de champa non 1indnires mont lasj équations de compatibilttd du mye-

Arataam 3
thoe linénirs, d4find sur le vaecteur -: h ann conpoanntes opfra

t =1L 4
n+l n on

©oas
LI I
it " 'n
Ca syathme ast la pnire de lax sur rdnanu aadocide au mod¥le da théorie fdenm

champs  XYZ2 .

2. Modiles continus.

centtz (12]

a) moddle de Lundau-l

Cn obtlant différents modales de théorie des champn continus par différonts pa=-

¥ .
anpea A ln limite, le moddle le plus général, moddle da Landnu-lgfehitz, a'oblient
nge . . ;

pnr ln limite @ Y

43
o o o oD o2 ¢ )
x -nf 5 (x,t) = m,.:u ( Sy "8 (x) + i (x)
| ou
un =1 ¢ 5 3%
b— 0 .
ma eat un chemp de aplns définia sur un enpnce de dimenston |1

" 3 o P
15%(x),5 (y)] = 21 €, s¥(x) 8(x-y) wt J (5 (x)) =1 .

* N o)

Ca champ #volue mslon 1" baalltonlen o
R

i UV () a6 v (a0
ot

2,2
1 w —
1] - P



1117
Les équntions du mouvement que 1'oh en dédult sont 1
o
s P, 2 m_ Y Y
9 L. 8(%59 vy . 85")
at aPy m-m Y
V Y 8L M
que 1'on obtient comme conditions de conpatibllité 1 3t " ax + (L]l =0
H
3
de 1a palre de Lax 1 $ = 1A
ax
at
Mw = K

¥ est un vecteur A 2 composanien opfratsurs et L et N sont les matrices
2 x2 Kk coefflcients opdrnteurs sulvnntos 1

“ .
Lau) = -4 5w (u) 5" (n)a”

o)
2 o o > B, a3’ @
Hix,u) = - 21 qm_ ay(u) 37 (x) -1 qm _ Cpy ()8 (1) 35 (x)0
avac EQH:V - P WM :aac.wu_n:o haT.oundslg-q. € =-p8) ot 5 - - Wy
Tt L B I T

b) moixle de Sine-Gorzdon

On obtlent d'nutres modkles de nfmzﬁ_q des champs continus par dégdnérescences du
roddle de Landau-lefchitz., Alnsl) » concentrant les osclllations du apin mﬂ

praa du plan (2,3) , on obtlen Lo moddle de Sine—Gordon. 9 déerit la aphire

1 / 7
F
de rnyon R 1 S, =~ - 5 = VI - r Sin® S. = Vi l.wl Conm @

] R
A | 3 2

=

R — o0 avec mﬁuuluwu —_ Y ﬁu_ = hm < uuv

._uuu_\nl !
!
aF 2
Les champs sont P et ® évoluant selon 1 e w W -V s4n 20
at Ix 2
33
ST
R
(cela correspond & £ = mMH , et une dégénérascance des fonctions elliptiques en
2
fonctiona trigonomdtriques j les périocdes dtant k' = ' —» 0 et k—1 ).

R
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c) mnodhle da Schrhidlncer non 1infalkre

Dégéndrant une foln de plus, on concantre les varinttons du spin autour du point

(0,0,1) . Lss nouvenux chnmpa #(x,7) ot ¥ ( ,7) sont oblenus par t

V(1) = VRaMYT (5 018, (x,t) (= VEY)
avec _u_ - hm << uuu [ ' T,hu - uu = vR
L ?
2
R o——3 =0 les chnmpa dvolusnt salon 1 i |M - - W\W = H‘ﬁ‘_ A\
| 2k x 2

(cola correapond & une dégdndrascepcn aupplémentnlre des fonctlons trigonomdtri-

quas en fonctlons 1inéairen).

3. D&fornitiona iscapactrales H_T* L1s) Tl (9] [20)

Len moddles continus obtenus sont lernnus comne &tant compldlament intégratlea. Lu
réaolution de ces modkles h 1'aide dn la théorie des déformntions {anapectrales

a fnlt 1'objet ds tris vanstes développements dont les quelquns référeancas par-
mottant d'avelr une ldde de 1'ampleur, On va lcl donner 1a achéma Taplde de 1n
théorle nfin de montrer comment ln pnlre de Lax mlne en dvidence précddsmaent
rermet de résoudra ces moddlen.

Un syatinme est dit complatemsnt intdgrnble (nu Bena de rpo:<_~_=g Joraqu'll
axtata autant d'intégrales du mouvemsnt que de dagrés de libertd (tet 1"=2  mais
on wheanlqus clanslqus un nombre fint M ) [17). On maontrs nlors qua danp IR
pnce des phasea la mouvemsnt a 1lau sur un tors de dimennlon N . Op paut alorn
chalalr de nouvelles varinbles canonlguen § certnlnaa, diten nngles, paratdtri-
sant un tors at ont une évolutlon linénlre dans le temps 3 leurs varinhles conju-
gufies, dlites sctions, paramdtrinent In fomllle des tores poanlblan st nont daul -
ynlentes aux intégrales du mouvement (1'anpnce des phaaeas ent done foulllatd

an ponanv.

Ta pilro de Lax permel Juatoment de rénllaer cotte trnnaformation canoniqus an

variuhlen de type nngle-nction pour dan systimes A nombrs infinl de dagrén de
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libertd, On va décrire ropidoment rmasc:w el

La premibre équntion est considéréh lconna un probléme de diffusion 1

mm - rmmnnnu.:u £ _A 4 est un vecteur A deux composantes)
2

qul est A rapprocher de 1 W\W - ﬁﬂmnv + 2] ¢ , problbme de diffusion do Schrii-
dinger. Le champ mnﬁuw ou»wmu vipknnpow. la variable u 1la valeur propra (1n
dépendunce de lu matrice de tranafert duns un parnmdtre continu est dono cruciale
pour 1'existence d'un problime de fﬁhﬁcu»cs usaocid).

Les solutiona de ce ayatime &»nhmlnmw»op forment un espace de dimension 2 .

On considérs deux bases différentes de cet eapace, définies par les comportements

des solutions A x = +.w et x % ~o respectivement :

| Eu?vu
AG“.GNV tsllea que edﬁuu ~ |e

: ﬂ»:uncun

|w£uA:vu

() oy(x)m e

»:uﬂcuu
E..__amU , ®i(x) v e

(o) op(x)~ e

La matrice de passage de la deuxidme h la vuoshrnm base défipit la matrice de
tranaition + T(u) { T représente lea amplitudes de diffusion). Ici (modhle de

. , a(u) ..UIIM#,W X
r;sau=|runnsﬁﬁuu T a la forma 1 qmcv wﬁﬂu R ol pﬁcv est analy

tique dans le rectangle |Re(u)| < 2K 0< Io(u) < 2k' et posskde un nombre

fini de zéro u, | ces zéros correspondent pux dtats 1iés du problime de diffu-

J

slon dont les solutions correspondentes peuvent 8tre normalisdes selon 1
|»£uA=vu 1
@(x,u ) @ (.) X = teo
J 0
n:uacvn "
v C.e A_v X = -o0

J
Le probleéme de diffusion appuraft'donc comme une transformation qui associe A
un potentiel mnﬁuv (et leurs variables conjugudes) un nouvel ensemble de
variables, dites donndes de diffusion qui comportent : les amplitudes de diffu-
slon 9ﬁ:v ' aacu ‘et les dtaisllidn :u aveo leure normalisations nu H

mais cette transformation n'est pas encore canonique j calculant les crochets de

Polsson des nouvelles varlahbles |

{ aﬁcu.wnlv }o= 4 blu),b(v) wrl { a(u),a{v) ) =0

11-20

{ blu),b(3) } = 24mp _aﬁzv_ b(u-v)
{ a(u),b(v) } = - cuncnqv alu)b(v) { a(u),B(v) ) =« :uﬁcn<u=h;vmﬂqg

I o
{ LLN ) peC,

%
(remarque 1 la matrice de trunsltlon esat la limlte h =& = 0 de 1la mitrice de
tranofort du modble statistique j les crochets de Poleson sont la phoa limite
de 1s relution 1 T(v)T(u) = m:.ﬁ=|<uaﬁtuaﬁ<u=ﬂcl<u ) (21]
Les variables canoniques assoclées sont @

p(u) = 2 lafa(u)| qlu) = - argblu)

1n|cC
le,l

ol—-

3 Tl Sy =

L'dvolution dans le temps de ces varimbles est donnée par la deuxibme équation

du systdme lindalire, rédécrite sur la forme asymptotique des solutions 1

L]
mm - 5% (x),ule pour x = 1 o0

Cetto dvolution correspond h une déformation du probléme de diffusion. On vérifie

que vncv ¥ ﬁu regstent constnnts et que am:v » 1 dvoluent lindalrement.

J

La déformation oonserve dona le spectra (déformation imospectrale) et les varia-

blas qlu) , q, , plu) ' Py sont les varisbles de type angle-action du

J
syslhme (1a fonation Humncv est la fonction génératrice dea intdgrales du
-0
mouvement nawﬁ:u = MU >ncu , ol les >= pouvent s'exprimer comne des intéd-

n=0
o
grales du champ § Huu s
On voit alore comment utiliser dette transformation pour réooudre les équations
o
d'évolution du ghamp 35 (x) y qui Bont non lipéaires 1 on remplace la déter-
wination directy par le ddtour guivsnt, qui ne falt intervenir qus des problames

lindaires i

mﬁnn.cu R e 3 wn..mx.ﬁu
pb. de diffusion | L pb. inverse
blu,0)e (o) (alu)d)) R slut)ie () (alu))

I1 reste pour achever la résolution b résoudre le probléme inverss, Pour cela,
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on commence par récupérer la solutlon du probléme lindaire de diffusion h partir RéTArencns 1
dea donndes de diffusion (c'est-A-dire la fonction de Joat #(x,u) ). (1] cugw, S-matrix, ed. Banjamin,

On 1'obtient en remarquant que &'est une fonction analytique de la variable ) [2] ZAMOLODCHIKOV mnd ZAMOLODCHILOV, Nuclear Thysica B 133 (1978), 525-535.

apectrale u , hors des pbles My ot d'une courbs § sur cetts courbe, la fono- [3] ZAMOLODCIIKOV, Communications in math. physics 55 (1977), 183-186.

tion de Jost ndmet une nﬁunc="_==ww& donnde par la matrice de transition [4] KARCWSKI, THUN, TRUONG, WEISZ, Phyales letters 67 B (1971), 321-322.
¥ (x,u) = T(u) ¢ (x,u) [5] SCHROER, TRUONG, WEISZ, Phyqlcs letters 63 B (1976), 422-424.

On n donc un probléme de Rlemann A réaoudre, ce qui conduit A une dguation inté= [6] ZAMOLODCHIKGV, Comm. math, Fhya, 69 (1979), 165-118.

grale de type Fredholm (équation de Gelfand levitan). Un développement asympto= [7] BERG, KARCWSKL , WEISZ, KURAK,| Nuclear Physics B 134 (1978), 125-132.

tique de #(x,u) dans la varioble u posshde s%(x) comme un de ses cosffi- [8] BkR:, WEISZ, Comm. math. Phya. 67 (1978), 241-250.

clents. [9) ARINSHTZIN, FATETEV, ZAMOLOBCHIROV, ﬂ:«n*nuwnﬁﬁanamqm ﬁ_mqou.umoxumw.

[10] BJORKEN, DRELL, Relntivatic quantum fialds, ed. Mac CrawHill.

Ceonclusion.

[11] LUTHER, Phyeical Review (1978)

On a montrd que la molubilité d'une grande classe de wodbles de différents [12] SKLYANIN, On complets integrability of the Landuu-lifchitz equation, Lomi
domaines de la physique est 1ide h 1'existence d'un feullletage de ﬂuanv preprint, USSR ncendemy oi <clences, Staklov mathezatical institute,
Leningrad depnrtment.
en courbes elliptiques.

[13) KULISH, SKLYANIN, Fhysica létters 70 A (1979), 461-463.
On a vu comment cette propridté sbus—tend les diffdrents critires de molubl1itd

[ 14] scoTT, CHU, McLAUGELIN, The Soliton, proceedings of the IEEE (1973),
dans les différantan approches de ces moddles j§ 1'ansate de Bethe en physique

1443-1482.
statintique, la factorisation en matriges S , la paire de Lax en thdorle des [15] DUBROVIN, MATVEEV, NOVIKOV, Husslnn Math. Surveys 3 A_oumu. 59-146.
champs.
(18] ZAKHAROV, SHABAT, Funkllonnl Analysls 8 (1974), 226-235.
On peut noter e a t 1 i
5 n passan e u_aL avec les moddles résolus par les champa holo- [17) ARNOLD, Méthades mathémntiques de 1la méeanique clasalqus, ed. de Moscou
nomes i1 le modhle d'Talng s'obtient corme dégénérescence du moddle N vertex ; (18] Z:KHAROV, SHABAT, Soviet Physice JerP 34 (1972), 62-69
dr . iy ad ] = -
ur tai
po cartaines valeura ‘ponctuslles de la constante de couplags, cer- [19] ABLOWITZ, KAUP, NEWELL, SEGUR, Physical Review letters 3 (1973), 125-127.
taine problimes de nﬂhjunousbn»ou isospectrals sont aussi des problimen (20] ZAKRAROV, MANAKOV, Soviet Phyaica JETP 47 H_mdmu. 1017-1027.
de tr t i
e transformations isomonadromiques ( Schrédinger non linéaire A Yoo ) [21] THACKER, WILKINSON, The inverse scattering transform as an opsrator mathod

quantum field theory, Fermi-Lub preprint.



