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[. INTRODUCTION

Nous avons souligné dans une précédente Note CEA (1:582-76 ) (1]
l'importance de certaines relations fonctionnelles tr&s simples portant
en mécanique statistique sur des grandeurs telles que les fonctions de
partition ou les fonctions de corrélation d'un grand nombre de modéles.
Ces &quations fonctionnelles &taient associfes & la notion de relation

(2]1(3] [(31[4]

d'inverse . I1 a &té montré que de telles &quations fone=
tionnelles apportaient des contraintes sévdres sur les grandeurs auxquel=
les elles se rapportaient. Il existe &galement d'autres relations, qui ne
découlent pas de la notion d'inverse, qui conduisent i des équations fomc-
tionnelles simples ; ainsi, sur le mod&le du "hard-hexagon", R.J. Baxter

(5]

et P.A. Pearce ont obtenu l'équation fonctionnelle suivante sur la

fonction de partition

Z(u) + Z(u+A) =1 + Z(u-2))

avec Z(u+5)) = Z(u)

Cette Equation est étonnamment semblable i 1'équation portant sur les mul-

tiplicateurs de Stokes pour 1'équation différentielle irréguliére

ylt_(xs_{_)\)y - O [6]

D'autre part A. Voros, sur l'exemple de 1'oscillateur anharmonique, a
8galement obtenu des Equations fonctiomnelles tout 3 fait analogues et
trés simples sur certaines fonctions génératrices du spectre de ces

(7]

problémes . Ainsi pour l'oscillateur quartique, il existe la relation

suivante
LA0) AGA) AGE) = 8D + AGA) + AGE) + 1

ol A(A) est le déterminant de Fredholm

AA) = T (1 - A/ln)

n=0
({kn}DEIN est 1l'ensemble des valeurs propres de l'hamiltonien). Ces &qua-
tions méritent une attention particulidre en raison de leur simplicitéd

et de leur Elégance.




De fagon générale, des identité&s plus compliquées que les précédentes,
interviennent dans de nombreux domaines de la physique. Le plus souvent elles
sont utilisées pour fermer une hidrarchie d'équations de fagon & obtenir un
ensemble fini d'Equations que 1l'on peut manipuler plus facilement. Pour cette
raison de telles relations sont souvent appelées relations de fermeture. On
peut distinguer les relations de fermeture approchdes et exactes. L'exem-
ple le plus connu est sans doute l'approximation de superposition de Kirkwood
en théorie des fluides classiques et son utilisation dans deux hiérarchies
pour obtenir les &quations inté&grales de Kirkwood et de Borm-Greem pour la

8]

De telles hiérarchies d'équations sur

(9]

les fonctions de Green sur le modé&le d'Ising existent et on peut leur

0]

fonction de corrélation de paire
appliquer des relations de fermeture approchées . Les identitEs exactes
par contre sont plus rares : on en comnnait sur les probl2mes comme par
exemple les systZmes classiques de particules en interaction entre plus
proches voisins dans un potentiel extérieur arbitraire (1] ;
on connait des relations linéaires sur les fonctions de correlatioms telles

[12]

que par exemple la relatiom trouvée par Fisher sur le modéle d'Ising

sur réseau triangulaire. Il existe &galement d'autres relatioms,non linéaires

celles-ci [13][l4].

Des é8quations de ce type sont d'autant plus int&ressantes
qu'elles sont plus "fermées", c'est-3-dire qu'elles relient le nombre le plus
limité possible de fonctions entre elles, et entre elles uniquement. En ce sens
des 8quations non linéaires aux différences finies comme celles de B.M, Mc Coy
et T.T. Wu [15] sur les fonctions de corrélations du mod&le d'Ising sont re-
marquables 3 cet &gard : elles forment bien un ensemble d'Equations qui se
referme sur lui-méme. Ces proprié&tés de "bootstrap” sont tout particulidrement
3 rechercher, les exemples cit@s au début de cette introduction &tant, en
quelque sorte, des cas limites, ces relations reliant une fonction et elle-

méme pour d'autres valeurs des paramétres,

Dans cette note nous allons, pour l'essentiel, nous intéresser, du fait
de leur caractd@re exact et de leur simplicit&, aux relations lin&aires sur
les fonctions de corrélations en essayant de dégager certaines des contraintes

qui en découlent.




11. LES RELATIONS LINEAIRES SUR LES FONCTIONS DE CORRELATIONS

a) Rappels sur les relations_linéaires

Abordons les &quations linéaires sur les fonctions de corrélatioms
avec l'exemple le plus simple : 1'&quation de Fisher. Pour ce faire nous

considérons localement un mod&le d'Ising sur un réseau hexagonal

Soit P(a,B,y) la probabilité que les spins aux sites i, j, k aient les va=-

leurs o, B, Y,. Soit &galement P(a,B,v,8) la probabilité correspondant aux

sites i, j , k et L. Nous pouvons &crire

P(a,B,Y,8) = P(8[a,8,Y) . P(a,B,Y)
ol P(S|a,8,y) est la probabilité conditiommelle d'avoir pour le spin en &,
la valeur § sachant qu'aux sites i, j et k on a les valeurs o, B et ¥y.
Cette probabilité conditiomnelle peut facilement E&tre calculée :
5(Ll.a+L2.B+L3.Y)

e

Zch(Ll.a+L2.B+L3.Y)

P(8|a,B,Y)

1
5. [+ G(WI.a+w2.B+w3Y-W.a8Y?J

L, et L

OU Wy, Woy Wo, W sont des expressions de Ll’ 2

3




En multipliant par yd nous avons

v8.2(8|a,8,Y) -% [v§ + Wy oW, By * Wy = woB ]

= Y8 2(@,8,Y,8) = 5 [y8 + w.ay + wy.8y + wy ~ wuB] 2(a,B,7)

= <0,0,> = W1.<Ui(5 >+ w,.<0.0

17 X gr SClu P + Wy = WeS0L0 >

Cette &quation, qui est une relation linéaire entre fonctions de corré~
lations 3 deux points, premier et second voisins,sur le réseau carré, a

8té obtenu pour la premidre fois par M.E. Fisher [12]

; R.J., Baxter et
I.G. Enting ont montré qu'd partir de cette &quation, qui n'est rien
d'autre que l'expression de la relation star-triangle sur les fonctions
de corrélations, et de consid@rations bas&es 13 encore sur la relation
star-triangle, on pouvait obtenir la fonction de partition du mod&le

(16]

d'Ising bidimensionnel

Ceci ne doit pas nous &tonner,nous avons déj3 insisté
sur la relation triangle comme crit&re de compl&te inté&grabilité&. En fait
de telles relations linéaires ne demandent nullement pour exister ume con-
dition aussi forte que la compléte inté@grabilité (a fortiori la réduction
3 une théorie de fermioms libres). En fait divers auteurs ont considérable-

(171018]1[19]1[20]

ment généralisé cette approche , exhibant sous certaines

conditions des relations lin€aires qui sont de la forme
|xny| [ lznz| ]
> = = a . - -
<O’X (-1) < 0g.exp ZZ !.( 1) IJ KZGZ >

(onutilise les notations ensemblistes suivantes :

GA pour le produit agA o de tous les spins aux sites a appartemant
a un ensemble A de telles sites ; l'hamiltonien de ce mod&le d'Ising
qui.s'éerit H = AZA KA" 42 Peut contenir des interactions 3 un nombre
quelconque de spins, des interactions avec un champ magnétique, les cons-—
tantes de couplages pouvant varier de sites en sites (mod&le inhomogéne)).
En fait la démonstration de telles identitds utilise fort peu d'hypothéses :

elle repose uniquement sur le fait que les spins sont des &léments de 22




GX'O‘Y = O'XY

ensembles X et ¥ : (XNY) - (XNY). Sur ces ensembles, la différence symé-

et donc que ol XY est la différence symétrique des deux

trique joue le réle d'ume loi de groupe, chaque &l&ment du groupe &tant
d'ordre 2. Nous ne reproduirons pas ici les démonstrations, pour obte-

nir ces identit&s linéaires. Celles—ci reposent sur cette loi de groupe

et s'expriment dans un language trd&s "ensembliste", De plus ces notations
ensemblistes sont assez incommodes 3 utiliser dans la pratique,-aussi allons=
nousobtenir ces &quations d'une manidre plus famili&re pour la mécanique
statistique et qui, elle, est susceptible de s'appliquer & des spins appar-

tenant i Zp (mod&le de Potts).

b) Une facon simple d'obtenir ces relations linéaires

Plagons nous tout d'abord dans le cas le plus simple du modéle d'Ising
(g € 22), o3 nous allons considérer simultanément le réseau triangulaire et

son réseau dual, le ré@seau nid d'abeille, de fagon locale :

Les spins o uB, UY valant *+ 1, nous avons 1'identité algébrique facile
3 vérifier :
Kl.u

U
CI'Y= *
anY.e ch 2K1 . e

K.pu « -K.u_u
ety - sh ZKI . e 1e™y

et de méme pour (“a’”B’Kz) et (uB,uY,KBJ. D'autre part nous avons 1'iden-—

tité suivante :

HoHy = (“a”B)(“B“Y)




K 4
Ty . e Mot a 3PBMY

d'ol en multipliant de part et d' autre de 1' egallte par e

~K U M
(ch ZKT Le %Y - shxl.e °

- (ch ZK; X

~KHgh, Ku i

b 1
x (ch ZK; . e Y - sh 2K3 . & ) x e %y

Nous supposons maintenant que les spins Hys Has u font partie d'un modéle
d'Ising sur un réseau triangulaire. L'hamiltonien de ce modé&le peut &tre
séparé en deux parties : une partie d'interaction de ces trois spins entre
eux, et une partie d'interaction de ces trois spins avec le reste du réseau
triangulaire que nous notons Hint' Reprenons la dernigre identité algébrique
en la multipliant par e int  p,  sommant sur toutes les configuratioms des

spins Y du réseau triangulaire, nous obtenons ainsi 1'é8galité :

* 3
ch 2K1.Z - sh ZKl.Z (ay)

n * * * *
= ch KZ . ch 2K3 . Z = s8h 2K2 « eh 2K3 Z(aB)

* * ® *
- sh 2K3 . ch 2K2 Z(By) + sh ZK2 . sh 2K3 7 ((aB) (BY))
ot Z{aB) (resp Z({(aB)(BY))) désigne la fonction de partition du modéle

d'Ising ferromagnétique ol une liaison, la liaison (aB), est antiferro-

magnétique (resp deux liaisons (aB) et (By)).

Effectuons, ume transformation de dualité : nous passons
alors sur le réseau nid d'abeille. Il est bien connu qu'unme liaisom né-
gative domne par dualité une fonction de corrélation i deux points sur

le réseau dual. Nous obtenons ainsi 1'@galit@ fimale :

* *
ch 2K1 - sh 2K1 . <g.c > =

172
s * * *
ch ZK2 . ch 2K3 - sh 2K2 ch 2K3 <chl>
* * * *
= sh 2Kq . ch ZKQ <chg> + sh ZKZ sh 2K3 <Uj0k>




De manidre analogue on obtient deux autres équations linéaires, ol se
ne sont plus (i) mais (j2) ou (k2) qui jouent un rdle priviligié,

Ces trois &quations permettent d'extraire <chl> en fonction de <0Gy >,

<0.0, > et <Gicj> et 1'on retrouve ainsi la relation de Fisher,

ik

b.1 Application au modéle d'Ising sur ré&seau carré

Considérons un autre exemple,.le modéle d'Utiyama qui correspond

3 un modéle d'Ising ol 1'on périodifie le motif suivant

}Jd- Ve

-L———ﬂi PY

Le motif dual étant

2%

a
>

2

X
Gy
Nous pouvons reprendre le raisonnement précédent, mutatis mutandis ;

nous &crivons en !'sccurrence les identités suivantes :

(“G“a)(“a”s) = (uguy)(uyuﬁ)

ch ZKT ok 2K;.Z - sh 2K} ch 2K} Z(ad)

* * * &
sh 2K ch 2K1 Z(aR) + sh 2K1 sh 2K2 Z((ad) (aBR))

(v

_ * * * *
= ch 2K3 ch ZK&.Z - sh.2K3 ch 2K4 Z(By)
* * * *
~ sh 2K4 ch 2K4 Z(y8) + sh 2K3 sh 2K4.z((BY)(Ya))




d'ol la relatiom :

* * * *
ch 2K,.ch 2K, = sh 2K..ch 2K .<Gicm

1 2 1 2

>

*
2

(1

*

* * *
~ sh ZK,.ch 2K, . <g.0 > + sh 2K..sh 2K, <0.0.>

2 1 j'm 1 1]
= ch 2K..ch 2K - sh 2K..ch 2K. 5
= ch K3.ch K4 - s K3.ch K# <Umck

" * " * *
- . . >
sh K4 c 2K3 <Um02> + sh 2K3 sh 2K, <o, 0

4 TkTL

Cette 8quation linaire relie les fonctions de corrélations i deux points

plus proches vaisins et celles i deux points

cependant on remarque,du fait de la symétrie

<g.0.> = <0,0,> ;3
1] k4 ?

E 3
il suffit donc d'avoir la relation sh 2K, sh
en passant une fois pour toute aux variables
pour que la relation lin&aire ne relie plus

plus proches voisins. Or cette condition est

seconds plus proches voisins :

du réseau, l'8galité ;

2K = sh 2K. sh 2K
K2 = 3 3 s

duales sh 2Kl sh 2K

(ou biemn

*

4__

5 = s.hZK3 sh2K4)
que les fonctions 2 deux points

justement la condition pour gque

les matrices de transfert diagonales (qui engendrent la fonction de partition

- [l =
du modéle d'Utiyama ) Tl(KI’KZ) et Tz(K3,K4)

représentées par la figure




commutent ! (On pourra par exemple se reporter 3 1'article de M.J. Stephen

et L. Mittag [21]) Plagons nous dans le ca particulier ol

sh ZK] sh 2K2 = sh 2K3 sh ZK& =k (2)

Considérons 1'expression
ch 2K. ch 2K. = sh 2K ch 2K, <0.0 > - sh 2K, ch 2K, <0.0_>.
1 2 1 2 1m 2 1 jm

Celle~ci estune fomction @ des quatre variables Kl’ K2r K3, Kh,ou encore,

des deux variables sh 2K, sh 2K, sh 2K, sh 2K,,et des deux variables d'ani-

_ sh 2K , Lshxkg . 3 4 . e 1 _
sotrople VvV = EETEEE et v = Eﬁ—aizl, i nous nous placons dans le cas particu=

lier ol 1'équation (2) est vérifige, ¢ est alors une fonction des trois

variables k, v et v'et la relation (1) s'éerit

o(k,v,v") =0k,v',V) (3)

Utilisons maintenant le fait que T, et T, commutent lorsque la relation (2)
est satisfaite. Cette commutation entre T, et T2 implique 1'égalité@ entre les

deux figures suivantes




En effet en faisant commuter T2 et Tl,il est possible de rejeter les
matrices de transfert T2 aussi loim qu'on.le désire des spiﬁs Ui et Um,et
de dégager ainsi une zone d'extension N, aussi grande qu'on le désire, autour
de ces deux points, Il est alors clair que la foniction de corrélation <cidm}
ne dépend seulement que de Kl et K2 ou encore k et v (on remarquera que ce
raisonnement ne peut s'appliquer qu'd des quantités locales, telles que
les fonctionms de corrélations, il ne saurait s'appliquer & une quantité
globale telle que la fonction de partition qui, elle,dépend bien sir de
Kl’ Kz, K3 et KA)' De la méme maniére, nous voyons que <cjcm> ne dépend cue
de k et v,et donc,p ne dépend que de k et v &galement. La relation (3) se

rédcrit alors
w(k,V) = olk,v"') 3

@ ne peut donc dépendre que de k ; sur le modéle d'Ising anisotrope sur

réseau carré nous aurons par conséquent la propridté suivante

ch 2K, c¢h 2K, -sh ZK1 sh 2K

- 2 =
1 2 <Ui0m> sh ZKZ ch ‘KI <cjcm> £ (k) (4)

2

Vérifions cette propriété i l'aide des expressioms exactes connues de la

fonction de partitiom ; nous avoms les ggalités suivantes :

— n Z = <g.,0 >
i'm

m+2 coeh 2K ch 2K. ch 2K. . |T.(sh? 2K k) - —S— . R(K) |
™ 1 2 2 17 1 ]
b ch 2K1

—é— in Z = <0.0 >
jm

2
-+ 2 [ an2 ! 1
=+ coth 2K, ch 2K, ch 2K, , @I (sh™ 2K ,k) - - . K(k)
m 2 2 1 2 ) |
n ch 2K
2
ol
m/2
, 2, =] =
Hl(v,k) = j dé, (1 +v sin”¢) (1 sk? sin2¢)'1/2
Q
- o &me N
Hl est une intégrale elliptique de 3 egpéce, .

- e gre .
K est une intégrale elliptique de I espéce.




Nous avons donc pour @ l'expression suivante :

2
ch 2K ch 2K2 ch.ZK sh.ZK2 —-coth K ch 2K1 ch 2K2

x {Hl(shz 2K, ,k) = 91 . K(k)}
" ch™ ZKZ

2
= ch 2K2 sh ZKI i coth 2K1 ch ZK1 ch 2K2

k) - 21 - . K(k)}

ch 2K1

[ 2
X I_Hl(Sh ZKI,

Or nous avons 1'Eégalité suivante sur H] (voir par exemple [22])

2
Hl(\),k) + Hl(%-, ) = K(k) + 7 [(1+\))< . )} : (5)

En utilisant cette &galité dans l'expression précédente de w,nogs voyons

-1/2

que le terme ch 2K, ch 2K2 disparait avec le terme —-[(I+vXI +—~9]

1
at les facteurs multiplicatifs qui lui sont associés, et 1l'on trouve

finalement

1 J

]

chZZKI chZZKZ

2 2
W= = (ch ZK] ch 2K2) . K(k)

| I |

_ 2 2
=~ 2L RE . (k=D

qui ne dépend effectivement que de k.

La relation (4) n'est en fait rien d'autre que la relation (17) de
1'article de R.J, Baxter et I.G. Enting dans lequel les auteurs calculent
(en utilisant la relation de Fisher et la relation triangle &toile) la fone-

61

tion de partition du modéle d'Ising bidimensionnel [ ., Cette relation (17)
joue d'ailleurs un r8le majeur dans ce calcul. Nous voyons donc que ces iden-—
tités, loin d'avoir un simple intér8t esthétique, sont en fait des identités
contraignantes. Nous avons vu d'autre part, dans le cas de la relation
précédente, qu'elles ont rapport avec des identités de géométrie algébrique.

non triviales telles que l'équation (5).




12,

Essayons de préciser les contours de 1'information contenue dans une
relation telle que (4). Cette relation découle [16] de la relatiom triangle
dtoile (qui permet d'intégrer complZtement le modéle d'Ising bidimensionnel)
mais elle est a priori mdins contraignante. Regardons les contraintes qu'im-

plique cette relation sur la diagrammatique résommée que nous avons introduit

sur les fonctions de corrélation [3}04] :
222 o2
I 5y =] & - > au total t, . —
Loy Iﬂtl 1"“t1

et 3 1l'ordre suivant.

3 a+h t? + c t? + d t? 3
t2 73 = t2 . P(ch ZK])
(1 - tl)

oll P est un polyndme de degré 3. (la relation d'inverse implique que

a=d et b=c, et l'on a de fagon évidente a = 0).

2t2
— & 1 | [ u P
1 . 2 & "7
(l—tl)
3
-2t
C Jeo( ] o) - —y - 5
oy p)l (l-tl)-
3 1l'ordre suivant :
4 tl(a' + b' t% + ¢! t? + 4’ t?) 4
£ » - =-t, . sh 2K, . Q(ch 2K))

A
(1-t))
ol Q est un polyndme de degré 3.

La relation (4) se réécrit



13

I+t§ I+t§ 2 4
—— ., ch 2K, = sh 2K (t + t, sh 2K+ t_ sh 2K, . Q(ch 2K ) + ,..)
i_tz 1 1 !?tz 2 1 2 1 1
2 2
th 3
- T:i- ch 2K1 N (t2 . ch 2K1 + t2 . P(Ch ZKI) * e .)
=2

=1+ t., [2.ch ZK1 - 2t sh 2K, = sh2 ZK] - 2 ch2 2K

1 1 ]

1

+ tg [2 ¢ch ZK1 - sh2 ZKI . Q(ch ZKI) -2 sh2 21(1 - 2tl sh 2K1
-2 ch2 K1 -~ 2 ch ZK1 . P(ch ZKI)] + ...
26,2 2t 4
(72) (2 L4

=a + a sh™ 2K, + a sh 2K, + .,

0 2 \1_t2j 1 4\1_t2j 1

2 2

+ ... ce qui implique aux plus bas ordres 4a2 = =3 et

& sh> x, - sh? 2K, Q(ch 2K,) - 2 ch 2K, P(ch 2K,)

8 a2 sh2 ZK1 + 16 a

)

4
i sh ZKI (6)

Introduisons les coefficients des polynfmes P et Q :

o + B ch ZK1 + Y ch2 2K1 + 8 ch3 2K1

O
]

a'+ B'ch K, + Y'chg 2K, + §' ch’ 2K,

rd
[l

La relation (6) se réécrit encore :
2 2 2 3
=4 (ch 2K1=]) - (ch 2K1?1) (o + Bch.ZK.1 + v ch ZKI + & ch ZKJ)
2 3

= 2 ch 21(J (a" + B'" ch 2K1 + v' ch 2K1 + &' ch ZKI)

-8 a, (ch? K ~1) + 16 a, (ch® K, < 2 G 2K, + 1)




qui conduit aux relations :
4 + o =16 a, = 8 a3y, B =2a" =0, 8§ ~8=2y" =0,

- - T = - - - T = =
=4+ y = a = 28 8 2, 32 3 =Y 28 16 a, et § =0

D'ol deux relations permettant d'obtenir a. et a

2
cients de P et Q et les 4 relations suivantes :

4 d partir des coeffi-

Comparons ces contraintes avec celles provenant de la relation d'inverse :

J’Ct""'Y'=0

a=d,b=c¢c = = a'=y'=0

IYI=3aI
auquels nous pcuvons adjoindre la relation évidente a = 0 &= a'+8'+y'+48'=0,

Une relation telle que (4) est donc moins contraignante que la relatiom
triangle (qui permet, elle, rappelons~le de calculer complétement les fonc-
tions de corrélatioms <Gicm> et <chm>), cependant elle impose des contrain-
tes non triviales qui, 3 1l'crdre té,sont extrémement proches des contraintes
provenant de la réunion de la relation d'inverse et de la symétrie Lty
Elle impose, par ailleurs, des relatioms entre les développements de
<0,0 > et de <jSm>. Signalons é&galement que la généralisation au modéle
de Potts de cette méme relation linéaire sur les fonctions de corrélation
du réseau carré 3 quatre paramétres (généralisation du mod&le d'Utiyama )

existe.

b.2. Application au mod&le d'Ising sur réseau cubique

Les 8quations linéaires sur fonctions de corrélationms existent pour
des problémes en dimension 3 ou plus : Considérons le mod&le suivant dé—

fini sur le ré&seau cubique,en périodifiant le motif &lémentaire auquel




6

.L.K.8S,
est associé le poids de Boltzmann R i,

les Si sont des variables d'Ising associées 3 chaque face du cube, les
six Si etant contraints,pour chaque cube @lémentaire, par la condition
518233848556 =1, cendition que nous pouvons encore &crire en faisant inter—
venir une variable muette du type Ising o, en considérant le facteur

6

1 +5.55.,8S.5, = ) T g(s.,n
1727377576 b, ooy Bd

(Pour expliciter quelque peu la dualité,nous introduisons la fonction de
deux variables du type Ising suivante : g(A,1)=1, g(A,=1) = A qui définit
d'ailleurs une fonction symétrique, om peut voir en effet que g(l,u) = I

et g(-1,u) = U ; g est un caractére du groupe 22 ’

Le motif dual de ce cube est le motif suivant (od B, v, &, w, 0, €

sont les variables associé&s aux cubes environmants notre cube initial)

La encore le raisonnement n'est que la généralisation immédiate des pré-—

cédents ; nous écrivons en. 1'occurence

S =
815993 = 5,55,
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et utilisons l'identité

X.S, « K5, « -K.S
S..e o ch 2K..e 1 - sh 2K..e M
i i i
-K.S.
Par dualité le terme e donne
w8 —Ki Ki
] e Yt og(s.,a) g(5.,8) =e T +e OB
i i
S.
i
*
K. -Ki eKi KiaB
=aBe "+ e aB) = ——5 . 0B e
ch Ki

L'identit& précédente va donc conduire & 1'égalité suivante sur les

fonctions de correlation du modéle d'Ising tridimensionnel anisotrope :

* X * * * ¥ 9 ZK* i
ch 2Kl ch K2 ch 2K3 - sh 2K.1 ch _K2 c 3 R

*
*

= sh 2K, ch 2K, ch 2K, <ay>

- sh 2K. ch 2K, ch 2K, <ad>

W #* N
i—
[ SV

+ sh 2K, sh 2K, ch 2K, <By>

el e
— * W ¥

+ sh 2K. sh 2K. ch 2K, <Bé>

+ sh 2K, sh 2K, ch 2K

W # W * N *
— ¥

* (6
2 Lo

= sh ZKI sh 2K2 sh ZK3 <aByéd>

= idem en changeant K1 ou K&’ K2 ou K&’ K, en K B en w, Yy ou

3 5°
P, § en £,

b.3. Application au modéle d'Ising en champ

Venonswen i 1'exemple, 3 peine plus compliqué, du mod&le d'Ising en
champ magnétique ; nous consid@rons un motif &lémentaire triangulaire,
oli, & chaque liaison, est associé ume variable de liaison Ai du type

Ising.
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Considérons 1'expression suivante (nous avons repris la fonction g
précédemment définie)
K. A, +K
171
e

2Ag*Kh, eH(“a+”B+“Y+“6)

cs(hsuy) 8 sHg) 8(Ryug) 8(Ry,H) 8(AgsUg) g(RB,uY)
Si nous sommons sur les Xi nous obtenons 3 des facteurs connus prés
* * *
- + -
K HyHg +Rolghs *Kal Hy +H(ua+u8+uY Hg)

K *
K. A K =K 1 KU uey
(en effet z e i g(kl,uu) g(ki,uﬁ) =@ 1 +e ! “a“& = e Ma™8y
A
1

: =i
ch K] }

On obtient donc le modéle d'Ising en champ magnétique sur ré&seau trian-
gulaire. Par contre,si 1'on somme sur la variable Ugsom obtient

(les wvariables oo UB, uY interviendrons dans d'autres triangles &lémen-
taires et domneront des résultats analogues)

- x
EK111+K2A2+K3A& + H )‘1}\2}‘3

fret T g(huu0) g(h,u0) g0 e L LB
en efret 2 13“5 g 2:U5 2 3:p5) e (ot

Hs

TN

*
eH H KIAZRS\

= . e
ch #* /

Nous considérons le modéle ol les variables sont les variahles de liaisons
Ai du type Ising,et ol le poids de Boltzmann est donné par l'expression

précédente, Le raisonnement est 1'analogue de ce que l'on &crivait sans
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champ ; on &crit par exemple la suite d'8galités :

= d'od |
(KI)(AZ) (AIAZA3)(13) ou |
KA =K. A K\ K A, K\ 1-
= * - A *

(ch 2K, + e Pl e 2K, . e Plyten XK, . e 22 _ sn 2K, . e 3%y g 33 k
HA A A ~HA A A « KA «  <KoA |

=(ch2me '2%-sh2me ]23)(ch2K2.e“'3—sh2K3.e33)
|
De plus nous avons f
K % K,
-K.A = K TN I
11 _ 2 1 __& 1"a"B N
%] = g(ll ,-llu) 8()\1,118) =8 + e UGHB Ch- K’ '_l UG}JB e' ‘:I
et y |
' g YR
HU - 1
H =H 17273 i
J g ) gh,w) ghg,m) pee =e =2 " A ANy = X @ #
1 2 3 e N 1
U cn H i

d'od, par dualité, 1'égalité suivante sur les fonctions de corrélatioms :

# * * *
ch ZKI.ch ZKZ sh ZKI ch 2K2 <uau8>

*
2

* * *
sh 2K_.ch ZK1 <u8u6> + sh 2Ki sh 2K2 <MQUB>

. ‘
ch 2H.ch 21{3’ - sh 2H ch 2K, <ug> |

sh ZK*.ch 2H.<u5uY> + sh 2H sh 2K; <uY>

1

3

On retrouve bien &videmment, pour H = 0, l'8quation linéaire de Fisher.

b.4. Application au modéle 3 8 vertex symétrique

On peut &galement généraliser ces idées dans le cas de modéles avec
des interactions plus compliquées que celles entre plus proches voisins.
Considérons par exemple pour fixer les idées, le modéle 3 8 vertex

symétrique. Nous regardons ce modéle comme deux modéles.d'Ising




couplés :

&
o

i,j,k,2 = + 1

I Kk
Klik+K2j L+M 11kl
W(i,j,k,2) = A . e

=_u+nﬁ(uﬁ2). A+ U+ﬂ%{bﬁ2)b

% (1—iki(l+j£) e+ (l-ikz(l—jﬂ)

[» WS

: + ; .a b i
expression que nous noterons symboliquement par s d) ; la dualité sur

ce modéle correspond aux transformations suivantes

a = % (a=b+c—d)
* 1

b =y (=a+b+c=d)
* 1

c = E-(a+b+c+d)
* 1

d = 5 (=a~b+c+d)

Par dualité nous obtenons par exemple les transformations qui suivent

sur les expressions symboliques précédentess :

(a =b - [c )

e ~d) \a* b*

((a b\ _ [-b* —d¥)

\me ca) 7 \ca* <e*)

[ a =b) - [=d* =c*\

\vc d} \ﬂb* :a*—}

De plus on vérifie rac11ement sur les expressions algébriques ( ) que

a h a
l'on a ik , (c d) = (ﬁc' ) que l'on peut toujours &crire comme une

combinaison linéaire ;

G esCh v QD

19.
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qui par dualité donnera la combinaison linéaire
, a* b* a¥* ~b* a* b* a* =b*¥
@ Ca g * B (o _g) * ¥ (x g0) + 8 (s 2%
Si nous symbolisoms par D (resp | ¥ l ) la précédente expression
(a b) (resp (a* h*j) par 1'expression (ik)'(a b) = (2 b) et
cd c* g% cd -c =d
£}k
la méme quantitd@ mais pour les paramétres duaux (_2* —g*) et aussi
' S a =b, _ . ab . e i .
1'exprassion (c —d) (Jg) (c d) et enfin 1'expression
. s a by _ a-b a -
(17%2) (c d) = (_c d) (et de méme E EI pour les paramétres
duaux), alors nous venons d'établir que le terme se transforme

par dualité en la combinaison linaire

s} [:] + B I::I + Y [:1 +6 Th

Le raisonnement est ensuite complétement calqué sur celul que nous avons

effectué dans le cas du simple modéle d'Ising. Nous utilisons le fait que
: ; ; 2 .

les spins sont des spins d'Ising,et donc que 0 = | pour ces spins ; on a

ainsi la relation algébrique suivante (avec des notationms &videntes) pour

un produit de  quatre telles expressions :

.
L

Or chacun des quatre termes va donmer par dualité@ une somme de quatre

termes : l'identité précédente engendra donc, lorsque 1'on développera,

une somme de 16 termes qui devra Etre 8gale au terme
* | ¥
Donnons pour illustration un des 16 termes provenant
- . *
du développement précédent : *

p 4
* *
T+ . G

* | * * || *

"

Lorsque l'on sommera sur toutes les configurations de spins ces identités
deviendront des relations exprimant qu'unme certaine combinaison linéaire

de 15 fonctions de corrélations, plus ou moins compliquées, est une
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fonetion connue.

b.5. Gé&néralisation de la relation de Fisher au modéle de Potts

i) Tous les exemples précédents portaient sur des modéles d'Ising
plus ou moins:compliqués (variaEles appartenant 3 ZZ)' Nous alloms
montrer que des équations lin@aires tout i fait analogues existent &ga=
lement sur les fonctions de corrélation des mnd&les du type modéle
de Potts (les variables appartienment 3 Zq) ; pour ce faire,nous regar-
dons 1'exemple le plus simple du modéle de Potts (scalaire) sur réseau
triangulaire (avec en paralléle son réseau dual le réseau nid d'abeille),
Examinons la dualit& sur ce modéle, en particulier les relatioms concer—
nant les fonctions de corrélations ; nous avons les relations suivantes

- SA . e . € = &f
AEZq
réciproquement
¥ & . El'u = q.eK si p=0
uEZq 0 sinon
K:SR
soit dans tous les cas g 6}.3 (7)
De plus nous pouvons toujours &crire 1'identité algébrique
K(SG.'G. Kéoid'
50.0- e Td=a,e Tep. K (8)
1]
avec
~eK 1
A= T B = 7
l=e l=e

Enfin pour tout triangle Elémentaire

Ve

P e
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si nous notoms & = ﬁua,ua, g = 5UB,HY, Yy = 6“&’“Y’ nous foyons que
le triplet non ordomnmé (a,B,Yy) peut 8tre &gal a (0,0,0) ou (1,0,0) ou
(1,1,1), mais en aucun cas & (1,1,0) ; (en effet cela signifierait que
par exemple g, = Uj =0, mals que 9; # Uk). La somme L =& + B + Y peut
done prendre les valeurs 0, 1, 3 mais pas 2,ce que l'cn peut encore

Gerire en disant que l'on a l'identité suivante :

T(I-1)(E=3) = 0 = 5> - 4% + 3z

De plus

o? + 8%+ y" 4 2(aBeByraY)

[t ]
1]

T + 2(aB+By+ay)

en effet az =g car & = 0 ou | (de méme pour B et y), On a également

22 + 2(aB+Ry+ay) L

(g
]

£2 + 2(30By + 2(aB+By+ay))

il

T + 6(aB+By+ay) + 60BY

L'identité précédente s'écrit donc en conséquence 3afy = (oB+By+ay)

.‘1 ! 1 = = ;
(Dans le cas du modé&le d'Ising en posant Al uaue, AZ uauY, A3 uBuY

nous avons :

a=‘l.-i.1- B:.-\Fl.iz... =:):.:3_
7 7 Y 2

1'identité précédente s'8crit
X Ag*A Ag#A ha*3h A = 3 + A +A,A, (9

(identité qui est bien vérifiée.par le modéle d'Ising qui vérifie ume
identité encore plus contraignante ; A1AZA3 = 1), De manidre tout a fait
analogue aux démonstrations précédentes sur le mod&le d'Ising, cette
identité (9). jointe & la relation (8) fournira une nouvelle identité.
qui, par dualitd, en utilisant (7), nous conduira & unme relation linéaire

exprimant qu'une certaine combinaison linéaire des fonctions de correla-=
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tions du réseau nid d'abeille

<$

0igg

sentés par la figure

<8 >, <§ >, <6 >, <8 8 >,
9:%% %% 959, %39, 9%
<§ .G >, <8 .6 > et
9% 9%, 0,50 9:,0,
6jSg> est une expression comnue, 0., Gj, g, sont repré=--
o %
G
Ck

ii) Dans le cas simple de la généralisation de l1'EBquation de Eisher

au modéle de Potts,celle ci peut 2tre obtenue en utilisation simplement

la relation triangle - &toile sur ces.-modéles. Dans le cas du modéle de

Potts nous avons :

|
g
w

c D J (10)
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et les &quations suivantes (pour q > 3)

AB = ac + b + (q=2)
AABCD = abe + (g-1)

A=a+ b+ c+ (g-3)

et leur permutatioms.

En regardant A, A, B, C, D comme des fonctions de a, b, c et en
prenant la d&rivée logarithmique partielle par rapport & a, on obtient

une relation lindaire entre <& >, < >, <8 > <4 > et
n 0.,0, 4 60.,GR ¥ 0. ,0. ci,ck
<8 §_ >, ] 3" s >

9,0, 0,0,

En dérivant par rapport 3 b et c,on obtient deux autres relatioms
analogues. Nous pouvons utiliser ces relations de diffé@rentes maniéres.;
nous pouvons, par exemple, regarder ces relations 3 la température critique,
oi 1'on connait les fonctions de corrélation entre plus proches voisins
sur réseaux triangulaire ou hexagonale, pour déduire de cette manidre

la fonction d 3 points <§ 8 > 3 la température critique (D=1).
g-0, 0,0,
ik "k7]
Si 1l'on désire, dans cette relation triangle, me pas avoir de terme
d'interaction 3 3 spins (i.e. D=1),o0n est conduit 3 écrire la relatiom :

abc + (g=1) = (ac+b+q"2)(bc+a+q~2)(ab+c+q—2)

(a+b+c+q—3)2

Cette relation est &quivalente 3 la réunion de la relation de critica=

lité pour le réseau hexagonal
abe = (ab+betca) + (a+b+e) (qul) + (q2m3q+l) (11)

et des solutions dégénérées a=1 ou b=l ou c=1, De plus on peut voir que

si la condition (I11) est satisfaite,on a alors les relations

- atg-1 _ b*g-l _ c+g-l
AT 0 BT e O I

et la condition (11) peut se ré&écrire

ABC = A + B + C + (q=2)
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(condition de criticalité@ pour le réseau triamgulaire),

Si 1'on suppose maintenant que la relation (11) est satisfaite
(c'est=3-dire: que D=1),1il est possible de trouver des relations linéaires
entre les fonctions de corrélations entre plus proches voisins et seconds
plus proches voisins sur le réseau hexagonal,ne faisant pas intervenir

de fonctions de corrélation & trois spins,

de corrélations

Revenons au modéle d'Ising sur r&seau carré,et regardons comment
il est parfois possible d'associer les &quations linéaires précédentes

e des identités non linéaires trés simples,pour obtenir des relations

non linéaires intéressantes :

1) Considérons un motif &lémentaire du type Utiyama ainsi que

son motif dual

X
—
w

Kk b
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A l'aide de raisonnements analogues aux précédents,on voit facile~

ment que l'on a les relations suivantes :

<uauY> = ch 2K1 ch 2K3 = sh ZK1 ch 2K3 <Gi02>

- s o 3 .a. >
sh 2K3 ch ZKI <OJGk + sh 2K1 sh 2K3 <clcjckc£

3 3

<uapp><u u.> = (ch ZKI - sh ZK1

<g.qg.> 2K, = sh 2K
oMy clcl,) (ch s

< >
cjck )

= ch 21(l ch 2K, - sh 2K] ch 2K <Gid >

3 3 2

- < > .0, ><0.0, >
sh ZK3 ch ZKI dok + sh ZK1 sh 2K3 <Uldz chk

D'oll en faisant la différence de ces deux quantités :
< > =< >< > =
UauY Uuup UDUY

sh 2K, sh 2K

> = < ><(J. >
| 3 (<cicjdkdz 9.0, oJck )

Utilisons l'une des identitds non linéaire de Boel et al [13]014]

><T.ad, >

<g.0.0,0,> = <J,0
i i 8 "3k

Ik

+ <£0.0. >< g,> = £0.0.> <0.0,>
9% 7 %% 1% <%%

En combinant ces deux relations om obtient donc :
< > =< > < > =
UQUY uaup UDUY

sh ZKI sh 2K

3

o {€0..T . > .d, > .
( 010J> <Uk02 <010k <ng£>)

Cette 8quation est une des plus simples des identités quadratiques, pour
les fonctions de correlations du moddle d'Ising,obtenues par J.H.H. Perk [23]
(avec les notatiomns de cet auteur on retrouye lL'8quation précédente en

\ * o i
faisant x; =Y x?, x;, y?, y; alignés),
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Les identités de Perk sont des identités importantes puisqu'elles
permettent de retrouver les Equations non linéaires aux diffé@rences
données par Mc Coy et T.T. Wu pour le mod&le d'Ising homogéne. Ces
équations &tant A& leur tour intéressantes, car elles redonnent, dans
la limite de scaling, les 8quations transcendantes, dites de Painlevé,
qui régissent ainsi le comportement des fonctions de corrélation prés

du point critique.

ii) Considérons un autre exemple trés simple &galement

Sy b Ko P¥
+*
t Ka
KL
oS 3

nous avons les Egalités

* * i
<ugu > = ch ZKT ch 2K, - sh 2K ch XK, <3;0.>

*

- sh 2K2

ch zxf <0.0

* *
> + < >
i sh ?_K.1 sh 2K2 Uic

k

* *
<UBMY><HGUB> = (ch 21(1 -

* *
<g.o.> -
sh 2K1 cch ) (ch 2K2 sh 2K2

S
<0J. Gk )

= ch ZK* ch 2K* - sh 28¥ cn 2x* <O T >
1 2 1 2 17]

* * * *
- gh 2K. ch 2K, <g.g, > + sh 2K] sh 2K

2 1 °95% g P BePS0.0

5! K

d'oll en faisant la différence de ces deux &galités
< P = < > > =
UQPY pa“@ PﬁﬂY

* *
sh ZK] sh ZKZ (<cri0‘k> = <cioj ><cjck>)

qui, elle aussi, correspond 3 une des identités de J.H.H, Perk, (il faut

considérer le cas-x; = y?, x?y? et x;yz formant un angle droit).




iii) Considérons. l'exemple immédiatement plus compliqué :

y v

i K K K

X, 7 Ay 7;

3

Xﬁ X* Xﬁ;

Pour plus de commodité@ dams l'Ecriture,nous adoptons les notations de

Perk : par exemple <x x,> désignera la fonction de correlation i deux

172
points, les deux points &tant ici X, et X,. Introduisons aussi les no-

tations C1 = ch 2K1, S, =gh 2K,, C =ch 2K, S = sh 2K, C, = ch 2K

1 1?2 2 2’
S2 = sh 2K2.

Les calculs précédents deviennent alors :

- _ *® Kk x % *_k k_k
K x> ClC SIC <X,¥,? SCl Xy >+ SSI XK|YXY >

<y,7,> = C,C = CS, <x3y}> - SC, <x*y*> + s5, <*y*x}y%>

<x,y,> = C,CC, = CC,S, <x]y}> = C,C,8 <x'y'> = CC,5, <x,y,>

172 2 2 ) 2 “¥2¥)

*x kK x
+ CISS2 X'y X,y >+ SICS

*_ k. k% oK kK
) <x1y1x2y > + §5.8C <x1y1x vy

2 2 1772

* X_¥_k_K_k
- < >
SSJS2 xlylx v xzyz

<Yjx> = C =8 <Xy >

et nous avons l1'égalité suivante qui s'en dé&duit :
< >< > = < >< =
X)XV Ip7 T SR %y

* % % %
SISZCC <.le1><x2y2>

ok kK Kk Kk
+ 55,38 <x1ny ¥yoo<x y-x2y2>
* Kk k%

SJSZSC <xlyrx v ><x2y2>

K _d k * %
- SJSZSC <x2y2x v ><xly1>

® Kk Kk * %
+ SJSZSC <x1y1x2y2><x y >
- k_k_k_3

- S]SZCC <x1ylx2y2>

= §,5,58 <x?yfx*y*x§yg><x*y*>

28,
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+ CSS,S <x]ylx b4 x2y2>

* k. . k% *_k k%
= 9 i R L i
§,5,CC (*ixly.I K, Yp? <x1ylxzy2 )
+ S!SZSS (<x:y?x*y?><x*y*x;y;> - <x?yfx*y*x;y;><x*y?>)

*
2

x

e - KK KKK KK Xk
¥ 85,5C (<xyyoxy ><x ¥y ><x,¥ X7

><x*y*>'— <xTyTx*y*><x y;) + <xTyTx*y*x;y;>)

(on vérifie en effet facilement que les.termes en C182 ou CZSI disparaissent),

En utilisant alors l'identité non linéaire suivante

K Kk ok k. _ ok _K___K_%
SE T FpTy? T BT T
+ <xTx*

* X * ¥ * k&
><£ > = < > .
27717, ¥y

On obtient finalement que
R K KK kR
<X Xy ><Y Y, e 3 2%

KA K K Kk *
Slsz(<x1y2><x2y1> <x]x2><yTy2>) * R.SIS2

od R est 8gal 3

* Kk ok £

: * e *
Sz.(<x1y]x yoe<xTyTrEyEs + <x x2><yTy2>

272 1

* % *__ % *_k_k_k ok Kk * ok
- <x1y2><x2y1> <x]y1x Y R Yo><xy >)

X k_k_k_ k% ¥k K ok Kk
+ B - £ >
SO, 7 BT <Xy > = <E y K'Y PR, To>

- <x;y;x*y?><x?yf> - <x?y?x*y*x;y§>)
L'équation de Perkscorrespondant & la configuration des points précédents,
reyient & &crire R=0. Nous yoyons donc que,si les équations de Perk appa~
raissent bien,pour les plus simples d'entre elles,comme la combinaison de
relations linéaires simples et de relations non linéaires i coefficients
simples (valant +1 ou =1), ce n'est plus le cas pour les relations plus com—

plexes. On remarque cependant que dans l'exemple précédent on obtiemt bien
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1l'équation de Perk pour K=0 (on a alors automatiquement R=0), Cette

remarque persiste sur 1l'exemple plus général suivant

b & =2 g e o & & £ =]

Si 1'on introduit les notations suivantes
| sh ZKI’ C2 ch ZKZ, S2 = sh 2K2

ch 2k.,; s. sh 2k.,
i i 1

C1 = ch ZKI’ S

]
[}

&

i

on peut voir enm reprenant les raisonnements précédents que les termes
2 2 2 . .

en Cl(cl"'cn) CZ’ CI(C]"'Cn) S2 et Sl(cl"'cn) C2 disparaissent, le

terme SI(CI"'Cn)282 est associé au terme de Perk que l'on cherche :

*_% *_ % %, % %
<x ><x > = <xTETPL >
1727°%97) 15277172

et tous les‘autres s'annulent si taus les ki sont nuls. Bien sfir il reste=

rait 34 démontrer que
<x1x2><y1y2> - <x1y2><y1x2>

* *
« S5 {<x1y2><x

¥ =< R . . *>}
2172 R X)7<Y 192

2717 T S*r%2
est une quantité indépendante de chaque ki’ et ceci semble assez difficile

i obtenir.
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IIT, DISCUSSION

a) Discussion sur les Equations fonctionnelles en physique mathématique

Dans cette note nous nous sommes attachés presque exclusivement aux
relations linéaires sur les fonctions de corrélation . Cependant il est
clair qu'au deld de ces dernmiéres relations c'est le problZme des &quations
fonctionnelles simples que l'on renmcontre en physique mathématique qui est

posé, comme par exemple celles que l'on rencontre sur le modéle d'hexagone

dur :

Le modéle d'hexagone dur est un modéle intéressant de part les &qua-
tions fonctionnelles qui y interviemment. En effet 3 cOté& des Equatiomns
fonctionnelles, qui nous sont maintenant devenues familiéres, d'inverse et
de symétrie de ratation de 90°, qui induisent tr&s naturellement une so-
lution minimale en produit infini en l'occurence des quotients de la fonction

elliptique

[= ]
n-1 -1
f(w) = I (1 -q W -q%w ),
- n=l
il a été démontré 5] que la fonction de partition vérifiait ume équation

fonctionnelle simple :
Z(u) . Z(u+d) = 1 + Z(u=21) (13)

Il sortirait du cadre de cette note de reprendre cette démonstration ;
disons simplement qu'elle provient &galement de raisonnements locaux sur
les poids de Boltzmann et qu'elle fait intervenir certaines particularités
du modéle (orthogonalité et_indépendance dans le paramétre spectral des
vecteurs propres 3 droite et 3 gauche d'unme certaine matrice 2x2, &galité
de certains vecteurs colomnes et lignes d'autres matrices i ces vecteurs
propres & droite et a4 gauche), Cette Equation n'est plus du type "relation
d'automorphie" comme les précédentes et il n'est plus naturel, au vue de
cette équationm,que la fonction de partition soit un produit infini eulérien
comme nous le sayons par ailleurs, Cette réunion singuliére entre des pro-—
priétés multiplicatives et additiyes traduit en définitive les propriétés
tout & fait particuliéres de ces produits eulériens (fonctions elliptiques),
Ce point de vue est confirmé par l'utilisation qu'a fait R.J. Baxter des

; i : . 5 24
identit&s de Rogers—~Ramanajan dans ce. probléme d'hexagone dur [ 4],
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11 n'est pas tnutile de s'interroger sur le rdle que jouent ces
produits eulé@riens dans la physique mathématique : on les rencontre en

mécanique statistique dans 1'expression des fonctions de partitionm

[41[25]

de différents modéles .mais Bgalement dans l'expression de gran-—

deurs telles que la polarisation,ou l'aimantation,des modéles sur

réseau [26][27]. A ce propos on peut citer l'article de G.S. Joyce

[27]
oi il montre que la forme eulériemmne 4e 1l'aimantation du modéle d'Ising

avec imteraction 3 3 spins sur réseau triangulaire

M= T (1- q5“'3)/(1 +q
n=1

6n+3))
revient i dire que M est solution d'une &quation modulaire de Legendre

de degré 3. Cette Equation différentielle lui permet d'établir ume rela-
tion de recurrence lindaire pour les cdoefficients du développement basse
température de M. (L'apparition de relation de recurrence linéaire sur les
coefficients de développement basse température pour l'aimantation est

un phénoméne que l'on peut remarquer par exemple pour le modéle d'Ising

sur réseau carré, hexagonal, triangulaire,mais qui ne semble pas exister

en dimension trois (voir footnote de la page 420 de la ré&féremce [29]).

On rencontre &galement ces produits eulZriens dans la théorie com-
. . - . - _ : \ ; 0
binatoire, notamment dans des problZmes dits d'&numé@rations binomiales (30]

(oG l'on considére des relations telles que

ot
p (X+Y) = Z (i) p;(X) . p__.(V))
n jzo ] ] =] ’
Ces problémes de combinatoire sont &videmment trés proches des problémes
de mécanique statistique sur réseau [k]. On rencontre dans ces problZmes
des relations d'automorphie telles que par exemple la relatiom (9.1) dans

[30]., On peut &galement y rencontrer des identités de Rogers=Ramanajan.

De tels produits eulériems,et leur relations associées,apparaissent
€galement dans la th@orie des algébres de Lie affine (cas particulier des

algébres de Kac<Moody), notamment, par exemple, lorsque l'on s'intéresse
d la formule des caractéres de Kac-Weyl (formule du dénominateur) [311I32],
En fait il est apparu ces derni@res années, que les algdbres de Lie affine
étaient relifes 3 de nombreux domaines de la physique mathématique : la

combinatoire , nous 1'avons dit (problé@mes de partitioms), les Droﬁlémes
[33] [34]

de singularités , les syst@mes complétement intégrables , les
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problémes de mécanique, les probl&mes de physique des particules,notamment

[35]

les modéles duaux . (Rappelons que,par exemple, la fonction
o0 - . - .

fx) = II (J—Xu) 1 apparait dans la théorie des modéles duaux et des
n= :

cordes [36], Dans la théorie des boucles planaires on utilise

@ n. 24 n ..
Alx) = q. HI (1=q ) = Zl T(n).q , A est la fameuse forme modulaire
n= n=

qui satisfait A(=1/2z) = z12,A(z), le nombfe 24 n'étant pas sans relation

avec la trés exotique dimension 26 des modéles duaux). Manifestement la
théorie des algébres de Lie affine et des formes modulaires semble jouer

un rble important en physique mathématique et ceci se traduit,la plupart

du temps,par 1'apparition sun de nombreux problémes d'équations fonmctionmelles,

d'8quations différentielles, ou bien encore de récurrence trés simples,

Le caractdre général des équations fonctionnelles telles que (13)
semble renforcé par 1'apparition d'@quations analogues dans des problémes
a priori assez &loignés de la mécanique statistique,tels que 1l'oscillateur

[37]

anharmonique ou les équations différentielles ordinaires & singularités

irriguliéres [38] y"—(x3+k)y = 0, les multiplicateurs de Stokes satisfaisant
1'équation fonctiomnelle £(X) + £(wA) f(m-ll) = 1 od ms = ], Il semble que
ces dernidres propriétés puissent &tre comprises dans le cadre de la théorie
dite des fonctions resurgentes [39] ; la notion de fonction resurgente
apparaissant dans des problémes aussi différents que des &quatioms diffé=

rentielles simples telles que

£1(2) = P(1/2) + £(2) . QUl/2) + £2(2) . R((1/2)

oi P, Q, R sont des polyndmes, des &quations fonctionnelles du type.
Abel (f o g =1+ £, g est connu) qui apparaissent en théorie de 1l'ite=

ration.
b) Conclusion
LORG T ReIEn

Nous avons considéré divers exemples de relations linéaires et non
linéaires portant sur les fonctions de corrélation , Nous avons notamment
discuté la relation de Fisher et ses généralisations au modéle de
Potts, nous ayons indiqué comment une relation linéaire trés simple sur
le réseau carré &tait relife i une identité nom triviale de géométrie

algébrique, nous avons montré l'existence d'une relation linéaire sur les
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fonctions de corrélation du modéle i 8 vertex symétrique, Nous avons

[23] et les

enfin indiqué certains liens entre les relations de Perk
relations linéaires précédentes, Nous pensons avoir montré que ces iden-
tit8s devaient 8tre regardées comme des relatioms contraignantes sur les
fonctions de corrélations et ce, dans tous les cas,et pas seulement dans
les cas intégraﬁles oli, utilisant ces relations, on peut mener &ventuel=
lement les calculs jusqu'au bout [16], Assurément dans tous les cas (in=
tégrables ou non, bidimensionnels ou tridimensionnels...) ces relatioms
fonctionnelles doivent &tre regardées comme un moyen pour obtenir des
informations sur les fonctions de corrélations, informations qui sont
trop rares comparativement 3 celles sur d'autres objets tels que, par
exemple, les fonctions de partitiom, Cette importance des relations

linéaires pour les fonctions de corrélation est fort bien illustrée dans

un article récent [40].

Ces relations fonctiomnelles, jointes 3 celles que nous avons exhibées
dans d'autres exemples (relation d'inverse sur les fonctioms de partitiom,
ou les fonctions de corrélations [3][4]), posent le probléme du caractére

général de telles &quations fonctionmnelles simples,
Deux problémes essentiellement sont posé@s :
1) Ces relations simples sont elles le reflet de structures univers

selles sous—jacentes.?

2) Comment exploiter au mieux de telles. relations fonctionnelles ?
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