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INTRODUCTION

i 1'étude des systémes désordonnés a commencé depuis longtemps,
la recherche des effets spécifiques est plus récente. Pendant long-

temps, en effet, la tendance a &té de ramener le milieu inhomogéne

"3 un milieu homogéne "effectif". Des méthodes trés raffinées et tres

puissantes ont &té développées dans ce sens mais bien entendu, elles

ne peuvent rendre compte des effets spécifiques, irréductibles, du

désordre.

Dans 1'ensemble gé&néral des effets du désordre, on peut distinguer,
au moins provisoirement, les effets de dilution et les effets d'opposi-
tion. Ainsi, si on introduit des impuretés dans une matrice, elles
peuvent jouer un rSle inerte (par exemple, atomes non magnétiques dans
une matrice magnétigque) ou bien s'opposer plus activement aux propriétés
de la matrice (de ceci, on aura l'occasion de donner de nombreux exemples,
car c'est le sujet de cette thése). Dans 1l'étude des effets de dilution,
il existe un modéle : le modéle de la percolation, qui exhibe trés clai-
rement des effets spécificues du désordre de dilution. La percolation
constitue en fait le modd&le-tvpe (paraligwme) dans la recherche des
effets spécifiques du désordre et son &tude, poursuivie depuils vingt

ans, est tré&s avancée.




Cependant, il y a des raisons expérimentales et théorigues de penser

que les effets d'oprosition conduisent 3 une physique plus riche encore
que les effets de dilution. Sur le plan expérimental, il s'agit de 1'en-
semble des mesures concernant les matériaux appelés "verres de spin®,
pour lesquels il semble qu'une transition de type nouveau prenne place.
Bien que la question soit loin d'étre réglée, il semble que cette tran-
sition soit qualitativement différente 3 la fois des transitions de
phase ordinaires et des transitions "vitreuses" et qu'elle soit 3 divers
&gards, de nature un peu intermé&diaire entre les deux. Cette perspective
suscite naturellement un intérét considérable, et i1l était assez naturel

de chercher, pour les effets d'opposition, un modéle qui puisse jouer

le rdle que joue le modéle de la percolation, pour les effets de dilution.

Quelques mois avant le début de ce travail de thése, il a &té sug-
géré qu'un certain modéle : le modéle de la frustration, décrit en détail
plus loin, était un bon candidat pour exhiber le plus clairement les
effets spécifiques du désordre d'oprosition. Cette thése est consacrée

3 1l'étude de ce modéle de la frustration.

x

Dans ce texte, je me suis efforcé :
- d'une part, de situer le probléme, les diverses approches rossibles,
les principaux résultats dé&ja obtenus, les questions les plus brilantes ;
- d'autre part, d'expliquer les résultats des divers travaux auxquel s
j'ai contribué ou réfléchi au sein du groupe de 1'E.N.S. ;
- enfin, de présenter diverses approches qui, sans avoir encore pleine-

ment aboutis, paraissert prometteuses.

Plus précisément, cette thése est divisée en gquatre grandes parties.
La premiére est constituée de généralités et de.rappels. Une phénoméno-
logie rapide des verres de spin nous permet de ré&fléchir sur 1'é&labora-
tion des divers modéles possibles, et ce, dans le cadre du concept de
frustration. Nous passons en revue par la suite les diverses approches
traditionnelles de ces problémes, (modéles recuits, modéles gelés :
méthode des répliques, séries hautes températures, rencrmalisation, si-

mulations numériques) .

La deuxiéme partie contient les divers travaux analytiques effectués
dans le cadre de ce laboratoire : un modéle unidimensiornnel (le modéle
des rubans) , et 1l'étude de modéles périodiques frustrés avec une étude
plus poussée de leurs propriétés d'interface. Avant ces approches ana-—
lytiques figurent des rappels sur le modéle d'Ising et le modéle de

Mac Coy et Wu paermettant de mieux comprendre ce chapitre.

L'étude numérique de systémes frustrés bidimensionnels est 1'objet
de la troisiéme partie, avec une attention particuliére portée aux
propriétés des états de base, l'énergie d'interface, les corrélations

(statistique d'amas).

La quatriéme partie s'intéresse 3 d'autres directions 4d'approche.
Entre autres, elle traite des rapports de la transition verre de spin
avec la transition rugueuse et de l'outil puissant que peuvent constituer
certaines transformations, en particulier des transformations de dualité

qui ont &té jusqu'ici peu exploitées dans ces problémes.




CHAPITRE T

GENERALITES ET RAPPELS

1) PHENCMENOLOGTIE DES VERRES DE SPIN

Il n'existe pas a 1l'heure actuelle de dé&finition unique du verre
de spin. Néanmoins, un comportement commun a pu &tre dégagé dans une
large variété de matériaux qui contiennent des atomes magnétiques dilués
au hasard avec des atomes non magnéticues. Les premiers alliages définis
comme verres de spin (CuMn - et AuFe) possédent des interactions oscillantes
d longue portée du type Ruderman — Kittel -Kosuya - Yosida (RKKY).
D'autres verres deSpin {(des verres amorphes par exemple GJAI) ont des
interactions 3 courte portée. Du point de vue de 1'expérimentateur, la
conditipon pour voir un comportement verre de spin semble &tre que le
syst&me contiemne un certain type de désordre structurel qui . induit

des fluctuations pour 1'interaction spin-spin importantes comparées

d leur valeur mé&me.

Ie mieux est sans doute de définir le verre de spin par ses pro—

priétés physiques caractéristicues (112) ‘

Une discontinuité de la dérivée pramiére (cusp) apparalt dans la
susceptibilité au champ nul y (H=0) 3 une certaine température TsG.
Ce point anguleux est fortement arrondi par les champs magnétiques

relativement faibles (figures 1 et 2).

4
-4
0 2l heo
X aoN _h= 100 ¢
L f
Tee T

SuScePtib‘.litE

Figure 1 : Susceptibilité avec et sans champ magnétique
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Figure 2 : Susceptibilitésréversible et irréversible ; la susceptibilité

total est une constante.

Iorsgu'on impose un champ, on constate que l'aimantation de ce
verre 4 T < Tsg &volue pendant des temps beaucoup plus grands que la
durée de 1'expérience. Lorsqu'on supprime le champ la réponse instan-
tanée disparait inmé&diatement, 1'aimantation rémanente (figure 3)

décroissant logarithmiquement avec le temps. L'hysté@résis magnétique




observée en dessous de Tsg indique 1'existence de temps de relaxation

trés longs.
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Figure 3 : Aimantation rémanente igsotherme 3 T < TsG ; Aimantation rémanente

en refroidissant sans champ de T < TsG a T < .TsG.

La diffusion de neutrons ne montre aucun pic de Bragg caractéris-
tique des ordres périodiques 3 longue portée en dessous de Tsy, mais il

montre par contre une diffusion aux petits angles importante (Figure 4).
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Fi@;_};e 4 : Diffusion neutrons.

Il n'y a pas de comportement singulier dans la chaleur spécifigue
d Tse Cette chaleur spécifique apparait bien i peu prés linéaire 3

basse température (figure 5).
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Figure 5 : Chaleur spécifique : elle a un comportement linéaire en T 3 faible

température et suit une loi de curie aux hautes températures.




Des comportements en T3/2 et méme T2 ont &té mis en &vidence au

dessous de la région lingaire de résistivité (figures 6 et 7).
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Figure 6 : Résistivité : aucune particularité.

Figure 7 : Dérivée de la résistivité par rapport a la température : elle présente

elle,un maximum affirmé.

L'ensemble des résultats expérimentaux indique que la transition verre

de spin n'est pas de m@me nature que la transition vitreuse ordin

Cependant, il ne peut étre considéré comme Prouvé qu'il existe

sition franche 3 Tsg. En tout cas, il apparalt que les phénoménes dé&

dant du temps (métastabilitg, hystérésis, ...) risguent souvent de

s




Fiqure 8 : Plaguettes frustrées ou non.
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cacher .'les phénoménes statigues et qu'ils jouent un réle plus impor-

tant que dans les transitions ordinaires.

Pour batir des modeles théoriques, il s'agit de distinguer les

paramétres essentiels des autres. Au lieu d'un modéle d'impuretés avec

désordre de position et intéractions 3 longue partie de type REKY, ol

A.cos (2kprij+d)
rij®

Jij ~

+ les théoriciens en sont rapidement venus 3

raisonner sur des réseaux réguliers avec interactions restreintes aux

Chnnaemcn‘: de Matbis ¢

sUELUNE r\aqusﬁ:e west Frusteée

plus proches voisins et al@atoires. On trouve deux grands types de loi
de distribution pour les Jij : les distributions gaussiennes qui per-
‘mettent de mener plus facilement les calculs jusqu'ad leur terme et les | ) B
distributions sommes de plusieurs pics delta. Nous faisons ici le deu- - Figure 10 : Changement de Mattis sur le réseau carre.
xiéme choix et nous plagons nos pics delta sur deux valeurs -opposées *7.
Un tel modéle de frustratior; pure peut paraitre par trop idéalisé.

I1 présente 1'int&rét de souligner l'effet caractéristique ’qu'est:
l'aspect- compétition entre interactions de signes opposés, autrement

dit l'effet de frustration. Comme on le verra, les études par simu-

lation mumérique permettent de contrdler dans une large mesure les

effets des hypothéses de départ.
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2) ELABORATION DES MODELES (FRUSTRATION ET CONCEPTS ASSOCIES) .

Introduisons le concept de frustraticn sur 1'exemple le plus
simple : des spins d'Ising sur un réseau carré avec Jij = = J.
Considérons le motif constitué par les quatre spins aux sommets d'un
carré élémentaire (figure &) soit Jij les guatre liaisons placées
sur les cotés de ce m8me carré. Si le produit des Jij est négatif, il
est impossible de satisfaire toutes les liaisons (c'est-3-dire mettre
les spins paralléles de part et d'autre des liaisons ferromagnétiques

et antiparalléles pour les liaisons antiferromagnétiques). On peut

. satisfaire, si le produit est négatif pour un chemin fermé& guelcongue)

toutes les liaisons, sauf une seule (cu un nombre impair mais c'est
encore plus défavorable, énergétiquement parlant). Cette liaiscon sera
dite frustrée. Une plaquette ou un chemin fermé seront dits frustrés

s'ils contiennent une telle liaison £5).

On appelera ¢c le produit des signes Jij selon un chemin c donné.

Ilorsque ¢ est le périmétre d'un carré Eélémentaire, on parlera de la

(6)

variable de plaguette ¢ . Cette noticn se généralise immédiatement

3 d'autres réseaux.

Donnons ncus une confiquration de désordre, déterminée en fixant
les variables ¢ pour toutes les plaquettes du réseau : quelle est
1'énergie la plus kasse d'un tel &tat, & température nulle 7 Pour
répondre 3 cette guestion, remarquons tout d'abord qu'il existe un

théoréme de conservation.

Chang

ement de Mattis sur le

réseau triangulaire.




=)
H

Supposons qu'une plaquette non frustrée posscde une lradsen
frustrée, il est aisé de se rendre compte gqu'il en existe une ou un
nombre impair d'autres. Autrement dit, si l'on associe a toute
liaison frustrée, sa liaison duale, il doit exister un chemin réalisé
5 1'aide de ces laisons duales allant d'une plaguette frustrée a
une autre (figure 9). Le nombre de ces liaisons duales (c'est—a—dire

la longueur totale des chemins) mesure l'énergie de cet état.

Le probléme revient, s'étant Gonné& '2p points sur le réseau
dual (les 2p plaquettes frustrées) 3 chercher a les relier deux a

deux par des cordes, en utilisant au total le moing de corde possible.

Ce rodéle, dont 1'hamiltonien est H = - LJijS5iS] posséde une pro-

(A) 8i -+ - Si

A S R L i L
priété importante : si l'on change localement (B)Ti4 + - Jij (pour

1)

tous les j)( , on ne modifie pas 1'hamiltonien. Ce que l'on peut encore
formiler en disant que le configuration Jij = Jijeiej conduit 2 la

méme fonction de partiticn (faire le changement de variable S$ti = Siei).
Nous appelerons un tel passage d'une configuration de Jij & une autre

un ‘changement de Mattis (fig. 10 et 11) (pour Jij = J, on traite le
modale de Mattis pour les Jij). Ces deux configurations corresgrondent

3 la méme configuration de plaguettes.

m

une partie

0

es id€es, est qu

o]
m

La remarque importante qui découle de
(statigue, en champ nul) de la physique du probléme ne dépend que ce la
confiquraticn des plaquettes frustreées.

La transformation locale (I) ci-dessus n'est pas sans rappeler

() > iSO 1)
w L E s d(x) - e

les transformations de jeuge de 1'€lectromagnetlsme AL (%) . f},i
Al (X)) - Al(x)T

ol ¢ fonction d'onde est 1'é&quivalent de S : ce sont tous deux les

L (34)

Figure 12 : La loi de conservation sur le réseau cubique : le nombre de faces

a

frustr@es par cube est un nombre pair.

\

1

s
\

Figgge 13 : La loi de conservation : les liaisons duales forment des chemins

fermés.
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champs de matiére du probléme; ici Au(x), quadrivecteur potentiel, (dont
dérivent E et B qui sont les observables physiques) n'est pas en soi
une grandeur physique : il est défini & un gradient prés. De méme Jij

caractérise la physique du probléme modulo un changement de Mattis.

Fn dimension trois, la loi de conservation dcnne dans ce cas que
le nombre de faces frustrées autour d'un cube doit &tre pair. On associe
4 chaque face frustrée sa liaison duale orthognnale. La loi de conser-
vation nous dit que =i une telle liaison transperce une face d'un cube,
une autre doit ressortir de ce cube (fig. 12). En d'autres termes, ces

(5)

liaisons duales forment des cheming fermés (fig. 13 et 14). L'éner-
éie du fondamental en dimension deux était obterue en reliant deux
plaquettes frustrées avec une longueur de corde minimale. Dans le cas
présent, il faut rechercher la surface minimum s'appuyant sur ces che-

mins fermés que nous venons de décrire. Ceci est une variante du cé&lébre

probléme de Plateau.

Signalons aussi le modéle ol l'on place sur un réseau (carré,
cubique ...) deux types d'atomes : A et B. Il y a alors trois inté-
grales d'échange (on se « restreint 3 des interactions entre plus pro-

ches voisins) Tans Jags Jop- Si 1'on suppose J T

anr Jpp > 0 et Jgg <O

on obtient un .nxddle que 1'on pourrait qualifier de frustration par
site (par analogie avec la percolation par site), par Opposition au

modéle précédent qui est de la frustration par liaison.
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3) MODELES RECUITS, MODELES GELES

Dans tout probléme désordomné, une fois décidé du choix de 1'hamil-
ronien du moddle, il reste encore a décider le type de moyenne a effectuer
sur le désordre. Il existe deux grandes caté&gories : les mopdéles recuits
et les modéles gelés.

a) Modéles recuits

*'effet d'un certain type de désordre, dit recuit, est maintenant
bien compris et conduit dans certains cas a une renormalisation a la

Fisher (9,10) des exposants critiques. Le désordre recuit est un dé-

~sordre thermique ordinaire, pour lequel 1'arrangement des défauts (ocu

bien dans notre cas la distribution des liaisons Jij) change avec la
température selon les lois de la mécanique statistique : on impose la
concentration, moyenne x, de liaisons ant iferromagnétiques par 1'in-

termédiaire d'un potentiel chimique y en écrivant :

[n

ol = est la grande fonction de partition.

D'une fagon plus générale, les exposants critiques QE’BE’ Ygr o

d'un systéme physicue lorsqu'on impose une contrainte sur une variable

i ' icd = = .:g...- = .....E’.—
extensive E (en l'occurence ici E = x) sont o, =% * B = Toa
YE - T%a (o o, B, Yy sont les exposants sans cette contrainte), si a
est positif et demeurent inchangés, si o < O.

Dans cette rubrique, figurent les modéles de Sy@zi (12)(fig. 15)

le spin S traduit la liberté de la liaison d'étre présente ou absente,
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Diagramme de phase de divers modéles d'Ising recuits.
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positive ou négative ... La concentration des liaisons, négatives ou

positives, présentes ou absentes est fixée par une condition du type (I).

S

D —

S

|
S Figure 15
\
¢}
l

]
<
|
!
|

On peut imaginer des motifs plus compliqués :

/S Y o /\

/ | °No”’
Ficure 16

(11)

G-‘“

qui peuvent donner lieu a des transitions multiples

Au lieu d'imposer une condition du type (I), introduisons la proba-
bilité p d'avoir une liaison dans 1'&tat de spin S = - 1 (liaison
ant iferromagnétique ou liaison absente par exemple) dans 1'Hamiltonien
méme : 1'hamiltonien est du type : H = =-IJgi.Sj Sij + usij (II) avec
K <ij>
p=——— . On voit qu'en sommant d'abord sur les spins S, on redé&fi-
ePre ™




nit une nouvelle interaction compliquée de la température (fig. 16) mais

analytique. Les exposants critiques sont donc les mé@mes gue dans le

probléme ordonné : o' = o £' = R y' = y. Nous voyons qu'imposer 1'aléa-

toire de la facon (I) ou de la fagon (II) ne conduit pas aux mames
exposants critiques (exception faite dans le cas d'Ising (d = 2) ol
a = 0 dans les deux cas). Mais dans les deux cas, le désordre est ther-
mique (les Sij sont des variables dynamidques au m&me titre que les 1).
On peut qualifier les modéles du type (II) de pseudo-recuits. Dans ces
modéles, on calcule 1In < Z > ol < > est la moyenne sur les confiqura-

tions de liaiscons.

REFERENCES
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(10) H.E. Fisher, R.J. Burford, Phys. Rav. 156, 583 (1987).

(11) Y. Kasal and I. Syozi, Prog. Theor. Phys. 50, 1182 (1973).

(12) Y. Kasal, S. Miyozima, I. Syozi, Progr. Theor., Phys. 42 19 (1969).

b) Modéles gelés

A ces meodéles recuilts s'opposent les modéles ol la distribution
des atomes (resp. liaiscns) est tenue fixe, indépendante de la tempé-
rature. Par exemple, si le temps de relaxation correspondant au réar-—

rangament atomique est trés long comparé au temps pendant lequel 1'expe-

rience est effectuée, ce qui est usuellement le cas, on pourra considérer

le systéme comme gelc.

Il n'est é&videnment pas possible de calculer l'énergie libre F

en fonction des positions de toutes les impuretés. Mais si ces impu-
retés sont distribuges indépendamment, différentes parties du systeme
sont pratiquement indéperdantes (tant gque la longueur de corrélation

est petite par rapport & leurs dimensions).

. . d = o ; _
Divisons le syst@éme en n- sous-systémes (d dimension de 1'espace)
dans chacun des sous-systémes, il y a une certaine configuration de

désordre {J7}.

Figure 17




Si l'on fait tendre la taille commune 3 tous les sous-systémes

vers 1'infini, on peut supposer que les interactions sur leurs fron—

tiéres sont négligeables et écrire -fF = - l—-z iuoln 7z {J} (1)

nd.Nd nd i Nd

. St o L 1 =y . d
ol i indexe un spus—-systéme) = — =_ (P{J
=EPJ - B.F{J}H.
(31 {J} (- B.F{I})
P{J} étant la probabilité de rencontrer la configuration {J}. Ce rai-

(14) .
sonnement n'est pas sans rappeler mais dans un tout autre domaine

1l'argument de Gibbs ramenant la movenne sur le temps 3 une noyenne
d'ensemble. Il faut donc calculer F = <F {J}> ol < > désigne une

moyenne sur les configurations.

Cette moyenne a effectuer sur un logarithme constitue la raison

majeure pour laquelle ces problémes gelés représentent un probléme

difficile.

REFERENCES
(13) R.B. Griffiths in C. Domb and M.S. Green, Vol. 1, § 2 "Rigorous
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4) METHODE DES REPLIQUES

Une méthode d'attaque de cette moyenne d'un logarithme a été

(15), elle utilise une ancienne

donnée par Edwards et Anderson
astuce mathématigue dont 1'inventeur semble &tre Marc Kagloﬁ n

sera interprété comme un nombre de répliques du systéme (voir détails
de la méthode en appendice). La méthode en elle-méme pose des pro-

blémes délicats de permutation de deux limites et de deux sommations,

et surtout de continuation analytique en n.

Edwards et Anderson ont choisi de définir comme paramétre d'ordre

gk 5i(®g;i (B) 5 o3 1 est un indice de site et o un irdice de

réplique et ol < > signifie la moyenne thermique. Q non nul malgré une
aimantation nulle est interprété comme un gel des spins les uns par

rapport aux autres sans orientation préférentielle.

Edwards et Anderson interprétent cette moyenne comme &quivalente

-

3 effectuer la moyenne sur le temps pour un spin.

Un modéle important parce qu'il donne une idée de ce que peut
&tre une théorie de champ moyen pour les verres de spin est le modéle

de Sherrington et Kirkpatrick (16)

. Dans ce modale, tout spin du
réseau est couplé avec tout autre spin dans le cas pur et dans ce cas
donne le champ moyen. (On peut dire en une phrase que l'on "perd"
1l'espace : un nombre infini de voisins signifie une dimension de l'es-
pace infinie). Dans cet article, les auteurs utilisent &galement la

méthode des répliques, ils font commuter les deux limites (n + O et

limite thermodynamique). Ils se servent de la méthode du col associée




3 1'hypothese gue 1'extrémun doit intervenir lorsque les réplicues
jouent des roles identiques (L7} : Sherrington et Kirkpatrick
prouvent 1'existence d'une phase verre de spin. (Méme si leur théorie
n'est pas exacte a T << Tsg, elle est correcte jusque T = Tsg) . Il

est important de noter que " g" champ moyen est remplacé par une

distribution P(Heff) qu'il faut déterminer.

La plupart de leurs résultats sont raisonnables (vérifiés par
simulation numérigue) sauf 1l'entropie a T= 0 qui est (faiblement)
négative.

pans un autre article Thouless, Anderson et Palmer (1.8) recon-

siddrent ce probléms avec une théorie de champ moyen cqui, elle, ne

donne pas d'incohérence du type entropie négative.

Enfin, Kosterlitz, Thouless et Jones (12) réexaminent ce mEne

modale mais en regardant des spins continus avec une .condition sphé-

rique (] Si% = N). Cela leur permet d'&viter la méthode des répliques.

L'intégration gaussienne sur les spins conduit a un déterminant, qu'un

théorame da & Mehta sur le spectre d'une matrice aléatoire gaussienne
permet d'évaluer. Ce calcul explicite donne dgalement une phase Verre

de spin.
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5) COMMENTAIRES SUR LA MOYENNE SUR LES CONFIGJRATIONS : L'I.S.G.

Nous allons discuter certaines relations que 1l'on peut obtenir
rigoureusement dans le cadre d'une théorie de modéle gelé&. Nous repre-
nons pour une théorie idéale de ce type la dénomination de G. Sarma &t al

d'I.s.G. (ideal spin glass).

Sous des hypothéses trés larges (3 savoir la probabilité est
invariantes de jauge : P({Jij}) = P({eiejJij}) ce qui ne demande
méme pas que la probabilité& 'se factorise en un produit de fonctions
- dépendant chacune d'une variable Jij), on peut démontrer des propriétés
fondamentales trés nombreuses (appendice I.S5.G.). o indexe une
réplique, < > désigne la moyenne thermodynamique, -——— la moyenne

sur les Jij, on a les résultats :

- o a_ 2

<si%3 % = 8i3.508 I-Sl— (T)
) <sia><SjB> = Sij.SmB <gi%s? (I1)
%08 (@ = SaB.S2-Q (111)

(Q paramétre d'ordre d'Edwards - Anderson)

Bien slir, la corrélation pour une distribution donnée serait
différente de zéro. On trouve une valeur nulle du fait de la moyenne

de telles corrélations sur tautes les configurations, ce qui est congu

=

comme équivalent & une moyenne spatiale sur les différentes parties

du réseau.

On remarcue 1'indépendance de y en q; Cette derniére relation (I11)
nous fait comprendre 1'existence d'un point anguleux de la susceptibi-

lité en champ nul dés que Q n'est plus rul.

La contribution magnétique & 1'intensité diffusée dans une expé-

rience de diffusion neutronique est proportionnelle 3

S(q,w = %? fat tWE jz_j staid=3) STIOEIE>

_ 2 P r——
= 3NQS(uu) +S>j_nel(q,m)

Enfin, de fagon générale, les fonctions de corrélation ofi un

site apparait un nombre impair de fois sont toutes nulles !

Notons au passage le oomportement‘en loi de Curie au deld de la

température de transition (résultat &galement obtenu par Domb).

Dans les modé&les recuits, les deux sommations sont des sommations
thermiques, les deux types de variables jouent un réle analogue, celui
de variables dynamiques. Définir un paramétre d'ordre pour un probléme
donné détermine une fagon de sommer sur les configurations, de ne retenir
qu'un sous-ensemble de celles-ci qui respecte la symétrie brisée. Dans
le cas de 1'I.S.G., les deux sommations jouent des rdles totalement
dissymétriques et en plus la transformation locale de jauge lie ces deux

types de variable trés différentes.
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La recherche d'une brisure de symétrie et donc en quelque sorte
de la bonne fagon de calculer F, s'avdre donc trés compliquée, celle
consistant a sommer sur toutes les configurations faisant disparaitre

beaucoup de physique (la plupart des fonctions de Green nulles !).

REF'ERENCES
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6) SERIES HAUTES TEMPERATURES

La dimension critique supérieure pour les verres de spin semble &tre
6. Des calculs utilisant la m&thode des répliques (Anderson, Les Houches

1978) le suggérent nettement (du fait des termes cubicques que 1l'on obtient).

5 GG e gt o s 2
Les analyses hautes températures pour une susceptibilité généralisée (22)
™ = .X. <5.5.57 nontrent qu'elle diverge comme |T - T | ! avec y = 1
55 i,] i3 ¢

au dessus de la dimension 6. y comme fonction de la dimension d croit
continuement de d = 6 3 d = 4 et tend vers 1'infini lorsque d tend vers 4.
En dessous de d = 4, ils ne peuvent analyser leur serie. Leurs calculs
indiquent, nettement, un changement dans la nature du verre de spin mais
ne donnent aucune indication sur la nature et méme la pré&sence éventuelle

d'une phase verre de spin en dessous de d = 4.

C. Domb (21)

a également réalisé des développements hautes temps-
ratures sur aes modéles d'Ising en deux et trois dimensions avec inter-—
actions aléatoires entre plus proches voisins avec probabilité égale
d'étre + J. Il trouve les singularités de l'énergie libre et de la
dérivée seconde de la susceptibilité relativement au champ magnétique.

La série pour la susceptibilité elle-méme ne présente pas de singularité.
Ceci ne veut pas dire qu'il n'y a pas de singularit@ pour la susceptibi-
1ité, la transition pouvant &tre due au croisement avec une autre branche
de 1'énergie libre.
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7) RENORMALISATION

les méthodes de renormalisation dans 1'espace réel (de position)
se sont beaucoydéveloppées parce qu'elles donnent d'assez bons résul-

tats avec des efforts bien moindres gue d'autres procédures plus so-

phistiquées.

Dans un milieu désordonné, le point fixe cherchg, n'est pas une
valeur d'un ou d'un nombre fini de paramdtres mais un point fixe dans
un espace fonctionnel : la distribution invariante des interactions.
Dans la pratique, on doit se restreindre a des interactions entre plus
proches voisins et supposer au cours du processus de rencrmalisation
que les distributions restent d'un certain type (symétriques, somme
de pics delta...). Selon le choix d'un type de distribution ou d'un
autre, on peut obtenir des résultats fort différents, 1'interprétation

de ces résultats doit donc étre faite avec prudence.

Young et Southern k23) ont réalis2 de telles renorualisations
sur des spins d'Ising avec interactions entre plus proches voisins
en deux et trois dimensions. Tls trouvent que le comportement quali-
tatif est essentiellement le néme lorsque les distributions des proba-
bilités sont symétriques pour chaque Jij. En dimension trois, ils trou-
vent --une transition verre de spin. La transition de phase est du
second ordre, avec un exeosant o grand en valeur absolue et négatit.
En dimension deux, ils ne trouvent pas de transition de phase & tempe-

rature finie.

Récemment Young, Pfeuty et Southern (24) ont &tudié par des méthodes
de renormalisation (Migdal) des modéles présentant 3 la fois des effets
de percolation et de verre de spin, 3 température nulle. Pré&s du seuil
de percolation, une transition vers la phase verre de spin est cobtenue
pour une concentration trés faible de liaisons antiferromagnétiques, sur

'

le réseau cubique simple.
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8) SIMULATIONS NUMERICQUES

Les expériences sur ordinateur permettent de mesurer des propriétés
1t \ microscopiques d'échantillons de quelques milliers de spin. En particulier,
\ ‘ la chaleur spécifique et la susceptibilité s'obtiennent 3 partir de
\\ ip moyennes dans le temps sur les fluctuations. Comme nous 1'avons vu 3
i . : propos de 1'I.5.G., un paramdtre d'ordre d'Edwards-Anderson Q non nul
osh **».7‘7\;\ implique une susceptibilité différente de la loi de Curie en 1/T.

R © Numériquement, on observe facilement une telle déviation en toutes

{ “ dimensions. Le probléme &tant de savoir si cette déviation est un

effet d'équilibre ou pas.

[29) observent en dimensicn 2 et 3 que la

. l l“TJ-, Bmy, Moore et Reed

15 susceptibilité continue de croitre pour des tamps &tonnamment longs

T
2

\ a basses températures (fig.18 etl19 ). Ils conjecturent que si l'on

Y attendait suffisamment, on atteindrait la loi en 1/T caractéristique
(30)

¥ + . . y .
! . } ¢ o3 H de la phase paramagnéticque. Kirkpatrick a repris ces calculs sur
% 1 - ' < des temps encore plus longs, il trouve que ¥ (T) sature 3 des valeurs
os ( % . -t f

en accord raisonnable avec les théories prévoyant une transition. En

deux et trois dimensions, il semble préférable d'&tudier les modéles

a 0,5 1 5 z avec des interactions+ J plutdt que des distributions gaussiennes
(comme dans le cas de Bray, Moore et Reed. Les modéles *+ J vpossedent -
une densité finie de spins en champ nul 3 température nulle. Ainsi

. une partie de 1l'espace des phases peut &tre explorée rapidement dans

ces modéles, cette exploration étant progressivement gelée aux basses

Figure 18,19 : Susceptibilité en deux et trois dimensions obtenues par simulation

nunérique : elle continue de croltre pour des temps trés longs.
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températures dans le cas de distributions continues. Le probléme de

stockage mémoire joue dans le mé&me sens en faveur des modéles + J.

Pour ces modéles, Kirkpatrick (aussi bien en deux qu'en trois
dimensions) trouve que y(T) sature pour des valeurs clairement infé-
rieures a 1/T. L'énergie et la chaleur spécifique atteignent leurs
valeurs limites dans des temps relativement courts. La distinction avec
un paramagnétique est donc nette. La question plus subtile de savoir
si le verre de spin & basses températures est une vhase distincte ou
quelque chose analogue a un verre ne sera probablement résolue gue

lorsqu'on aura une compré&hension plus profonde des deux systémes.

D'autres propriétés telles 1'énergie de 1l'état de base, 1'énergie
de paroi ont &galement &té étudiées par ces méthodes. Nous confrontons
ces résultats & ceux obtenus par nous mémes dans le chapitre II1.
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9) CONCLUSION : QUESTIONS BRULANTES POUR LE MODELE D'ISING

TRANSITION OJ PAS 7

L'identification d'une dimension critique . inférieure (en dessous
de laquelle il n'y a pas de transition) pour un ordre verre de spin,
pour d = 4 ou moins (si des verres de spin peuvent exister pour d = 2

ou d = 3) est un probléme plutdt controversé & 1'heure actuelle.

Donnons un résumé sommaire des divers résultats conjecturés, ou
obtenus pour la dimension critique inférieure : la renormalisation
dans 1l'espace réel donnerait plutdt d = 2 ou 3 (Kirkpatrick donne
dc = 2,5 - Les Houches 1978). Les simulations numériqués suggérent
1l'existence d'une transition en d = 3 et qu'en d = 2, il se passe

"quelque chose". Donc, ici dc < 2. Les séries hautes tempé&ratures

pour x = 1/2 voient dans d = 4 une dimension trés particuliére. Peut-&tre

cela suggére—t-il 1l'existence de deux types de verres de spin. Bray et
Moore dans trois articles différents avec des méthodes différentes
donnent dc = 4., Anderson (et al (36)) donnent dc = 2. Ces résultats
contradictoires ne veulent pas dire que la plupart de ces résultats
sont inexacts mais qu'au lieu d'indiquer la dimension critique infé-

rieure, ils mettent le doigt sur des dimensions "particuliéres" ol

il se passe "quelque chose". C'est certainement le cas pour d = 4.

Notons le point de vue d'Alexander (REéférence dans "Modéles pério-
diques") qui donne un argument, basé sur 1'étude de certains modéles

périodiques, totalement frustrés, pour affirmer que la dimension o

(34,35)




tique inférieure serait plus élevée pour le modéle d'Tsing que pour le
modé&le XY, ce qui va 3 1l'encontre de ce qui se passe dans les milieux

non frustrés. Ainsi d = 3 apparailt dans le cas d'Ising frustré péricdique

comme une dimension "particuliére".
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CHAPTTRE II

APPROCHES ANALYTIQUJES DE MODELES BIDIMENSICNNELS OU UNIDIMENSTIONNELS

Dans ce chapitre, nous rassemblons divers résultats analytiques
classiques ou nouveaux sur des modéles d'Ising, en vue de leur appli-

cation ‘au probléme de la frustration.

1) IA METHODE COMBINATOIRE DANS LE MODELE D'ISING

Pour résoudre le modéle d'Ising en dimension deux, il y a essen-—
tiellement deux manidres de faire : 1'une algébricue (Onsager, Kaufmann)
1'autre combinatoire (Kaé et Ward, Sherman, V dovitchenke) (37,38 )

Nous classons la méthode de Kasteleyn transformant la combinatoire de
Ka‘é et Ward en une combinatoire de diméres dans cette deuxiéme catégorie).

Exposons rapidement cette méthode combinatoire.

Calculer la fonction de partition d'un modéle d'Ising revient i cal-
culer ) T (1 + SisjthJ,.) (I) ol 5,est un spin d'Ising et Jij le

s} <ij> J 3.
couplage entre premiers voisins.

Les termes du déterminant det (Sij _thJij' Mij) (oa Mij désigne la
matrice d'adjacence du réseau) correspondent d une permutation bien
précise, c'est-3-dire 3 un produit de cycles. Or, un cycle ne sera vas

autre chose qu'un terme du type thii; i, ... tlrﬂinii Mi i, Mi,i, Tvlini1 y




© résolu par Sherman

n Z
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c'est-a—dire un des termes du développement de (I). En fait, c'est une
matrice plus large qui donne 1'identification avec les termes de (1)

avec leur bon poids : M = thJij 'N{’Lj .AgB.Si+0,j ol o est 1l'un

i,0 7 J.B

des gquatre vecteurs f, 3, -—f, - (ceci pour le réseau carré).

L'ident ification exacte est un probléme délicat de combinatoire
(37) . L'identification est vraie pour une distribution
de liaisons Jij prenant des valeurs quelconques : positives, négatives,

nulles, et méme non périodiques. Le caractére général de ce résultat

n'a pas, selon nous, &été suffisamment exploité.

Ce que nous retiendrons, c'est que cette méthode combinatoire
s'étend aux milieux désordonnés ‘et constitue ainsi un point de départ
intéressant, en exprimant la fonction de partition pour une configuration

quelconque sous une forme fermée.

Essayons 3 partir de ce résultat exact d'engendrer des approxima-
tions.

-gr{J} = 1n Z {J} admet un développement diagrammatique:

il
+
o+
+
+

A = e

Essayons d'effectuer la moyenne sur les configurations de F pour le

cas ol la probabilité d'avoir - J est x et celle d'avoir + J est 1-X.

Figure 20 :

3t

Diagramme de phase dans une hypoth2se de modéle recuit.




Un chemin de longueur 1 ol chaque liaison n'intervient qu'une seule fois

donnera une contribution moyenne cde :

o (et + ci L oy ) SERT # s

= a-20twennt.

Posons z = thJ. Notre approximation consiste a remplacer dans
1'expression finale obtenue par Onsager z par 2! = z (1-2%) . Une telle
approximation sous-estime la contribution des diagrammes du type (C)

oii certaines Haisons interviennent deux fois.

Une telle approximation n'est pas sans rappeler 1 'approximation
Bethe-Peierls : celle-ci est une approximation de champ moyen, od l'on
considdre un motif élémentaire (un spin et ses premiers'voisj_ns) , ol
1'on traite correctement la statistique 3 1'intérieur du motif et ol

comme toutes les théories de champ moyen, on essaie d'obtenir une

Equation self-consistente. Le calcul de la susceptibilité, par exemple,

X
& = _...____-—------—-——-—O = 1 o
par cette méthode donne X T G-1)thR (z = nombre de plus proches

voisins). Pour un milieu désordonné, on obtient la méme expression mais
en remplagant thK par <thK>. En 1'occurrence, dans notre modéle, on
remplace thK par <thK> = (1-x)thK + x(-thK) = (1-2x)thK. C'est le
contenu de notre approximation. Néanmoins, il convient de remgrquer
que si 1l'on tend vers le modéle pur (x+0) Bethe-Peierls tend vers Bethe
Peierls pur, c'est-i-dire un champ moyen, alors que nous tendons Vers

la solution exacte d'Onsager du modéle d'Ising en deux dimensions.

La température critique est obtenue pour z' = V2 = 1. Ceci nous
permet de tracer un diagramme de phase que 1'on peut comparer avens

d'autres diagrammes de phase de mod@les recuits (fig 20 ). A tempéra-

ture nulle, la concentration critique est X v 0,3 dans cette approxi-

mation, bien supérieure aux valeurs des &tudes numérigues.

Fn fait, et c'est le point trés important, cette approximation
revient exactement & calculer 1n<Z> (modéle pseudo-recuit : on impose
la concentration de liaisons antiferromagnétiques par 1'intermédiaire
d'une probabilité) (voir appendice 4 ). Une approximation analogue
existe en percolation et correspond & z' = (1-p)z. On peut essayer
de raffiner cette approximation (en comptant correctement les graphes
retracés un nombre pair de fois). De tels ajustements 3 partir de la
solution d'Onsager conduiront toujours aux comportements critiques du

modéle ferromagn&tique d'Onsager, ce qui limite 1'int&r&t de cette approche.

REFERENCES
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2) LES MODELES DE RUBAN

I1 est intéressant de regarder des modéles qui ne souffrent pas
de cette dernidre restriction et peuvent donner des indications sur le

comportement critique en pré&sence de désordre.

A) Le modéle de Mc Coy et Wu

TLes ré&sultats exacts sur les problémes désordonnés sont rares ;
nous signalons cependant ce mod@le qui a longtemps domné des idées ine-
xactes parce que considéré comme représentant d'un désordre quelconque.
Dans ce "random Ising model", Mc Coy et Wu {39 considérent un modéle
bidimensionnel ofl les liaisons verticales par exemple sont toutes prises
&gales & une certaine valeur J positive, les liaisons horizontales &tant
identiques dans les mé&mes colonnes mais &tant aléatoires de colonnes en

colonnes (voir fig.21 ).

Les calculs sur ce modéles sont donnés en.: appendice ; ils montrent
comment un traitement correct du désordre conduit 3 des é&guations fonc-
tionnelles. Mc Coy et Wu ont regardé ce modéle pour une distribution par-
ticulidre p()) des liaisons ; ils obtiennent qu'il n'y a plus de singu-
larit& dans la chaleur spécifique, celle-ci étant parfaitement analytique
en température. Les exposants criticues n'ont plus de signification !
Bien siir, ce modéle est trds particulier puisqu'on brise 1'invariance
par translation selon une seule direction, il a le mérite de mettre en

question 1'existence des exposants critiques dans un modéle désordonné.

Ceci pose la trés imoortante question de savoir si effectivement
les transitions de phase sont les mémes dans les systémes faiblement

désordonnds et pour les svst@mes homog@nes. Il existe un argument dd

e T I TS T T B A s T A R e
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3 Harris (40)

pour 1'existence d'une transition nette sous certaines
conditions. Si l'exposant o < O, on prévoit les mé@mes comportement s
critiques que pour le systé@me homogéne. Ces arguments ont le mérite
d'expliquer l'ancmalie du modéle de Mc Coy et Wa : le dé&sordre non
local que 1l'on y introduit ré&duit la dimension d'une unité ; ainsi,

au lieu du signe de o = 2 - dv, on est amené a regarder celui de

2-d'v=2- (d-1)v = a + v, qui est positif.

B) Le modéle de Fan et Mc Coy est un modéle trés proche du point

de vue des technigques employées, du modéle précédent. On considére des
spins d'Ising en champ uniforme avec une énergie d'échange aléatoire (le
tout en dimension un). On aboutit 3 une équation fonctionnelle (LHJ. On

a donc formellement le résultat,

C) Les mpd&les de ruban.

Le modéle de Mc Coy et Wu n'est pas frustré. C'est en ayvant a 1l'esprit
le probléme de la frustration gu'a &té entreprisge une recherche analvtique
exacte (4 température nulle et avec une distribution P(J) = x§ (J+7o)

+ (1-x) .5 (J-Jo) sur des modéles de rubans (il s'agit de chaines d'Ising
en nombre fini couplées entre elles ; voir fig. 22 et 23). L'intérat

de ces modéles est qu'en faisant croitre le nombre de chaines, on voit
littéralement "pousser" les singularité@s, non analyticité, ste...

C'est particuliérement spectaculaire dans le cas Terrcmagnéticue
d'Onsager (42}, Le plus simple moddle est une unique chaine de spins dans

dans un champ uniforne (Jiﬁ aléatoirs) .

Ce modéle a fait 1l'objet d'un article de B. Derrida, J. Vannimenus

Aiman idimens ham i vec
24 i tation du modéle 4'Ising unid SLOnnel en champ uniforme &
Figure 24 : / :

J.. aléatoire.
1]

' i idi i 3 if ec J,. aléa-
Entropie pour Ising unidimensionnel en champ uniforme av 3

Figure 25 =

toire en fonction de la concentrat.ion de liaisons négatives.
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Figure 26 : Entropie pour Ising unidimensionnel en champ uniforme avec J.. al&a- L . |
1] . Aans le cas aun echantillon
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et Y. Pomeau (44). Les calculs figurant en appendice,nous ne donnons que

les résultats :

L'aimantation obtenue pour le modéle avec champ uniforme et Ji'j aléatoire
en dérivant 1l'énergie par rapport au champ magnétique subit 3 concentration
x donnée un nombre infini de discontinuités mais néamoins la susceptibilité
d teampérature nulle a une limite X (T=0) = éig M/H = liﬁu Bray et Moore
ont montré que cette méme susceptibilité est exactement J/KT en champ nul.
I1 n'y a pas de continuité lorsque la température tend vers zéro (les
limites ™0 et H+O ne commutent pas). On peut interpréter ceci en 1'asso-
ciant 3 la possibilité& pour de trés grandes associations " de spins de
renverser méme en champs trés faibles. On a donc sur un tel systéme désor-

donné un effet quasi-collectif.

L'entropie présente un maxinum en x i champ donné (fig. 25 ) et surtout
1l'entropie est une fonction en escalier en fonction du champ (sauf pour
2J/H entiers oli la dégénérescence est beaucoup plus grande, traduisant le
fait qu'elle n'est pas seulement due & un ensemble de configurations comme

dans le cas général) (fig.26 ).

Pour le modéle avec deux chaines, on a tracé g—}s{- (fig.27 ) au
lieu de 1'entropie, pour insister sur un point que les auteurs de ces
calculs pensent significatifs. Ils suggérent que le maximum observé

s'affirme avec de plus grandes valeurs de u et finalement devient une

singularité 3 une valeur critique X, dans le cas bidimensionnel.

Pour le modeéle bidimensionnel désordonné en champ, on s'attend 3

observer des singularités analogues a celles décrites par la figure 12,
mals avec des points d'accumuilation pour des valeurs non nulles du

. ; . . PR
champ. Certains de ces points pourraient donner nalssance a une lign

critique.
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3) MODELES PERTIODICUES

L'&tude des moddles frustrés désordonnés s'avére trés difficile,

comme le montre 1'étude précédente sur le probléme des rubans.

Dans ces conditions, il est intéressant d'étudier la frustration
en tant que telle dans des modéles périodiques (pour lesquels les
chances de solution exacte sont meilleures). Cet examen des systeémes
frustrés périodigquement peut &tre utile pour faire la part du désordre

et de la frustration.

Les modéles 3 interactions toutes de m@me signe sont bien compris,
mais ce n'est pas le cas quand les liaisons ont des signes différents,
méme sur des modéles périodiques. En principe, il suffit d'appliquer
les méthodes connues (matrice de transfert, Pfaffiens...) mais cette
approche méne & des calculs pénibles et peu de travail a été ‘effectue.
Ces systémes présentent trés certainement des - effets physiques
nouveaux l1iés 3 la frustration et leur étude peut aider & dégager des

concepts intéressants.

Le "odd model" de Villain est le plus simple de tous ces modéles.
Il peut &tre engendré par la configuration de liaisons donnée (fig. 29 )
mais en prenant Zl = 22 = Z3. Dans le cas triangulaire, il est engendré

d'une facon plus simple qui respecte la symétrie du réseau (fig.29 ).

Dans le modéle bidimensionnel de Villain, il n'y a pas de transition
mais si on brise la symétrie de ce mpdéle, on obtient alors une transition

3 une température non nulle (modele en bretelle, voir plus loin) . Le calcul

(46

)
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de la fonction de partition se complique vite avec le motif de base.
On aimerait donc avoir des critéres pour caractériser le comportement

de ces systémes frustrés. a/J

Un critére commnément admis pour déterminer s'il existe ou non
une transition est 1'annulation de 1l'énergie d'interface & T = O. En i
effet si c'est le cas, on peut faire passer un interface entre 2 spins

éloignés, il ne peut donc y avoir d'ordre 3 longue distance.

Réciproquement , on peut voir (appendice n® 8 ) que l'énergie
d'interface est proportionnelle 3 l/é;+ en deux dimensions. L'annulation

de 1'énergie 4'interface signifie que g+ diverge

Une autre information moins décisive est la dégénérescence du fon-

damental S = k.lnW ol W est le nombre de configurations ayant la méme
énergie que le fondamental. Si W v ocN avec 1 < o < 2, on pourrait penser
que la dégénérescence est trop importante, pour avoir un ordre, en par-—
ticulier un ordre 3 longue portée. Si W v Cte ou Np ... alors l'entropie

est nulle, ce qui semblerait favorable & 1'existence d'une transition. Figure 31 : ﬁqergie d'interface horizontale et verticale dans le cas du modéle en

bretelle.

Nous allons voir qu'il faut reconsidérer ces deux critéres sur le

modéle de la figure 29 avec Zl = 22 # 23

nous appelons un tel modéle, modéle en bretelle) : il y a bien un ordre,

(Zl = thKl, 22 =-thK2, Z3 = thK3.

mais il est subtil.

Supposons 23 > Zl = 22. Dans les divers fondamentaux, il y aura

forcément un ordre antiferromagnétique sur les colonnes antiferromagnétiques




= 42 ==
| Figure 32 : Modéle périodiquement frustré.
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0
(voir fig.29 ,30 ). Mais en passant d'une des colonnes & la suivante, ; Ei% . 2
on peut &re soit en phase (fig.29,A) soit en opposition de phase n
(fig.298) . La probabilité 4'avoir deux de ces colonnes de hauteur n , -] L 1 {
en phase est (s'il y en a m-1 intercal&es entre elles) (_;\__:_2_)11-; avec | : 3
342 |
1+/5 Chka e .
A= 5 , elle tend vers 1 lorsque m et n tendent vers l'infini simul-
tanément. A température basse, il existe un ordre d longue distance pour
les colonnes. A température nulle, retournons tous les spins d'une
I
colonne. antiferromagnétique. Cela ne modifiera pas l'énergie (on res- ' } I[

tera & 1'énergie du fondamental) mais cela modifiera localement les liai-

sons qui sont frustrées. En particulier, si 1l'on prend des conditions

antipériodiques, i gauche et & droite du réseau, on voit que 1'énergie

| |

de paroi correspondante est nulle. L'énergie de parol est nulle dans une

direction, c'est vrai, mais la probabilité associée a de telles transi-

tions phase - opposiﬁion de phase est tras faible (nulle 3 la limite

1111

thermodynamique) . Le calcul de 1'énergie d'interface pour ce modéle a I _—

l

&t& effectud. Nous-avons obtenu :

K, -K
K < . 3
GT_V 1;3 - K,  (correspondant a un interface vertical) .

i |l RERERR

Ch_ * 4 . L &k
— = K K - Args h2¥..sh(k., =i
T Koo+ RJ Argsh (ch 1'{2 shthl A3 )

Figure 34 : Les plaquettes forment des blocs : 1'entropie est importante mais locale.

; . e e -2K" = thK
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Ainsi la pente 3 1l'origine correspond bien a l'argument sur les proba-

bilités donné ci-dessus.

Une notion semble apparaitre lorsgu'on parcourt ces modéles : c'est
cdle d'entropie associée & la création d'un dafaut (47 ). Nous avons vu
sur cet exemple que créer une paroi ne coltait pas d'énergie mais dimi-
nuait nettement le nombre de configurations accessibles : si créer une
paroi ne cotte paé en énergie, cela colte en entropie. On peut en quel-

e sorte ler de 1'entropie négative associée a une Ol.
P

Considérons maintenant d'autres modéles périodiques. Regardons
' le modale d&fini par les figures (32) (m différent den ou m= n).
Trouver 1'énergie du fondamental revient 3 regarder les }ongueurs de
corde liant les couples de plaquettes frustrées. Considérons une ligne
oli toutes les plaquettes sont frustrées et une, ol les plaquettes sont
régulidrement espacées. Il est facile de se convaincre que 1'énergie
associde 3 ces deux configurations est la méme (fig.33 ). On en déduit

facilement que 1'énergie par spin du fondamental du modéle de la figure

E
@]

est sup (m,n)

en appelant Eo 1'énergie du fondamental du modéle tout

W 7

frustré. L'entropie par spin due aux cordes dans le modale W=
est la méme que dans le mpddle tout frustré de villain, mais divisée par
n . Il y a peu d'entropie dans un tel modéle, (dans les modéles du type de

celui de la figure 32 , l'entropie par spin = O).

Par contre, le mpdéle de la figure (34 ) ol les plaquettes frustrées
forment des blocs posséde une énergie de paroi finie et en conséquence
possédera certainement une transition en dépit d'une entropie aussi

importante sinon plus. Dans ce modéle, 1'entropie est surtout due a la

dégénérescence a 1'intérieur des divers blocs. C'est une entropie de type
local. Dans les deux mod@les précédents, elle est due & des effets col-
lectifs. Si 1'entropie est une mauvaise information, c'est qu'elle mélange

les effets sur les petits amas et les effets collectifs.

Pour ces modéles périodiques, la coﬁcentraticn de liaisons né€gatives
ou bien de plaquettes frustrées est une grandeur d'inté&rét tout 3 fait
secondaire ; ce qui importe, c'est le motif selon lequel eliez s'arrangent.
Une méme concentration peut pour un motif donner une traneition et pour

un autre ne pas en donner .

Pour un motif, 'la dégénérescence de 1'état de base sera lmportante

et inexistante pour un autre motif.

Enfin, 1'anmulation de 1'énergie de défaut a T =0 ne constitue
pas a elle seule un critére sur 1'existence d'une transition, contraire-

ment 3 un argument avancé par Bray, Moore et Reed.

Le modale en bretelle que nous avons discuté en premier constitue
un contre-exemple & cet argument, il montre que 1'entropie des dé&fauts

devient importante si leur énergie s'annule.

REFERENCES
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(47) B. Derrida, J. Vamimenus, J.M Maillard, S. Kirkpatrick, J. Phys.

Lettres Dex (1978).




4) INTERFACE

L'énergie libre d'interface (3 (dans le cas d'un interface horizontal)
est la différencef@lnZ' -@ln Z ol 2' est la fonction de partition du modale

a changé de signe. Leas valeurs propres obtenues par une méthode de matrice

de transfert sont de la forme = ﬁeEiY
i

des diverses valeurs de la transformée de Fourier. A la limite thermo—

i ot Ei = * 1, 1 est une indexation

dynamique, seul compte la plus grande valeur propre cbtenue (dans le cas

ferromagnétique pur) par e, = + lpour tout i.

I1 existe un arcument de Watson affirmant cue pour calculer Z', il faut =

retenir les valeurs propres telles gque me; = - L. I1 est facile de voir dans
i

le cas ferromagnétique gue la plus grande valeur propre correspond & e, = - 1

€, = + 1, i # 0. Il est alors facile de voir que = Yor C8 qui revient

a dire que g = 0 gouverne le comportement critique (dans la sulte nous
trouvons des exemples ol ¢ = T gouverne le comportement critique; Stricto
sensu, 1l faut vérifier par une méthode combinatoire que le comportement

critique est pour O ou avant de faire le calcul par la méthode algébrique).

Ia matrice de transfert T est le produit de deux matrices Ty =t Ts.

On effectue une transformation de Fourier

Ty =7fT1(q) ;T =T, (@) .
9 q

Les divers T4 (g) conmmubant : autrement dit, le

Kg Wy

Ky s &3

Figare 35 *

Tnterface vertical dans le ca

KQ e o Ve EﬂterFace

vertical

s du modéle en bretelle.




probléme se scinde pour les diverses valeurs de ¢. Dans notre probléme

d'interface, nous nous restreignons donc 3 T(g=0 ouw) = T; (0 ou 7)

T, (0,7) . Dans le cas du modéle en bretelle pour un interface vertical
(voir fig35) la transformée de Fourier distingue les sites pairs

et impairs puisqu'il y a une périodicité de longueur deux. Il y a

donc deux opérations de fermions at et b+ ()

= Kel@'-a) (b7+b) + K (0"-b) (@'#a)

* +
bobo 1/2) b b

*
. (=1) oo

¥+
i o 2K4 (aoao 1/2) e 2K

T est une matrice 4 x 4 qui est scindée sur l'espace vectoriel avec un

y : . + :
nombre pair de particules (10 > et a b+lO >) et 1l'espace vertoriel avec

un nombre impair.

‘ . ol o
fa o)\ . . e
T = | avec A matrice diagonale e =% ek
o
O B/
x % * K
chzre”l "Ka_ghok,e 271
B = qrore1 X3 —apor.eMi K

B a deux valeurs propres e et -e ¥

D'aprés le raisonnement précédent de Watson, il faut considérer
la plus petite excitation qui, on le constate, est la différence :

o=y = Kl + Ka; - Argsh(chZKgsh(Ki* - Kg*)) (I}

(¥) (Le lecteur peu familier avec ces notions pourra se reporter a

l'article de T.D. Schultz, 0.C. Mattis et E.H. Lieb (55) ).

Figure 36 :
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Le motif de base contient huit paramstres.




Pffectuons maintenant le calcul d'un interface d'un =vetaéme un peu
plus compliqué (voir figJé)

I1 faut maintenant diagonaliser T.T' avec :

e*(Kﬂi‘E 1 +K3 )ir . o o ch (Ka—Ky) sh(Ky=Ky) 0 O ]i

- 0 e__KI K31 O g sh (K;-K,) ch(K;-Ky) 0 O |
0 0 et ? O 0 ch (Ks+% dsh (Ka+Ky) £

L o 0 e+K§_K’ O 9 sh (Ko +Kuch (Ko +Ky) }

et T' = T en remplacant K+ K'

On trouve aprés calcul
Y = Yi=Ye
< Eu J *
chy, = ch(® -K5 -K'] -K3 ) ch(Ky*+K,) ch(K',+K!,)

ch(K; ~K; —(K'7 -K'3))sh(Ky+K,) sh(K',+K'y)

+

* ¥ " .
chy, = ch(Ky +Ks +K'] K'Y ) ch(®R,—K,) ch(K's=K'y)

-+

o)

#* * g )
ch(Ky +K3 —(K'|+K' sh(K,~Ky) Sh(K's~K'y)

En fait cette expression donne G au signe prds : le comportement a

basse température permet de déterminer le signe.

Il est facile de voir qu'il n'est pas nécessaire de faire un nouveau
calcul pour avoir 1'interface dans la direction perpendiculaire pour avoir
1'interface dans la direction perpendiculaire. Il suffit de faire une
permutation sur les huit paramétres. On peut alors vérifier aprés un
calcul assez long que les deux interfaces s'annulent bien pour les nSmes

tenmpératures.
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J Le cas du modéle en bretelle est un cas particulier du modéle
précédent :
‘ Kd K_. K'l
és ' Ke Kz K, Ke
\n K3 K3 Ks
t‘i‘- e a Ke Ky
h K4 Ka ¥a
e
‘; Dans ce cas particulier, 1'énergie d'interface devient
}_\; 0 /T = Argch(ch2 (Kf-l—K’;‘) - Argch (ch2 (Kf—Kf) ch?2K,-sh?2K,)
vi
V]
~J 5 ; .
| -J Fn utilisant 1'identité :
\
o
in
T8y g 2 Argsh(ch2ke sh(&F-K%) = Argoh[2 (ch2K, sh(K-¥3))? + 1
2
-~ : o On retombe sur 1l'expression (I) :
w o o
i fl o )
W l'; E Une &tude en fonction des 8 paramdtres de ce modéle a &€té esquissée.
& .
‘= * Divers comportements de l'énergie d'interface en fonction de la tempé-
(4
o : ,__2 rature ont été reproduits sur les figures 37,38.
‘@
i » "': Un point intéressant . est l'existence pour des domaines restreints de
ofy
) ‘: 1'espace des 8 paramétres, de transition multiples (au moins deux tempé-
~ 2
[ T ratures de transition) (%).
@ \n
n > ™
L'existence de transitions multiples n'est pas un fait nouveau en
N i :
[ ) 1]
- 2 \:; i s0i. Il est facile d'en obtenir dans des modéles décorés, ol 1'inter-
N e \ action effective entre les spins (obtenue en prenant la trace partielle
- £ \
.h . . . B \
(%) Les exemples les plus simples sont obtenus en prenant un choix parti-
i
< v '

culier des 8§ param@tres : K; = Ks; K3 =K; Ko = - Kp

;K‘L*:—'KE-

L'expression précédente devient alors :

%Wgsh(sh(Kf—K“;) ch(K,K,) - Argch(ch(KH+KS) ch(Kp=Ka)
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sur le motif entre les deux spins) varie avec la température £3), mais

i ici ces transitions multiples sont &troitement liges

b i la frustration. Dans un systéme fortement frustré, beaucoup d'états
|

tras différents ont des énergies voisines : 1l'é&tat le plus favorable

|
i en énergie correspond 3 1l'ordre a basse température, mais son poids
|
statistique peut &tre beaucoup plus faible que celui d'autres &tats

d'énergie un peu plus élevée. Si un ordre & longue distance existe

{: aussi dans ces autres états, on peut observer des transitions maltiples,
|

Un exemple voisin dont 1'&tude a &été effectuée par Vaks et al (54)

g est représenté par la figure &40 . Ce modéle est complétement frustré ;
| | il possdde 3 températures de transition lorsgue -]KII <K, < =0,% K.
\ / L e ‘ On remarque 13 aussi 1'é&troitesse du domaine oli ce phénoméne se produit
\ Ko | Ka - i
:Z ¥ s r Un autre exemple de transition multiple est donné par la figure 3§ .
/ Ia transition est obtenue pour |-l + 1/2 1n(ch2L) | = (BL)*. L'énergie

d'interface verticale pour un tel modéle est

N ; "‘*

/

e oL, + 1/2 1n(ch2L) - (8L) ou - 1/2 1ln(ch2L) + oL - (RL)

|

(celle des deux valeurs qui a la plus faible valeur wabsolue) .

Un autre exemple de calcul d'interface : considérons un modéle
avec un aléatoire 3 la Mc Coy et 1'interface perpendiculaire a la
direction d'invariance par translation du modéle. Il faut calculer

la plus grande valeur propre de :'K'i(TA Tz.)i g=0) . Or ces matrices

Figure 40 : Modele omplétement frustré : K est négatif.
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Figure 41 : L'hypothése Miller-Hartmann.

2:,‘ Z4

Figure 42

pour g = O commutent, il est alors trés facile de dénontrer dque :

G

I
Fal

—
\
Il
A

|
I
N

ce qui permet de déterminer exactement le TC pour un aléatoire (de ce

type) absolument guelcongue !

Venons en maintenant 3 une &tude de 1'idée de MGller Hartmann

de ne retenir que les configurations du type de celles de la fig. 41
{hypothése solid on solid). Si l'on appelle hi les hauteurs de ces
plateaux successifs, on peut se convaincre que 1'hamiltonien est a

basse tamnpérature.
H1= 2K2 [hl'}ll‘f‘l [
=
PP — o S
1l'énergie est donc N(2K,) + E e .

{h}

; ; e _ _—2K; |n-m|

Introduisons la matrice de transfert Tnm = e !
Pour profiter du caractére cyclique de la natrice, nous effectuons

une transformée de Fourier.

ign_-ig'm -2K, [n-m|
' Iae e e = ] 6&lg-g'-2m)
o e red

Sth ¥ e
chZK,-cosg

Le théoréme de Perron—Frobenius nous confirme que le comportament

critique (i.e la plus grande valeur propre) est obtenue pour g = O

"

# , _ ;
= 2Ky - 2K, . C'est un sujet d'é&tonnement qu'une hypothZse aussi
simpliste donne la bonne expression pour 1'é&nergie d'interface. (Th.

W. Burklardt a montré qu'elle donne le résultat exXact pour un trés

grand nombre de modéles) . Nous allons essayer de 1'expliquer. Mous




montrons au chapitre IV que calculer une énergie d'interface revient
3 calculer une fonction de corrélation entre deux points. Si l'on consi-
dére le développement hautes températures bien connu pour le modéle
d'Ising, on voit que le calcul de cette fonction de corré&lation revient
3 faire la somme sur tous les graphes joignant ces deux points.
Considérons maintenant la somme de tous les graphes S0S (J'appelle graphe
SOS un graphe du type decelui de la figure.

Calculons cette somme (N est la distance entre les deux spins) : nous
sommes sirs qu'il v aura N termes Z, (donc en facteur un terme ZAN) . L=
somme  sur toutes les configurations de hauteurs possibles peut &tre

effectude en introduisant la matrice de transfert Tnm = Z, |n—ml "

: ‘ W "2K2 . _21:(1
N'oublions pas que nous sommes sur le dual- Z,= thK: = e , Ly = e
le calcul est exactement le méme que dans 1'hypothése de MU1ler-Hartmann.

Ceci nous montre que cette hypoth@se n'est en fait qu'une comjecture

sur un probldme de pure combinatoire : si 1l'on appslle SN la somme

des graphes allant d'un point a un autre du graphe, ces deux points &tant
séparés par une distance N, et si l'on appelle N la somme des graphes 505

joignant ces deux m&mes points, on a lim -713 1n SN = o,

Rheee N
Le fait que 1'hypotheseSOS soit vérifie pour tous les modéles
d'Ising ferromagnétigue connus avec interaction entre pramisrs volsins,
lagsse 3 penser qu'il doit &tre possible lorsque Sy et Iy sont des séries
3 termes positifs de donner un encadrement L. < S\] < ag, avec a'
L L

croissant moins vite qu'une exponentielle (comme une puissance

exemple) .

D'ordinaire, la présentation de cette hypothése insiste beaucoup

sur des considérations d'état de base, de "bonnes" configurations de
spins, a basse température. Nous avons donné une autre formation du

probléme en terme plus mathématique.
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CHAPITRE IIT

ETUDE NOMERTCQUE DES SYSTEMES

FRISTRES DESORDONNES BIDIMENSIONNELS

. S
e N RS
.+—¢#4
I I

L'étude numérique est un complément indispensable des approches

2 B e g

purement analytiques ou expérimentales et parfois méme, la meilleure

facon de progresser rapidement dans ces domaines des milieux désor=- ‘ ,
e point dureseav
domnés. Ce point de vue s'impose progressivement grdce aux résultats dval (plaguette)
. (56) _ - liaiSons nc'satives
traés satisfaisants obtenus sur la percolation notamment ' ‘ ¢ .
L e~ arrarlancnt de
! plague ttes.
Ce chapitre veut indiquer le parti que l'on peut tirer d'études [
numériques, méme sans moyens de calcul importants, pour débroussailler }
|
le comportement des systémes frustrés en dimension 2, pour des spins l"
b
d'Ising. |
: Figure 43
Bien que ce problé&me ne soit pas directement comparable aux L
systémes étudiés expérimentalement, il est loin d'étre trivial
|
- des résultats contradictoires sont obtenus par différentes approches, . §
|

comme nous 1'avons noté dans le premier chapitre, et la possibilité
de 1'existence d'une phase verre de spin en dimension 2 ne peut pas

gtre écartée pour le moment ;




i

4 | Fi a ‘
i Figire 4 Figqure 45

A
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i

- 1a dimensionalité critique inférieure pour le verre de spin d'Ising

- >
e

n'est pas connue, et méme s'il n'y a pas de transition de phass pour ‘ |

d = 2, le comportement des corrélations a trés basse température

l

st
—t e e e e ey o e § el

donnerait des éléments de réponse a cette question.

e g P O P
oo & el ol § <P B
e (e <

= 4:-1-4- T g
e S - B v

Présentation i

Une description trés utile de la frustration est obtenue en intro-

duisant le réseau dual. Nous avons vu en début de cette thése que les ) : *

objets fondamentaux sont les plaquettes frustrées, et nous avon. expligué

el
et

= L
*
O
ct
M
5]

les "rdgles du jeu" qui permettent d'cbtenir les états de base i partir I *

=

de ces plaquettes frustrées.

S'il n'y a pas de frustration, on peut satisfaire toutes les liai-
sons, et redéfinir les spins pour se ramener & un &tat de base ferro-
magnéticque., Ceci correspond'é un changement de Mattis (ou changement
de jauge, dont nous avons &galement parlé). L'énergie, l'entropie sont
invariantes de jauge, mais pas l'aimantation. Ceci provient du fait que
ces deux grandeurs thermodynamiques découlent directement de la fonction

de partition qui est invariante. Pour obtenir 1l'aimantation, il faut

a5

dériver F par rapport & un champ uniforme, c'est le raison pour laguelle ype |

on perd l'invariance.

I1 faut chercher des quantit&s qui distinguent entre modeles K ‘ ‘ .
0.2 05 1=
‘ Conr,enfrafl'on Je rlac,uef:l’.es:»-.

Fonckion de la concentration de [raisons

frustrés et moddle de Mattis. C'est 1'inconvénient avec la plupart
des méthodes (méthode des répliques par exemple) : on ne voit pas en
quoi le fait gu'un systéme soit frustré, ou ne corresponde qu'a un

simple désordre de Mattis, intervient dans le détall des calculs.

Figure 47
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Dans les états excités, certains spins sont renversés par rapport
3 leur orientatinn optimale. Cela revient 3 créer des liaisons frus- ' L6
trées supplémentaires, ce qui donne sur le dual soit un contour fermé
(fig. 45 ) soit un allongement d'une corde existante (fig.46 ) soit ‘j -18

méme un réarrangement complet (fig.47 ).

- Jni B [ =2
Dans ces problémes, nous considérons chacune des liaisons comme I 2 o o 0,2
|

0,3 0,4‘ 015

7

des variables al&atoires indépendantes. La probabilité d'avoir une pla- -
(en pointillé et en trait

quette frustrée est alors (sur un réseau carré) : | w : Energie du fondamental en  fonction e
S | plein les bornes inférieures et supérieures, en petits cercles les
e N3 s sy L 1m(-20% _ 1-z” e e i |
cp— Ci x(1=-x)? + Cjij x” (1-x) = 5 = = avec z = 1-2x = 5 : valeurs &rimentales.
(fig. 48 )
On peut démontrer que les corrélations entre plagquettes qui n'ont
pas de cOté commun sont nulles, et que pour X = 1/2, les plagquettes
¥
sont elles-iBmes des variables aléatoires indépendantes. 4L L
= MODELE ik
z 0'ISING SUR RESEAU x
Le fait de donner des valeurs discrétes pour les interactions au e CARRE
Lad
lieu d'une distribution continue induit des valeurs discrétes pour les et
had
niveaux d'énergie et permet par conséquent de donner un sSens précis e /’(
G
=z
3 la notion d'état de base, d'énumérer les fondamentaux, et de taire une w =181 /"
X
statistique. /
=5 l : ] 545 250
Propriétés de 1'état de base. 040 0.20 B '
FRUSTRATION (C?)

Le premier probléme est de déterminer X le senil, la concentration
critique de frustration ol 1l‘ordre ferromagnétique a longue portée dis-

parait, mais le plus important est de comprendre la nature de la tran-

by

Figure 49 : Energie du fondamzntal en fonction de c, (en trait plein une borne

supérieure) .
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o

sition X Deux méthodes ont &té& utilisées pour &tudier les états de

base : - directement sur des échantillons 18 x 18, avec J. Vannimenus j;

sur ordinateur, par une méthode Monte Carlo a température tendent
vers zéro, par L. de Séze, 3 Saclay.
Ces deux méthodes complé&mentaires nous ont permis d'effectuer des com—

paraisons utiles et d'explorer un plus grand nombre de cas.

a) Energie .

I1 est possible pour 1l'énergie de l'état de base EO de trouver un

encadrement. Elle est inférieure 3 1l'énergie de 1l'état ferromagnétique

%E‘II’O — L
"-—.&—""— = ZJ{]. 2X)

. (ol tous les spins pointent dans une direction) qui est
et dans tous les cas, inférieure a - —34— J (57). Une borne inférieure

est obtenue en disant qu'il y a au moins autant de liaisons frustrées
que de paires de plaquettes frustrées, soit N.c /2. L'encadrement obtenu
est donc : ¥

E

o701~ S < O  ypp(Ferro _ 4
2J(1 2..) <N < inf( N J)

3

(voir fig. 48).

(58)

Il existe d'autres estimations (B. Derrida) obtenues & partir
de 1'étude des rubans. On peut espérer comparer favorablement ces ré&sul-
tats aux résultats numériques : ainsi : E = =-1,37 8 x= 1/2 pour un
ruban de 3 chaines, valeur légérement supérieure 3 la valeur expérimen-

tale E v - 1,40 (61).

Nous avons représenté les résultats numériques pour 1l'énergie

en fonction de x et en fonction de Cp (fig.48 et 49 ) afin de montrer

_5‘7_

que pour x > 0,15, la variation de E_ est pour 1l'essentiel due i la
variation de la frustration moyenne. En fait, on peut montrer que l'énergie

varie lin&airement avec cp pour c:p ~ 1/2 (Derrida et al) (59) .

L'interprétation des résultats bruts est délicate : une disconti-
nuité de la pente dEO/dx ou dEo/ch correspondrait a une transition du

ler ordre, une discontinuité dans dzEO/dc 2 3 une transition du 2éme

P
ordre. Les incertitudes dues aux fluctuations (effets de taille, méta-
stabilité en Monte Carlo) empé&chent de conclure avec certitude ;
Kirkpatrick estime que 1'énergie présente un accident pour x = 0,16

nous situons plutdt le changement de régime autour de cp = 0,28

(x = 0,10), 13 oi 1l'énergie s'écarte rapidement de E‘Ferro (fig 4, 8 ) .

Des calculs sur des &chantillons plus nombreux, utilisant des algo-
rithmes spéciaux, seraient nécessaires pour clarifier la situation, mais
1'énergie n'est sans doute pas la meilleure quantit& & &tudier pour

localiser le seull de frustration.

Les développements a x et Cp faibles donnent :

E(etat Ferra) - 16)(3 - 16 x",...

t=
1

— 3 i
B o= E Ferro — _(.:_ﬁ_ (1 +%CF L O )
A
Nous constatons que la différence avec 1l'énergie de 1l'état ferro-

magnétique apparait & l'ordre x?, ceci est du aux spins qui ont trois

liaisons négatives.

Champs effectifs.

P b w -
Rappelons la définition du champ effectif : Ei-Ie ef LirJij Sj
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L'&tude des spins en champ nul nous donne des informations sur les
spins que l'on peut renverser sans Jque cela cofite de l'énergie. D'une
fagon plus générale, le sens physique du champ effectif est 1'énergie

nécessaire pour @ renverser un spin, son étude nous donne donc des ren-—

P(Haff) -
4 = s Hatp= 0 seignements sur les excitations d un spin.
~ v Hepp = 27
o~ - o Hefp = &7 A la différence de 1'énergie totale, P(Heff), la distribution des
\ ;
wi-Cp ~ ! . champs effectifs, dépend de 1'stat de base particulier choisi, mais
a
™ . les fluctuations ne sont pas trop importantes et on peut obtenir des
o
*o
o _ moyennes (sur les différents &tats de base) significatives (fig. 50) -
U * e
. &
> : Il vy a peu de spins en champ nul (spins "fous") : environ 6 % pour
r .
T
4 + 1 % = 1/2 ; la minimisation de 1'énergie ré&duit cette probabilité pour un
&
,’f’ , spin d'&tre en champ nul. P(Heff = Q) tend vers zé&ro pour des interactions
~C '
f
Fd o . z ; .
oft 7 - . 3 longue portée, mals est dgalement non nul pour des interactlons gaus—
< 4 a8 848 8 A B :
; siennes entre plus proches voisins.
0 0.3 0s G

11 est possible de donner des développement s de la distribution

de champs effectifs a concentrations faibles :

P(Heff = 0) ~ 6x* v 3/8 cp2

P(Heff = 2J) n 4x - 12x2 ~ %

Figure 50 : Distribution des champs effectifs.

P(Heff = 4J) ~ 1-4x + 6x2 v 1 - cp - B/SCP2

Ies distributions varient réguliérement avec Cp et le fait le plus
marquant est que P(0) sature éLmeVdem:d%mdﬂméi%gmrx:>&l&
L'interprétation est la sulvante : en dépit de la frustration grandissante,

des réarrangements qui abaissent 1'énergie se produisent qui maint iennent
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les spins "fous" a une faible concentration. La valeur citée par
Kirkpatrick [P(O) =~ 0.08 3 x= 0.5) est un peu plus forte, ce qui s'ex-
plique par une meilleure optimisation des &tats de base dans rotre

méthode. 677,

Entropie

L'existence d'une entropie ré&siduelle est liée au choix 4'inter-
actions + J. Néanmoins, cette entropie donne une idée de la densité des

états de trés faible énergie dans un modéle gaussien.

A x faible, on peut effectuer un développement de 1'entropie 60’ 3 !

S(x) = S(x) - S(0) = lﬁl\%@ : |

= 6x2 1n 2 + (54 1n3 - 84 1n2) % + ...

Une partie de 5(x,T = 0) (entropie ré&siduelle) est due aux spins
fous (pour X = 1/2, cette contribution est environ ©,06 1nZ). Le reste
provient des configurations plus compliquées. Expérimentalement, on cbserve

que déja pour x v 0,09 on a 3 considérer de grands groupes de spins, de

la taille du systémes lui-méme, pour obtenir S. On peut effectuer la

comparaison avec les expériences de "calorimétrie Monte Carlo" :

SMC u O,lOKB

Monte Carlo

Etude directe S A 0,07 Ky
Une partie de cette différence est due au plus petit nombre de spins
fous dans nos états de base. L'influence des effets de taille n'a pas été

étudiée de facon détaillée.
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-Figure 51 : Energie de défaut et dégénérescence, en fonction de cD.

Figure 56 :
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Par analogie avec le probléme de la percolation, on peut

s'attendre A ce que 1'entropie présente une singularit@ au voisinage de

#]

{

X On observe bien un changement de comportement pour R~ 0.1 mais
1'énumération des €états de base est fastidieuse et il n'a pas &té& pos-

sible de mener une etude systé&matique.

A cause des difficultés orécédentes pour déterminer Xc’ Nous nous

5 P 5 , ’ o1
sommes tournéds vers 1'étude de 1'énergie d'interface ( );

15 aux

:

départ est qu'un état ordonné devrait étre sensible aux conditio

£ . A2)
limites (cf. : localisation (6 ).

)

Dans le modale d'Ising pur, l'énergie dtinterface s'annule & T,

L

ot il est naturel d'étudier son comportament quand on introduit de la

frustration dans le modéle.

Nous partons é'un état de base, renversons les spins de la moitié

droite, par exemple, et laissons les spins relaxer, en maintenant les
spins de la paroi droite fixés.
Fnergie d'interface, énergie de défaut

Nous définissons ainsi :

E. .= E_ = 18

Det final 8!

L'énergie de défaut décroit tres vite pour x faible et s'tannule

(sur un réseau 18 x 18) pour x 0,10 (voir fig.51) ( en praticque
£ ’ E el

c
cela signifie qu'elle devient de 1'ordre de grandeur des fluctuations) .

Dans las &tudes Monte Carlo, 1'annulaticn ast obtenue (par ex

T

3 x ~ 0,15 pour des échantillons 80 x 80, la pente de s'annulant

rapolation)

42

=
-
7T T ¥ T T v + ¥ e ! 7

Figure 57 : Energie de dé&faut pour divers dimensions, pour des modéles gaussiens.
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x = 0,09 : on peut créer un défaut sans que cela

= )

Figure 53 : Autre exemple

cotite de 1'énergie.
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Figure 55 : x = 0,17

Figure 54 : X = 0,10
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Ie probléme ici réside dans le fait que si cette &neryie de défaut
s'annule conme (xc—x)a avec a » 1, il est difficile numéri::;uen‘;ent, de
séparer ce comportement d'effets de taille ou dieffets de métastabilité.
La détermination précise de % reste donc ouverte. Notons que différentes

prédictions ont &té faites, par une méthode de décimation (xc ~ 0,08,

=

037
Young et Southern) (=) et par une analyse de séries en variable de frus-
tration (xc v 0,10, Grinscein et al) (64) . Powr X, < x<1- }:C {sur le

réseau carré), l'énergie de défaut est rulle & T = 0. Cela entraine—t-il
que le systéme est dans une phase paramagnéticue ou peat-il exister guand
méme une phase verre de spin pour ces concentrations ? Cette question es:
délicate, et nous allons essaver d'exposer les divers p:\iﬁts de wvue.

(65) (fig. 57)
Reed et al ont «tudié 1'énergie de défaut: en dimension 2, 3 et

i

4 sur un nmodéle gaussien ; ils concluent que pour o = 4 EDei’" + 0 seulement

pour des distributions symétriques d'interactions, tandis que pour d = 2
ou 3, on l'cbserve pour des distributions assymétriques. Selon eux, il

n'existe pas de phase verre de spin en dimension deux ou trois.

[eur argument est le sulvant : en présence de frustrations, le sys-
téme contient des grands nagquets de spins susceptibles de se renverser sans
modification de 1'énergie. Ces paguets sont délimités par des contours

d'énergie nulle, qui sont 1'&quivalent des interfaces dans les systemes

(+)

purs) . Le paramdtre d'ordre d'Edwards—Anderson par conséquent, s'an-

nule 3 température nulle. Cet argument a &té& critiqué par Binder et

Stauffer (66)

(calculs Monte Carlo).

(+) Considérons deux spins &loignés : si un contour d'énergie nulle passe
entre eux, vour chaque &tat ol ils pointent dans la méme direction, il
existe un &tat ol ces spins pointent dans des directions opposées.
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Nous avons montré & propos des modéles périodiques fru-Liés que

1l'annulation de 1'énergie d'interface n'est pas suffisante pour emp@cher
une transition de phase. La méme cbjection peut &tre présentée pour les
modéles désordornés frustrés. Nous avons indiqué qu'il &tait également
nécessaire de s'intéresser 3 1'entropie associde aux contours d'énergie
nulle. Précisons cette idée : si 1'on regarde la figure 58 , on voit

que les &tats ol les spins sont point&s vers le haut 3 1'intdrieur du
domaine encadré par le contour d'énergie nulle sont beaucoup plus nombreux

que les &tats ol les spins sont pointés vers le bas (un seul sur

cet exemple;. Donc pour chaque &tat du type I, on peut associer un &tat

du type ITI mais la correspondance n'ast pas biunivoque. I.e désordre n'est

pas aussi complet que le suggérent A.J. Eray, M.A. Moore et P.

il y a plus de rigiditae,

Pour clarifier la situation, il est nécessaire d'étudier de faco
plus détaillée les corrélations dans les &tats de bhase et les &tats

faiblement excités.
Corrélations

La distrikution des champs effectifs donnait seulement des informa-—

tions locales sur les spins et il faut étudier d'autres propriétés pour

apprendre quelgue chose au sujet des corrélations entre spins.
Quelle est la structure des états de base ? On peut formuler la cusstion

différemment en s'interrogeant sur le nombre de spins (et leur structura)

qui basculent entre deux états de base. Deux solutdsns se présentent 3

priori : soit des petits groupes de

u
W
[97]
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igure 59 : Echantillon 18 x 18.
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Figure 62 : Statistique sur les paquets @ liaisons vivantes en fonction des
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Dans les systémes frustrés existent des contours d'érergie nulle aqui
sont les frontiéres des domaines de spins qui basculent d'un &tat

de base 3 1'autre. Nous appelons liaisons vivantes, les liaisons qui
appartiennent i de tels contours. (Parce qu'elles changent d'état : si elles

sont frustrées dans un état de base, elles ne le sont plus dans l'autre

et réciproguement) .

Ces liaisons constituent les contours de paquets de spins qui sont

solidaires les uns des autres (+).

L'étude en fonction de :la frustration montre un changement de com-
portement pour cp n 0,3 : en de.ssous de cette valeur, les fluctuations
sont faibles, il ‘existe un amas regroupant | fluf‘”'t ‘I‘?s SF,-“S ;
c'est la continuation de la phase ferromagnétique. Au dess;ls de cp n 0,3,
les fluctuations d'un &chantillon 3 1l'autre deviennent beaucoup plus
importantes. On continue néanmoins & observer un paguet de: grande taille,
et méme pour xv1/2, il contient en moyenne plus de la moitié des spins.
Pour avoir une idée des effets de taille, nous avons également &tudi& un
&chantillon 40 x 40 (fig.60 )en collakoration avec L. de S&ze. L'existence
d'un grand amas dans cet échantillon laisse supposer que cet effet est
général. Mame s'il n'existe pas d'amas infini, 1'&tat de base:st beaucoup

plus rigide que 1l'on pouvait le supposer a priori..

(+) A température nulle, la corrélation entre spins appartenant .au
méme paquet est totale. Bien entendu, les spins appartenant 3 différents
paquets peuvent étre partiellement corrélés (par des effets d'entropie,
comme nous 1'avons signalé au paragraphe précédent (fig.58 )), mais
1'&tude de ces paquets donne dé&ji des informations précieuses sur 1'im-
portance des corrélations. Une statistique sur leur taille @ &té menée

(fig.6l ),

spins solic ires.
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Nous avons cherché en portant dans une figure (fig.62 ) ie nonbre

de liaisons vivantes 1v en fonction du nombre de spins solidaires NS

i caractériser le type de paguet que l'on rencontrait. A 1'int@rieur d'un
paquet, les spins sont effectivement solidaires : le nombre de spins
splidaires est proporticnnel a la surface du paquet ; par contre, le

‘nombre de liaisons vivantes associ&. au pagquet est proportiomnnel au péri-
mdtre. L'étude périmdtre en fonction de la surface permet d'avoir une idée
sur le type de paguet : 1l'expirience montre que ces grands paguets sont plus

e i 1 . %
ramifiés pour les fortes concentrations (;.IH- grand) par cpposition & des
I
S

structures plus compeactes aux faibles concentrations
Pour conclure ce chapitre, nous allons essaver de préciser le carac-

t&re de la phase au deld du seuil de frustration.

L'image qui vient d'abord & l'esprit est celle d'un milieu possgdant
de nombreux contours d'énergie nulle s'enchevétrant et dalimitant de petits
domaines pratiquement indépendants. Un tel systéme se rapprocherait beaucoup

d'un paramagnétigque.

Ce que nous observons tout d'abord, c'est cu'en fait le systéme arrive
assez bien 3 minimiser son énergie : la fraction de spin est champ nul est
faible. Les contours d'énergie nulle existent, mals ceux de grandes dimen-—
sions sont peu nombreux. De grand paquets existent (regroupant plusieurs
centaines de spins dans nos &chantillons). Ces paquets sont de plus corrélés

par des effets d'eatropie analogues a ceux que nous avons mis en évidencs

{

sur les modéles périodiques.

Au total, 1'image qui conmence 3 se dégager est celle d'un systéme

plus rigide que dans 1'image naive donnée au départ. Ceci est en bon
accord avec les simulations Monte Carlo gui montrent gque le comportement
du systéme n'est pas paramagnétique. Mais il est encore trop t&t pour

savoir s'il s'agit d'une phase verre de spin distincte.
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A0TRES DIRECTIONS D'APPROCHE

DUALITE DANS LES MILIEUX DESORDONNES

Dans ce chapitre, nous nous placgons en dimensicn 2.

1) Dualité sur les modéles d'Ising

Que la dualité puisse s'appliquer avec des distributions guelcongues
£ - P A ..

(non invariantes par translation) est un résulta

Le résultat dans le cas d'un modéle d'Ising avec interacticons

(entre plus proches voisins) positives est simple : il relie la fonce-

tion de partition d'un premier mpodéle sur graphe G avec des interactions

Kij a la fonction de partition du modé&le correspondant au graphe dual

=

G du graphe G et avec une interaction (pour la liaison . < of > duale

. e

de la liaison < ij > ) K .= - 1/2 1n (thK..). Lorsqu'il v a des
- ap ’ 1] - -
liaisons négatives le résultat reste formellement le m@me mais ici
# wimo. ill
K = - 1/2 In{(thX..) - =—
hly 2
ill
- = 5 8 .2 5., Y- . - £ s
Comme € 2 o f= 1o B= S 5,.1, on voit qu'cn obtient une &jalité

(a des facteurs multiplicatifs connus prés) entre une fonction de partitior

DUALITE

| i L4

WA

:
11% T

Figure
e r——

(o)]
w

AV / ialSon
ff}@:g&( 7”'/' e

/Do;'nfL 5110’!78,
/[ﬂan.f:?"i'oﬂ

c;fje Green

AN / jairson

ﬁé{qa 7[/' Ve

7
o /Dc?f‘/?f! O/Uﬁ-f‘
fonetion

e Greern.

~

Dua//'/ el clarns /es m//?/’?fw( C/e’jo/'(J/Oﬁﬂefs




_'67'- | — P

AR
vy

d'une part et un objet s'@crivant

IEEEEERN F KKy 7 7

"
] efop %% (1 8) ; :
{s} yel ¥4 wn:liai sons vséaatives
ol ) - X‘-foint J'm-.e Fonc.
(ﬁﬁ = —E—]ﬁﬂﬁ) : de Gveaen.

Figure 66
et ot T désigne 1'ensamble des plaquettes se situant de vart et

d'autre des liaisons négatives). Si 1l'on divise ce terme par
g s s
J eafa”B onobtient la fonction de Green 3 n points (cesin }ﬁéf
|
I
i
|
l
|
|
I

{s}
points étant les n plaquettes formant )

Une application de la dualité concerne 1l'énergie d'interface
d'un milieu (ordonné ou désordonné). Calculer 1'énergie d'interface
revient i calculer la différence de 1'énergie libre du modéle avec
conditions périodiques (eﬁ bout et en bas du résesau dans le cas Figure 67
d'un interface horizontal) d'une part et avec conditions antipério-
diques d'autres part ; cela revient encore 3 calculer le logar ithme
de la fonction de partition du systéme ol 1l'on a changé le signe
d'une et une seule liaison verticale par colonne (fig.66 ) et faire

1a différence avec le syst&me initial. On voit qu'un tel processus

ne fait que rajouter deux plaquettes frustrées aux frontiéres du

réseau (3 gauche et 3 droite dans le cas d'un interface horizontal)
(fig € 6 ). Si 1l'on appelle 71 la fonction de partition du systéeme
oli 1'on a changé une liaison par colomne, 1'énergie d'interface

(divisée par la température) est &égale a :

Figure 68

nz' -1nZ=1nGnh + 2) = 1n G(n) on G(n) désigne la fonction
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de Green 3 n points associée par dualité et G(n+2) la fonction de

Green avec les n points précédents et les deux points supplémentaires
aux frontidres Au réseau décrits ci-dessus. Supposons que la densité
de plaquettes frustrées soit faible ; créer un interface, c¢'est-a-dire
rajouter deux plaguettes frustrées trés &loignées l'une de 1l'autre
cotitera beaucoup d'énergie. (fig.67 ), et en général, lier ces deux
nouvelles plaquettes restera une solution proche de la solution la

plus économique (&nergétiquement parlant). On congoit qu'ad partir d'une
certaine concentration critique, toute plaquette (et en particulier,
les deux nouvelles) est toujours dans le voisinage d'une autre plaquette
'et il est alors possible de redéfinir de nouveaux couples de plaquettes
liges entre elles, la sorme des longueurs de corde &tant sensiblement
&gale a celle sous les deux plagquettes supplémentaires (fig. 68) . Ainsi

1'énergie d'interface est-elle nulle.

Un autre exemple consiste en 1'étude d'un modéle d'Ising o 1l'on
a deux valeurs des interactions d'échange Kl et K2 qui sqnt equipro-
bables. Si Kl> Kz, on aura K1< K2 par dualité, la répartition restant
équiprobable.
On voit qu'a la limite thermcdynamique, on se renvoie sur la
méme distribution sous réserve que K? = K. la température de transition
si elle existe sera donc la mé@me que dans le probléme d'Onsager et

déterminée par Sthl'SthE = 1.

De surcroiz, nous pouvons mentionner que des données de type
Monte Carlo (79 ) pour un modéle d'Ising al&atoire en dimension deux
présentent des slgnes,des indications que la symétrie entre hautes
et basses tempéritures qui est explicite dans la relation:de dualité

puisse &tre une Sropriété possédée par une large classe de modeles

_69_

d'Ising aléatoires en dimension deux, plutdt que restreinte aux répar-

titions &quiprobables.

2) Extension a d'autres modéles

Ces quelques considérations concernaient la dualité usuelle. En
fait, la dualité est un instrument autrement plus puissant, si on la
généralise quelque peu. Il a &té démontré récemment un théoréme trés
profond de dualité algébrique ( Biggs NL On the duality of interaction
models Math Proc Cambridge Philos. Soc. 80 (1976) 429-36). Calculer

une fonction de partition du type usuel revient 3 calculer :

Z = EH I i(dw(e)) (e désigne une liaison du graphe, w une appli-
{w} e .
cation définie sur les vertex du graphe, Sw(e) la différence de la
valeur prise par w aux deux vertex qui constituent les extrémités
de la liaison (cobord), i umke application quelconque).

Par exemple, dans le cas d'Ising :

7 = T expld..(s. - s.)2%}].
{£}<ij> R

On peut réécrire Z comme &tant z I ilgp(e)) oll ¢ est une

{¢ wle
application définie sur les liaisons. La sommation est faite sur toutes

les configurations ¢ qul sont des cobords diune apolication w.
Introduiscns maintenant

I ilgle))

9p = O est un2 condition de Kirchoff qui doit &tre réalisée en chaque




vertex :
0=193 = ) Dve.j(e)
eck
ol Dve = 1 si e aboutit en v, — 1 si e part de v, O si v n'est pas une

extrémité de e).

Ce type de "fonction de partition Y" est rencontré& dans des problemes
comme ceux de la glace ou bien des problémes de coloration (Tait colouring) .
Le théoréme s'applique pour des applications i a valeur dans Z/mZ (donc
pour des modéles ol le "gpin" a "m" &tats possibles. Si 1l'on considére
1a transformée de Fourier dans Z/mZ de 1
i(a) = ]m]wl/2 ) i(b).ei m it Z2(i, G) gqui désigne la

fonction de partition avec 1'application particuliere i et sur le
graphe G.
|E]

v|-'3

Ie théoréme affirme 1'égalité Z(i, G) = mI 2 Y(f, G)

(|v| désigne le rombre de vertex, E le nombre de liaisons).

On peut démontrer un autre théoreme de dualité, géométrigque celui-la.
Tl conduit 3 la relation :
. A
7 (1,G) = my(i,G)
ol G est le graphe dual du graphe G. On voit que si 1l'on compose ces deux

dualité, on trouve :

A D vV = l-E —X ; o1 o
Z(i, G) = m 2 . %2(i, G) qui n'est rien d'autre que la dualité

usuelle 3 la Wannier.

Quelques remarques : c'est la dualité géométrique qui restreint

singuliérement la dualité. La dualité algébrique, elle, donnera des rela-

tions entrs des modéles sur un méme graphe et possdde donc un domaine

d'applicazion considérable. 51 1'on reprend les dénonstrations de ces

deux thdorémes, on peut voir, en fait, que 1'hypothese selon laguelle

1l'application i doit &tre la méme pour toutes les liaisons du graphe
n'est pas nécessaire. Ces deux dualités pourront donc s'appliquer pour

les milieux désordonnés (milieux non invariants par translation).

La dualité n'est pas ré&uite 3 ces modéles discrets : la dualité
appliquée au modéle XY &tablit une correspondance entre ce méme nmodele

et un modéle SOS (76’

Les points communs 3 toutes ces correspondances d'un modéle vers
un autre sont les suivants : dans tous les cas, on sorme sSur une classe
trop large de configurations. On doit imposer des conditions restrei-

gnant les configurations : Z he = 0. he désignant des variables de
eel 3

liaisons, désignant soit un cycle (condition de cobord donnant %), soit
un vertex (condition de bord donnant Y) ; ou bien, on impose d la variable

d'stre entidre (Chui et Weeks (77), bien que cette correspondance ne soit

'pas une dualité au sens strict du terme) . Toutes ces conditions se for-

mulent par des symboles g de Kronecker, soit par des distributions &.
Dans un deuxidme temps, on exprime ces divers "g" comme des séries
(formule de Poisson) ou des intégrales, ce qui introduit une nouvelle
variable muette, entidre dans le cas des s@ries, continue dans le cas

des intégrales.

Utilisons ces idées générales pour trouver un résultat original,

la dualité algébricue sur XY.

Partons d'un moddle S0S avec des corditions de bord en chaque vertex :




e 72 —
L V(I’l )
- E iy eV (nij) A I‘Q)‘F E <1 ij 2l1riqoi(§nij)
{nijEZ et ZJnijEO} £ij> tf’e,[O,27r]{nEZ}
n,. = = N,.
i] ij

oii e est la transformée de Fourier de ev : ce modéle SOS avec des

conditions de bord en chaque vertex est donc équivalent a un modéle XY.

Reconsidérons maintenant cette méme expression :

- Vin,.)
0= 1 o™
{nez Zn,, = 0}

J
%

DD e <12 35""4] 5 A e R b
v 'n,.=-n,. {mgz}
ij 1]

(le terme ezlwnij 'mij impose que Dy soit entier ; le terme

ezlﬂxi(g" nij) impose la condition de bord X nij = 0). Considérons
3
une interaction gaussienne V(nij) = —omilj

2 i T —
Z v Ii)n Z IQX-E- nij +23. 1‘11__] (mij'rxi Xj)
{meZ}

Ce qui est exactement la méthode qu'utilise Villain 5] dans son modéle

pour simuler simplement la fonction eJcos 8.
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TRANSTTION IUGURUSE

L'existence d'une connexion entre deux problémes auparavant
‘ ' séparés, la transition rugueuse dont 1l'@tude est faite en croissance
| | {
cristalline et la transition verre de spin a été suggérée 80).

Cette comjecture consiste 3 dire que la transition verre de spin

(entre verre de spin et paramagnétique) est la continuation de la

transition, rugueuse lorsque le désordre augmente.

L'exposé de cette conjecture sortirait du cadre de cette thase.

Elle semble cependant avoir regu une premiére confirmation expé-

H rimentale par les travaux de Mec Guire, et al (8D et une étude
plus détaillée de ce probléme et des propriétés d'hystérésis va &tre

entreprise encelakoratoire.
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Dans de multiples approches des milieux désordonnés, on voit tenter
de remplacer un systéme al&atoire par un systéme régulier &guivalent :
théorie du milieu effectif, approximation du potentiel cohé&rent...
Pourtant, les expériences sont faites sur des milieux spécifiques et
non sur des ensambles. Ce n'est , que récemment que l'on s'est rendu
compte qu'il n'était pas souhaitable de traiter ces milieux dans une
approche de statistique conventionnelle. Ceci est étroitement relié
au concept de non-ergodicité, Les systémes aléatoires ne satisfont
pas 1'hypothése d'ergodicité : ils ne parcourent pas entiérement ou
uniformément 1'espace des phases. (La localisation et la percclation en
sont les exemples les plus simples). A l'opposé, une autre attitude
consiste 3 ne retenir que 1'irréversibilité& du systéme en espérant seule-
ment ajuster quelgues constantes phénomérnologicues. La descripticn du
systéme s'effectue en termes de "nuages" de spins (grains fins de Neel
dans les conceptions les plus rigides). Un autre type de description
phénarénologique trés répandu consiste en l'utilisation de systémes

3 deux niveaux.

MNous avons voulu rendre compte, bien partiellement, d'une nou-
velle approche effectuée sur le probléme des verres de spin, parce gu'il
se situe dans la région intermé&diaire oli 1'on peut encore espérer falve

une théorie plus raffinée que la nucléation, autrement dit parce qu'il

est § la limite de l'approche thermodynamigque. Le pas important est que




cela nous conduit a étudier toute une nouvelle catégorie de phéno-

ménes (non plus seulament des déscrdres de dilutiong) mais aussi
des désordres d'opposition (frustration) et & se poser de nouvelles
guesticns : par exemple, quels sont les oblets d'interét et leurs

distributions respectives.

Le plan de cette thése s'est efforcé de séparer ma contribution
personnelle ou en collakoration au sein du groupe de physique des
solides de 1'E.N.S. des approches traditiomnelles, classiques exposées

dans le premier chapitre. Ainsi, dans le chapitre II, j'al exposé la

-solution de modéles frustrés périodiques pour montrer qu'il pouvait

y avoir une transition malgré 1l'anmulation de 1'énergie de défaut,

et des calculs sur l'énergie d'interface sur des modéles périodiques
frustrés également. Le chapitre III rend compte d'expériences numérigues
effectues sur des systémes désordonnés, qui ont mis en &vidence une
rigidité inattendue de 1'état de base du systéme. .Enfin, le dernier
chapitre contient des réflexions sur d'autres approches ééssibles
(dualité&, conjecture sur la relation entre transition rugueuse et tran—

sition verre de spin). Les perspectives dans ce probléme des verres de

spin sont de plusieurs ordres, le sujet &tant en pleine expansion.

D'une part, on peut essayer de résoudre d'autres modéles péricdigues (87 )

exactement (ou certains modéles unidimensionnels) mais il faudra avoir

choisi ces modéles en fonction d'idées provenant d'expériences numériques

et non pour leur seul critére de soplubilité. D'autre part, on peut
chercher & relier divers problémes les uns aux autres sans pour autant

chercher & les résoudre. Au premier rang de ces correspondances d'un

probléme sur un autre,figure la dualité qui peut &tre un outil

beaucoup plus riche qu'on ne le pense usuellement et no%amment pour
ces problémes désordonnés. On peut peut—&tre espérer d'autre part
des résultats mathématiques tré&s généraux sur des systémes désor-—
donnés (je pense a des résultats analogues 3 ceux de Griffiths sur
les mod&les ordonnés) ou plus particuliers (je pense aux résultats

(88 ) sur les fonctions de Grean

obtenus récamment par Mc Coy et Wa
avec un nombre quelconque de points dans le modéle d'Ising ; de plus
amples informations sur ces fonctions de Green seraient, nous l'avons

vu, infiniment précieuses, dans le cas du modéle d'Ising frustré).

Et enfin, il y a 1l'approche nundrique qui, elle, dans toug
les cas, fera avancer les choses, que ce soit par des calculs Monte-
Carlo ol par des utilisations plus ingénieuses de 1'ordinateur.
Deux bons exemples sont 1'étude des zéros de la fonction de partition
d'un modéle d'Ising en dimension deux pour des sytémes alé&atoires de
petite taille (3 x 3, 4 x 4 ...) et la recherche du fondamental de
modéles d'Ising frustrés aléatoires en utilisant un théoréme trés
puissant de programmation linéaire (R. Meynard et R. Rammal,

deux articles 3 paraitre).

Enfin, la notion d'invariance locale approximative, & un niveau
semi-macroscopique, proposée par I. Dzyaloshinskii et G. Volovik, ouvre
les verres de spin aux théories de jauge développ&es en thé&orie des

champs. Cette approche est encore & l'état naissant et ses conséquences
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APPENDICE N° 1
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MODELES RECUTITS

(85,86)
sont loin d'avoir &té& systématiquement explorées,

REFERENCES A) Imposer une concentration de liaisons antiferromagnétiques par 1'inter-

. médiaire d'un potentiel chimique conduit 3 calculer une grande fonction
(84 ) I.E. Dzyaloshinskii : "Domains and dislocations in antiferro

; : . de partition.
. o= z L ’ - oo = &
(85) TI.E. Dzyaloshinskii, G.E. Volovik : "Localized modes in spin {uij Hs, 3 ]
", Sub. ZhETF (Sov. Phys. J.E.T.P.). Js.s. . 1 =T o
glasses _ Z 1 i}(edsi”j +§LE usisj) _ E I {f‘el aisj)
(86) " Alexander Pincus, "Phase transitions of some fully frustrated ‘ {SiJ‘<i7> ) {Sl}<17>
iU e avec A = (e’ + e Ix 1) xe™ + x1)
(87) T.T. Wu, B.M.C. Coy, C.A. Tracy and E. Barouch, Phys. Rev. B 13 (1976) .
: , 2K X%e 41 . olnz
(87 bis) D.B. Abraham,Physics Letters 61 A 271, (1977). e’ = Y2+e2J et surtout T X (1)

s désigne un spin ; 1n X est un potentiel chimique.

B) Imposer une concentration en introduisant une probabilité pour chague

liaison d'étre antiferromagnétique (soit X) conduit 3 calculer :

Z=) 1 (x.eﬂsisj + (l—x)eJSisj)
{s}<ij>
- 2J
o 8" e T s
=) 1 A.e}\siiaj avec o2 = (X/17X) ,)Je
{s}<ij> (x/1-x)e™"+1

Notons < Z > = foajij.P{{Jij})‘ 2(13;4 D)

ol fDJ désigne la somation sur les configurations de liaisons et on "p®

désigne la probabilité associée 3 une configuration. On calcule donc T < 7 >

-Js. 8, Js. s. .
Remarque : x.e Slbj - (l"x)e‘JS:LS‘] = chJ. (1 +(1-2%) ,thJ,SiSi.‘) .




Dans le développement haute température du modéle d'Ising, on change

donc thy en (1-2x)thJ et ceci, nous l'avons vu en début du chapitre II

peut s'interpréter trés simplement en termes de graphes.

C) Imposer une concentration de plaquettes frustrées en introduisant

une probabilité pour chague plaquette d'@tre ou non frustrée revient

3 calculer : 5 Ji‘sis'
<ij> W+
<7 >= e . T{c.8(p F1)+(Q-c)&(d —1)
{JZ.}{E} % o
1]
Fis 7..8.8.+% ) 1)
N zel]' iji‘}uﬁ(bce' i
{s}{J}
e"‘ri
ave¢ —————=c (¢_ = 1 si la plaguette a n'est pas frustrée ;
1, a
e te
¢a = = 1 sinon)

Si 1'on effectue une dualité (voir appendice n® 8 ) sur (1), on obtient :

H g .
(L {ehd,e) 2 (g™ | !

A
{¢,Hu,} <oB> .

ol ij et oBf sont des liaisons duales les unes des autres) .

Notons sg (J j) le signe de la variable Jiﬁ' il est facile de voir que

p i

)

du fait que sg(Ji.}, U

, & wvalent * 1, on a 1l'identitég :
j af Ta

— B s -1l -
T (s9(@.0) 2 kg =1 = e 7Y gen
<o B> . o -

S
)(]TeL"L{'o;(Q.JCJr) 7 My L

o

1
_ - Z(u_p,~1)
(ﬂnn(lthJijl) 2" o B

} <Op-

effectuons d'abord la sommation sur les ¢a

1 = -
z~§ (M JenT | FWHHgy (M 4 M u, )
{u,} <aB>

* *
) exp| I TP A VH TR o IS T
{uy} N L

Nous retrouvons le résultat de R. Balian, J.M. Drouffe et Ttzykson (

Tmposer une telle condition revient en fait & chercher la fonction de

partition du modéle d'Ising en champ magnétique.
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APPENDICE N° 2

METHODE DES REPLIQUES

¢ TR Z> = Im 2—% 5
n=0
% “ J.. iﬁl
< 7 = E Z P Jij Y. e ] 1) J
J..H ¢}
{ 15 { 5

est un spin d'Ising ; indexe les répliques;i, j indexent les sites.

(Sous réserve que 1l'on puisse permuter la moyenne sur les Jij avec la
limite n O et ensuite avec la sommation sur les configurations de spins) .

(2§ H.. eff).
s J> 1]
=1 i ' > _{ Za} s '

i

n
= ( MT< expd,. G oo
{ f_"‘} <ij> 5 2

ol 1'hamiltonien effectif invariant par translation est &gal & (en posant

g *0% = g%
|
(o) (1) ¢ 21 (n) o0 %n
In<expd,, J & >=K. " +K, ]S + ... Ky )8 140008
13 & i3 th R i]
Qy
ol les Kij(l) sont des cumulants.

Signalons une approximation fréquente (indévendent systems approximation)
qui consiste a &crire s* comme une perturbation autour d'une valeur

commune 3 toutes les répliques g% = <g> + As®

) g? 6% =« 8 Ll yoas™t <S>l_l 2
oF e ra noog

Gette approximation découple les répliques.

Les calcuis conduits avec des distributions gaussiennes sont trés

nombreux ; il faut calculer :

_ 83 -
s 5.3, g0gn  JmI)?
3. Ieih)g' i %1 S!; o
i lo S
1

Intervertissons les deux int&grations, celle effectuée sur les Jij

conduit & un terme (JS,%s.%)%=n+ ] 5% Ps% 5. P qui couple 1les
Otl] 0’5‘!8113]

répliques. Cette expression est le point de départ de la plupart des

analyses.




APPENDICE N° 3

Les hypothéses de 1'id&al spin glass sont que la probabilité

soit invariante de jauge :

L'invariance par rotation implicque finalement que

< S,uS.B> ‘ S7
17

I
o2
(a7

De fagon analogue, on a pour :

= = T £ = 1
P({Jij}} P({e iE 5 13}) Ppogg = %1
Calculons . _
T - s S e*“‘p(jijj% il
< S S,."7>» = axd (1.
S 152 (1335D) ?
Tr s J, S S
(extp ( g ! 715555
g
o ]
Tr (5,8, Be e H
= DI PdI.h Ao ]
] ] Tr(e = )
odH' = )]J 5.%5.% ; on a effectué un changement des
<iiy>q ij l ] l J
variables de spin .
_ o (8. %. 8. Pe.e7?
éﬁJlj i 1 €154 b iH"l !
] §| J Tr (e )
H{”== X 5J..e 2 g.%.% , on a effectué en plus un changament des
<iJ>6 137131 3 ' -
variables de liaison.
+ <8.as.P> = g.g. <508, B>
i 73 i i73
> <5,%.% =5, EOER
i3 1] i 7

Tr(S:L e ) Tr(SjBe_H)

a 3
<8,7><8." "> J,..P({J..
<8, Do, paayd —

o B, = § g Gy2
<s, ><Sj > bIJSGB S,

ol 1l'on reconnait le paramétre Q d'Edwards-— Anderson.

G 3] =
<Si ><Sj > 5 aB Q/n

d'old pour le tenseur de la susceptibilité en chamfnul :

— _1 1 {i=}) joc® & Poer Bose B _ $°-0
Nog @ =Fr 1) © (<5; 8,7>=<8; ><S4" = Sy T

Par une généralisation immédiate de ces dé&monstration, on prouve que
les fonctions de Green ol au moins un site apparait un nombre impair

de fois sont nulles.




“ B =
APPENDICE N° 4

LE MODELE DE Mc COY ET Wl

1a fonction de partition peut &tre &valuée comme une matrice anti-
symétrique (Kasteleyn 1963) . Un exemple de ces matrices est donné dans

1'appendice n°7 . Dans ce modéle précis Z varie eléatoirement de colonne

en colonne mais prend la méme valeur dans toute cette colonne (fig y. On

effectue alors une transformée de Fourier selon l'axe vertical. I1 faut

calculer le déterminant de la matrice 2M x 2M,
_ia b ‘_|

-b -ia Zs(1)
-7,(1) ia b (:::)

Zs (1)

O -74M-1) ia Db
-b -ia
ig

avec 7, (j) = thK, (§), a = =2Z, sin e.]1+z1ele|_2, b= (1-22) |1+2;e"

-2
|

Une telle matrice peut &tre calculée par récurrence en appelant cn le

déterminant de la matrice Zn lignes 2n colonnes (dont le terme Cn,n on
ilr

est —-ia) et Dn le déterminant de la matrice (2n+1) % (2n+l) (dont le terme

Dons1,2nt1 S ia) .

—————_——ﬁ—_____k i

_87_

' cnnl\ _[a%b?  azim)\ [Cn
On a alors (Dn—i—l) _( -a zZ2(n) J \bn

Appelons A(n) = Z%(n) la variable aléatoire du problame avec sa
distribution de probabilité associée

- 14m L
Nous voulons calculer Illggg oy 1n Dn

I n
I Dm  _ g L .y En
= lim= )} |n iy lim = ) In(A-a) Fy
e =1 n-+© m=1

Appelons X = Dm/Cm ; on passe de xmé un X, Par un homographie (+)
(aléatoire dans le cas présent) . Des travaux de Furstenberg démontrent
que l'on tend pour les X Vvers une distribution stationnaire unicue.

On détermine cette distribution en dcrivant qu'elle est stable en

royenne :
6 2 2810
ol = [ ax [fan.s - ERETR D yoyuee)
Mt
2 - I I
= -(;{%5-2 ft ax'|x'|.u &' fa-—;i:i——;x—),\:(x')

7z = [Max v [Tarum). InOax)

-0 O

_ (a?+p*)xprar ()
(+) X+l axn-i-)\ (n)

REFERENCES

(88) H. Furstenberg, Trans. Am. Math. Soc. 108, 377 (1963).




APPENDICE N°5

LE MODELE DE FAN ET MC COY

(C. Fan and B. Mc Coy, Phys. Rev. 182 614 ( 1964))

C'est un modéle d'Ising unidimensionnel en champ uniforme avec
énergie d'échange aléatoire. L'ahamiltonien de ce systéme est :
H= - g J;5:554; ~ B § S,

la m3thode de la matrice de transfert conduit 3 un produit alé&atoire

de matrices 2x 2 : (w2 )“l/2 ( L Zn> =T
n \wZn W n
-2H =20
ouw-= € 7Z = e n
n
U +1 Un\\
=(T,)
vV +1 \%
n n;y
n U 7
N | UntVe . oo o 74 mtl il
lim =1n fRgR=- @& = lim L, b g
nr<e nre el Im m
n @ 42V )+ (W2 U_+W )
=1lim J |-fln@wz) +In|—2-R2 00 O
2 n U +V
n+eone=1 n n

Si 1'on appelle X = Vn/Un, on passe de X a X 4 Par un homographie
n

aléatoire. La distribution des X, est donnée par 1'é&quation fonctionnelle.

+oo, oo r z (J)+x"'
v (%) =£m dx [; aJ P(J).v{x"). S(X—w,(m)) (1)

n
-Bo =1lim %1- Z ln(me)_l/2+ fdexP(J)\)(x) ln[
m=1

n-ro

147 (J) 2+wZ (J) wt
1+x

On peut calculer F pour une configuration domnge ; notons-le alors.

F({Ji}) , on peut se convaincre que le F calculé ci-dessu est &gal &
fDJi P({Ji})F({Ji}) ol P({J}) est la probabilité de rencontrer la

configuration {J}.

-

L'équation fonctionnelle (I) est en général impossible & résoudre
analytiquement. A température nulle, elle perd tout sens ; c'sst pour-
quoi, nous proposons une résolution exacte du modele de Fan et Mc Coy

lorsque P(J) = x G(J+Jo) + (1—x) cS/J—JO) d température nulle.

Moddle d'Ising aléatoire en champ constant (voir ref. (&%) dans chapitre IT)

La méthode de la matrice de transfert conduit au produit al&atoire de

la matrice.
=140 Zl+0:

T1 = 4 =1-u avec la probabilité x
Zl— a 2z

ek Zl-i'OL Z-l+0€.

T, = Z_l_a Zl—oz avec la probablité 1-x

7 = eJ o = H/J
a b

Soit | T i ce produit matriciel aléatoire & l'ordre n.
c d




= 90 —_
an
On peut montrer que z— est borné inférieurement et supérieurement : on
n

peut se restreindre & 1'étude de a et bn £

(

an+l' bI'.H‘l) = (an;bn) .T{n)

A température nulle, il suffit de regarder le terme qui posséde le plus

grand exposant pour Z.

Le point fondamental est que ¢ ne peut prendre qu'un nombre fini de
valeurs. On se raméne a des récurrences aléatoires sur ces exposants et

3 la recherche d'une distribution invariante.

L'énergie de 1'état de base E_ est

<g N Ew-1 " <R e o

lim <EN >. 1nz = 1lnz. lim -

NP N Nereo

= 1im <£

— g >
+ N .
Moo N+1 1nz

1 4 AcA i -
L'entropie résiduelle S, vaut éi_z < UN ] UN >

Les résultats sont les suivants :

_ 234+ rx(2-x)+(2x-1) (x=1)+ (2rx(1-x)+1-x
- (1+rx) (1=rx—x)

Ll'otl'.l

s -
o _ x[1-x)? n-1
Ky~ QF -1 nz= M -1n(n)

p—

a1

BT e A

Figure 69

Modele des rubans
Conditions Fe’rioclic]ues.
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T
1-x+rx

Modéles de rubans

Tl s'agit de chaines d'Ising en nombre fini couplées entre elles, ol
les liaisons sont prises avec la probabilité usuelle (x d'avoir -J,
1-x d'avoir + J). L'on impose des conditions périodiques (fig. 69 ). Des
calculs exactement analogues donnent pour deux chaines.

10-372+824+7%°®
2=7°+7"

ED/J =-1/4

en posant Z = 1-2x
L'entropie est obtenue comme une somme sur les points que 1'on peut
atteindre 3 partir des deux opérations t+ 2+t et t + 2+1/t

S= ) Q). In(t) o Q est une fraction rationnelle ( (& k)chapitre II).
{t}
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APPENDICE N° 6

MODELE DE RUBANS

Nous regardons dans cet appendice des modé&les de rubans oil ssules sont
aldtoires les liaisons verticales (fig.70 ). Considérons le moddle de la
figure. La matrice de transfert fait passer d'un "superspin 4'Ising”

(si, §f , 8}, 8] ) al'ordre i & son suivant & l'ordre i + 1 : la matrice
est donc une matrice 2% x 2%, Divisons ces 2“ états de superspin en deux
groupes tels que 1'un s'obtienne i partir de l'autre en renversant tous
les spins Eif(+ bt H) hF ) pee. B = =) = =) (I)'

La matrice de transfert est le produit d'une matrice traduisant 1'inter—

action entre superspins d'ordres i consécutifs et une matrice diagonale

traduisant la self-énergie du superspin :

a@) -a@z H\ /n o\
T = "4 : K
-A(z") a@ J\o &

Considérons la matrice de passage P, faisant passer ces 2" &tats ordomnés
selon (I), & leur symétrisés et antisymétrisés respectant 1'ordre de

chacun des deux sous-groupes.

Calhioile.s T R wertiotions BRI, L. L 3. Mool rabvckrtive.
2 2
I/2 1/2
P (ofi T désigne la matrice identitég).
/2 -1/2 ]
- (A(Z)-A(Z ") .A 0
T' =P .T.P. = 4
0 (A(Z)+A(Z )).A

Dans ce probléme, tout aléatoire réside dans A. Pour la recherche de la

fonction de partition, il suffit de se restreindre 3 (A(Z) + A2 )).A.




o

Ki

K

Ki

Ki

e

K

K K ®

Ki

Kin

Ko

K-'.-’ Kiva
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Regardons maintenant un cas ol 1'on peut tirer parti de cette ré&duction :
le modéle avec deux chaines couplées (fig -70 ). Le calcul précédent nous

raméne au prodult des matrices :

K
2 ch 2K 2 & ° _ o _
ol ce qui revient au méme :

2 2ch 2K 0 e

a. - _fO1 _ie
(ch2K.I+P).A1(ouP—(lD), A—(O

tout 1l'aléatoire repose sur ai) .

Chaque terme de ce produit de matrices aléatoires est une suite
des matrices chZK. I.A% et p. A%,

ChoK 24.ch2kA%i+1. PA%i+2, ch2KRATi+3.PAYi+d ., .)

Or, les Aai compris entre deux P se transforment en leur inverse (car
PAP{P = A_ai) . Ainsi, se donner un terme de ce produit revient a dire
pour chaque Ai s'il intervient par A%1%i = 2% ou A1%i = ATC4.

Ia configuration des €y détermine biunivoguement un terme du produit ;

le terme ' multiplicatif est (ch2K) N"L 3 "1," est le nombre de matrices P.
L'existence d'un P est chagque fois trahie par un changement de signe

dans deux gy consécutifs :

]

L E N - 2L

i%in1
e N+IEE, 1

D'ol Z= I Tr(Ai"iTi . ch2K 2

{e}

Ce modéle revient donc exactement 3 la chaine ferromagnétigue d'Ising

dans un champ aléatoire (+) ; le champ a pour valeur absolue K' et

(+) pour laquelle le calcul explicite a &té effectué par Derrida et al;




et 1'énergie d'échange est 1/2 1n ch2K. Il est intéressant de remarquer
que 1l'on aurait pu obtenir ce résultat en appliquant (deux foisconsécu-

tives) la dualité (voir appendice n“4B) ; dualité appliquée aux modeles

" K ”
unidimensionnels) et 1'on aurait obtenu le méme résultat ((2K") = 1/2 1lnch2K

APPENDICE N°® 7

MODELES PERIODIQUES

A) LE MODELE EN BRETELLE

Pour calculer la fonction de partition de ces modéles, nous utilisons

l'approche en termes de diméres du probléme d'Ising, qui conduit au
calcul d'un pfaffien, ou ce qui revient au méne au déterminant d'une

matrice antisymétrique dont nous donnons les composantes :

o 1 -1 -1
1 O 1 =1
A,k 3, k) g1-1 0O 1] = a
1 1 -1 @]
)
A,k 5 d.k,41) = - A°(F, K+l 5 4, k) =

OO0 O0o
O C O
OO0
OO0 oo
Il
™
8]

(At désigne la transposée de la matrice A ; Z = thK).

0 0 0 o‘l
. 1 B . O 0O 0 0
A(Qrk i3 +1, k) =-A0f, ki, k= |5 5 5 21 = v@
0O 0 0 OJ
Considérons le systéme défini par la figure ( ) {(mod&le en bretelle).

Si j est paire : A(j,k ; j, k+l) =B(Z,)

5i j est impaire : A(J, k ; J, K+1) = B(-2Z,)

Dans tous les cas : A(J, k ; j+1, k) = B(Z,)
Notons £(j) la parité de j. Nous pouvons utiliser la périodicité du

systéme, en effectuant une transformation de Fourier par rapport aux

deux axes, qui respecte la parité. Une telle _transformation ne modifie

pas le déterminant. .




det A= det(a(h,e() & ; B, €(3") K8 (hh') 8k = T dethy, gl el

avec

Ahk(s,e') _

1 -] i t -ih
o+ Bzt @ye ™ yape™ vz

. i . ik
Y(Zz)elh*\’t(zz)e ui o+ B(-Za)elk—ﬁt (-23)e

A C
T1 faut donc calculer un déterminant de la forme det [C B] v=

det A. det B. det(I-A 'CB @ C).

-1
A est une matrice 4 x 4 ; écrivons A sous la forme :

. -1 _|x' vy
Xy (x,V ... matrices 2 x 2) ; deméme B =| ., i,
z L
o 0
L. 5lo ¢
A Cl . I yot'c | - get (I-tct'c)
s [c B] = dee [O I~tct'c:] (
- -ik, = , ik, ~1
£ = [g g] avecp=l-(l'Zielk) (=1 + 27

ik. - -ik, ~—1
qg= (-1+Z:el}} 1+ (1-2e 5

t! = l:p' - q] ol p' et g' sont obtenus en remplagent dans p et g
q! =1 pl
Z1 par -Zs.

det (I-tct'c) = 1+i% (0*-g*) (p'*-q' ) - 27,49 - 27,.pp".cos 2h.
Le calcul donne

det{fé g] = (1+z§ﬁ;(1+23) ( 1+23)

- 27,73 (1423) (1+cps2k) + 2cos k(Z1-Z3) (2123-1) (1~23)
- 4737125 (1-cos2h) - 223 (1-2%) (1-23) cos 2h

= 1/2 {(Hz%) (1-23) ((1-23) >+ (1+23) %]~ 4ZIZ§1+Z§)2}

. 1InZ

+ 2 cos k(Z,-Z3) (Z1Z3-1) (1-23) (1+22)

- 2 cos 2k.Z2,25(1-23)% - 222 (1-2%) (1-2%) .cos 2h {T)
. _ bt oo 1+72
En utilisant les &galités ch2K = -i—-fa}
—243

On obtient :

= 1 27 1 A
¢ In 2 + 5%y £ 1n f (k,h) .dk.dh.

avec f£(k,h) = 1/2 {ch 2kich 2k; + ch®2k, ch2 (ky+ks)

- sh?2k,. cos 2h - ch2ky.sh2 (ki+ks) . cos k + sh2k;.shZk;. cos 2k}

La température critigue est obtenue pour

chzk;sh (ki+ks)

ch (kj_ +ks }

sh2k,sh(ky+ks)

Il
I
=

11 est inmédiat de vé&rifier que les énergies d'interface données au

deuxiéme chapitre pour ce modéle s'annulent & 'I‘C.

Ces calculs sont assez longs ; Remarguons qu'il est possible de calculer

trés rapidement le TC de ces modéles, en constatant que pour g = O .ou
i

le déterminant au lieud'étre antihermétique est antisymétrique et peut

donc étre calculé oom;yé un Pfaffien :

!




| ji+Zz, -1 -1 0 O O O
! 1 -1 0000
3 1 0 O 0O Z
| 0 0-2, 0 = a+zglt 9 0 9 %
| 2 1 0 0-2, O Zy | Zo | Za | ma g 2 | Za ] o= | Za
| 1-2, -1 -1 e
1 Il 1 ‘; Za | Ba | Za | @4 | Ba | s | Ea =0
g z,
Zs Zz3 Zy | =g Tg | Ey | sy | 253 ] /o /
| z‘ z‘-
—_— (=1) l-—-l 0O 0 O O ‘ Z3 | 23 | E3 | =3 23 Zy Z3 =y — .
22 0 e S <he
P g 1o 1 0 0 0O | Z &
- + (1) 0 0 0 Z l2q | s | Fal®e | we|®q | By} Fo
1 l“"Zj"‘l =1 e z‘
1 -1 £ Zy | Ba | Be | T | Z4 | Ba | Za
1
n 7
- Z3 Zg Zx =z Z3 =y | Ey | Zg ; -
= (1424) |J1-2: -1 -1 | | Z
' 1 = + %, |0 0 =2 | zy | zg |23 |25 | =g | Zs | =3 | =4 - b
1 1-2;5 -1 { 7
1 i i _
{ | g ;
+ (=2) |1-2Z; -1 -1 J l z; =thK z3 < 0
1 -1 l |
1 . A~ !f ai §ons
b '
= (-142y) | 1-Z3 -1 -1 + (g8, 10 0 7 I negatives
1. =k 1% 5= };‘ ><: F\aciuettes
1 1|
i Frustrees
= (2,-1) (-1-Z3) = 23 (1-%3) (1+Z,) . La température critique est donnée pour ; -
142; _ 52 142 i
Z3—1 % Py .

On peut s'é&tonner gu'une expression aussi compliquée (I) soit définie
T pPL1C

positive et que ses racines par rapport & toutesles variables 1y Zoy

Figure 71

Zi, 4, h soient des racines doubles. Cela vient de ce que le déterminant

s |
I
—
— e — _
e o e ST R

de la matrice avant transformée de Fourier est antisymétrique : c'est

donc le carré d'un Pfaffien.




APPENDICE N"7

¥MODELES PERIODICQUES

B) Considérons le modéle défini parla figure (71). Comme dans le
premier exemple la transformation de Fourier relative aux deux directions
et respectant non plus la parité ici, mais la congruence modulo quatre

du motif élé&mentaire, conduit au calcul du déterminant de la matrice :

O b A' b ou
\p* o b & /
/o 1+24e -1 -1 &
A = —1-Zle_lk 0 1 =1
1 -1 0 1
v 1 1 =1 0
N
A' = A en changeant 7Z; en 7,
/"'o o IR N e BRI /‘o 0O 0 0 ‘\\
\ |
bzlooooih‘ o] 0000
|0 0 0 Z,e™ ] loooo #
\o 0 00 L0 0 -2, P o
Introduisons les matrices
=1 -1 -1 —1
b =A b b,=A b by=A' b b, =A' b

det X = (det AJ? (det A')2. det(X")

avec X! ={ by I by O

0 by I by |
\by, O by I

E’I 0 o 0 N

b1 I-bibs b, "b% lj

L | = At i =| i
det X det X" avec X | 0 b I b, |

{
\|.‘bl.i, bqbz ba I“‘bqb]

I - bibs— bobs =bi-bsb,
-biybs-b% . I-bubi-bsby

det X" = det X" avec X"' = (_

En reprenant les notations du paragraphe A)

—q X ¥y 0O O 0 wyu
Ab=t, ¢ J\ou) “lo tu

Donc tous les bi sont de la forme (O ¢ )
(0] Bi

I1 est alors facile de voir que :

(V)
neo= .
X w -ByB, =By I-ByB;1-B3By
£ =( g N g) (mémes notations qu'au paragraphe précédent (A))

I1 faut calculer det (XIV) avec

5 ~29
1 - qq'%} ~paZ3 —p2z3e?th -p'qzie lh\
12 - . 5 zih _72"'2ih5
xV =| P22 19722 pazZze PR Zze {
p'2ze2? pq'zde P 1-qq'23 'q'zd
. i e
\—P’Q'Z%ezm pp'zie 0 -qp'z3 1-q' %23
Sil'on pose : D= (—1+Zleﬂ(‘) (l—Zleﬁlk)
D' = (-1-Zse ) (1+Zse 1)
o = 2iZ,. sin K
B =1 -2zf

et si 1'on se restreint 3 &, Zizet l'on développe ce déterminant en

3]

fonction des mineurs d'ordre




On obtient finalement
det X = D2D'3-q2.23(D-D') 2 + 2Z3a* + 20:2Z 3 (DZ4D' 2)

~ 7§ (D-D') 202+ (DD')2z3 - 2Z3R" .cos 4h (1)

2

Pour k = h = 0, on trouve aprds simplifications (1-23) % (1-Z3)

1 2T 2] )
Iz [, |, dndK In(detX (h,K)
L'annulation de (1) détermine la température critique.

Dans ce paragraphe (B), on a rendu compte de ce calcul d'une

part pour montrer les technigues employées pour obtenir la fonction
de partition et d'autre part, pour montrer comment le caractére fasti-
dieux de ces calculs peut croitre trés rapidement avec la grandeur

du motif de base. On posséde bien sir toutes les informations néces~
saires sur le probléme rnals 1'investigsement en temps est beaucoup
trop important : la "physique" du probléme, elle, pouvant &tre obtenue
assez rapidement par d'autres méthodes : (en supposant que le compor-
tement critique se situe a3 g = O ou m) en calculant un Pfaffien (fin

de paragraphe A)) ; en calculant une énergie 4'interface.
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APPENDICE N°8

FONCTICONS DE CORRELATIONS

DES MODELES PERIODIQUES

Nous avons vu la relation existant entre 1'énergie d'interface et la
fonction de corrélation du modéle dual :

Ly oL ¥
G =- B lim 1ln<0’oﬁl>

100
(6 r est la distance entre le spin O et le spin 1).

Au dessusde la température critique :

£ (0) _r/ET. ()

<go,oa:M,N s r’ 1/2 °

avec r la distance entre (0,0) et (M,N) ; tg 8 = %)

Au dessus de la température critique :

2 . £-(6) -r/E-(6)
<Go,OGM,N > n MS o+ ——-g-r . €

+
£’ est la longueur de corrélation usuelle
H.S. Green a &tudié (89 un modéle qui est connu dans la littérature sous le

nom de moddle rectangulaire généralisé :




Le modéle en bretelle que nous avons étudié est un cas particulier (a

un changement de Mattis prés) de ce modéle général (prendre Zs = Zy > O
21 5 0, Z3 > 0):
Les foncticns de corrélations sont obtenues comme le déterminant de la

matrice de Tocplitz :

1 2T .._l(n_m)g,
T == [ 2(8) 48 (D)
mr 2m -
-Be*8 (1-ae 1 ‘-] 12
avec ¢(8 = e 5 (I1)
(1-Be ~ ) (1-Re ).I

avec A et B déterminés par F (1+AB)=S,C,C,C,+ S5;C, (8,+5,)

F(A+B) = C,(1-5,S,)
F(A-B) = 14S,8,

(avec 8 = sh2K ; C = ch2K ; il faut éliminer F).

La transition de ces modéles est obtenue pour A = 1.
Pour A= 1, il est facile (Mac Coy, p. 261) de voir que la fonction de
corrélation :

2 i -1/4
: T N
<%,OGO,N > décroit comme N

i > . o -N
Pour A > 1, on obtient une décroissance exponentielle <G; 6Fo > v B
¥ F*

g b +
aveclles notations introduites précédemment £. (g) = ln A = 1/¢y

On peut montrer que ¢ (g = — 2 1n A.

Tous ces résultats demeurent valables du moment que l'on obtient une
fonction de corrélation déterminé par un ¢(6) du type (II) ce qui senble
(conjecture de Potts (93) étre le cas pour tous les mpdéles d'Ising

périodiques (frustrés ou non).

I

Le modéle étudié par Vaks et al (84) était bien de ce type.

Un probléme peut se produire si A= B= 1 (on aurait alors d0,0 G’ON = 1
quelque soit N).

En fait dans le cas du modéle rectangulaire généralisé, ceci ne peut se

produire qu'a T = O.

Si 1l'on regarde le modéle de Villain (Z, ==~ 5%_Z = 7 )
4 3 2 hu

T
InZz _ 1n(2ch2K)s .L.So\ujiv-in[(hZ‘)‘—ZZf.ﬁasu—-E’. Z'.'cesv] ,
N LTS,

0 o

On a 1l'impression qu'a T = O, une non analycité se produit ; en fait, si
In
N

o 2 27 i

1l'on prend 1'expression 2 = fo fo 1n % (CI+C 3-8 2cos 2v-Sicos 2v)dvav
1l'argument du logarithme est minimum pour C%# + C% - S} - S%&= 2

(quelque soit la température !). T = O n'est donc pas une température

critique, ce qui est confirmé par le calcul de A lorsque T=0.A T = O stric-

tement, il y a des problémes dans 1'application du théoréme de Szeyds.

Cn peut donc conjecturer que les comportements des fonctions de
corrélations des modéles péricdiques frustrés sont en décroissance expo-
nentielle, 3 l'exception de la (cu des température critique ol l'on

/4

. . 1 . : .
a une loil de puissance N “ °, Il semble sans espoir de voir apparaltre

d'autres comportements diis & 1'effet de frustration.
REF'ERENCES
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APPENDICE N° _

DUALITE DANS LES MILIEUX DESORDONNES

) <jjz':>Jj_jSiSj
{s}
Posons A.. = S5.S.
1] i
S <i§l>Jij )\ij (1+1 A N . )
th )} - 'g (e ) k(o) "k (a) "1i(a)

ol o indexe une plaquette et Aij @ les quatre (dans le cas d'un
réseau carré) liaisons appartenant 3 une plagquette. Le deuxidme terme
impose que le produit soit &gal 3 1. (On peut montrer que cela est
'équival'ent a ce que Aij s'écrive comme un produit dyadique SiSj avec
S=t 1). Ce deuxiéme terme paut s'écrire :

{Z : g(xij (a),pa) g(}\li(m),ua) il suffit de poser g(A, 1) = 1
U
o

g(x, -1) = A qui s'inverse en g(1,1) = 1, g(-1,1) = u

p'oll <ij> et <oB> sont des liaisons duales).

Si l'on somme d'abord sur les on trouve :
oo (eJij - e_Jij. WU
4= <ij> a”B
{uk<
Si Jij est positif, on peut toujours réécrire ces termes sous la forme
i -2
XGB.eKozﬁiuamB avyec e “K&‘B = thJij i
Si J.. est négatif, ;:e terme s'écrit ¥ ekaﬁ-uonufi avec
1] ABeuceuB
e
-2k
= J. .1l
e “"aB = th| lj{

- 106 -

Nous voyons que dans ce dernier cas, on peut écrire le résultat sans

la forme

T )-1/2(ua“1}-1/2(u6—1)

{ul<ap>

-1/2 (popf-1)
(th]T ;) - s9(35
Si l'on appelle ¢a le produit des signes des Jij entourant la plagquette
a (variable de frustration), on peut voir (appendice n®4 C)) que

cette expression est &gale &
=1/2 (ua-1)

=-1/2 (poup-1)
}oom (th]Jij) .,

{ul<aB> : a

Si maintenant, on consid@re une fonction de Green contenant les deux

points Si et Sj alors le terme :

..eJijD\ij g(A.. ) g(A,.up )

T, A, , . :
e 13 1) q(kij,uoc)g{lij,us) devient Ay 4 13

La sommation sur )\ij' dorme alors un terme eJij - e‘Jij I eARLs

On voit donc qu'au lieu d'avoir Kyn = ~1/2 1 thlJ.j |,
> 1

g

kK, =+%

o8 > 1n th[Jij | <0

Nous avions vu qu'une liaison négative engendrait par dualité des points

d'une fonction de Green, nous venons de nontrer la réciprogue.
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B) Tl est possible de définir une dualité géométrique sur des modéles

en dimension un,
1) Prenons le cas d'Ising en champ (fig72 ).
z = ) eJijSiSi+l BSy

{1}

Autorisons le champ au lieu d'étre fixé 3 devenir lui aussi une variable

dynamique :

AR % o 13955547 YBSS
S}

R
(S est un spin d'Ising).

Tl est facile de voir que Z' = 2Z. Nous raisonnerons donc = maintenant
sur Z2'. Introduisons ki = SJ':Si-!-l‘ Ai = S_Si

JAL+BA, '

{a,A}*
gi 1'on effectue d'abord la sommation sur les ?«’A on obtient
# #
ST Uy B
{u}
Ce probléme est donc self dual mais la température T qui est telle

: * _ _
que sh2B* sh2J" = 1 n'est pas pour autant une température de transition.

2) Considérons le modéle d'Ising unidimensionnel avec interaction
K1 entre plus proches voisins et K2 seconds voisins (voir fig 73).

Effectuons la méme transformation de dualité& : on obtient

5 * ok
J etz M HiMie

7z =
{u}

Ce modéle s'envoie donc par dualité sur une chaine de spins d'Ising
sp

dans un champ. Or, celui~-ci nous l'avons vu est self dual. Nous en




concluons que le nodéle d'Ising avec interaction entre premiers et

seconds voisins est self dual.

Si maintenant, nous permettons 3 ces liaisons (K,) d'étre anti-
ferromagnétiques, nous avons les dualités symbolisées parla fig 74
(Les liaisons ondulé&es sont les liaisons négatives) . On peut démontrer

que <S.Sj> (pour le modéle 2) = <y (pour le modéle 1).
i

iMierteety”
(modaéle antiferromagnétique dans un champ) .
Il a, par ailleurs, été& démontré récemment que la fonction de
corrélation < Sisj > pour le modéle 2 (modeéle d'Ising unidimensiormel
avec K, < O et K; > Q) présente un changement de comportement pour une

92) : une décroissance exponentielle en fonction

.certaine température
de la distance entre les 2 spins, fait place d un régime oscillant. La
dualité exprimée ci-dessus entraine une singularité du méme type pour

SHiMypq voe pj> dans le modéle antiferromagnétique en champ.

REFERENCES

(92) J. Swendsen, Phys. Rev. B 15, 5442 (1977).
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Effectuons d'abord 1'intégration par rapport aux Ji

<Z

On peut par exemple exprimer U comnme eplp? ees u
: a a o Q

APPENDICE N° 10

UNE RELATTION ORIGINALE A PROPOS

DE LA METHCDE DES REPLICUES

Considérons le moment d'ordre n pour une distribution symétrique

en pic delta c ntrés aux valeurs J

n o J,. (S1e! 8262 + ... +67¢%) BP({J..})
ST j]:);fij{51 e e ij "vVi%y i i%j ij

j
4 4 L
e"'J(Si_ Sj*"" +S:SJ)
2 - 2

> = kid
=1/ g E--Sﬂ“}«:ij>

—rerlal Nneh
# [ed(gisj+...+si51.)

Effectuons une transformation de dualité ; nous obtenons

+ 1 1 2 2 LI N
£ 00y n . FHHGMeH Mg te Tl g
(Zn > = ¥ T (EJ (1—1@118, *oee -+U&U8)
r

e o ® un}<ij>

(a8 liaison duale de la liaison 1ij)

Le terme aprés 1'exponentielle sst un projecteur qui impose que

see Pl uéué ulé = constante pour tout le réseau soit ees-q,.ﬂ}

=

* 1 n~1_n—1 1.2 n-1 n-1
J 1 i+ o -+ “ase 1 s0e
. Zn 2 ™ e (“aub Ha MB HaHo, ua uB MB

=172 T (ul, el i<ap>
Calculons maintenant le moment d'ordre n par une probabilité x d'avoir

-J et 1-x d'avoir + J.

® 1
I © N 1.1 4 esw
< Fis = )_ T (& (UC'LUB

n P
{pt vee pleii>

o)

+ n
HaMp) ((-x) + xuéu; uuué“-ug




TRt

Si x < 1/2, on peut exponentier le dernier terme et 1'on a alors

”
n R T TE IR - 1,2 n o n
<70 A ) S (uaUB uauB) + a(yapu ...UGUS P US)

X ‘ .
{pl"'U }<j-__]>
X

avec th = T 5i 1l'on impose la relation entre la température et

concentratien : th J* = g 29 = %
1-x

On voit gue 1l'on obtient la relation :

<M = (chnt < 2 s ()
*x=1/2 =

N étant le nombre de liaisons.

ERRATA

Page 6 sur la figure 3 au lieu de Aimantation rémanente, lire aimantation

Page
Page
Page
Page

Page

Page

Page
Page

Page

12
14
16
19

19

38

39
45

46

thermorémanente.
avant dernidre ligne, lire A +A + L au(w) x.
ligne 15 au lieu de alaiz = X(I) lire -%i‘l—“- = x (1)
ligne 7, lire au méme titre que les<:I.
ligne 3, lire au lieu de Kag, oln ... lire ... Kag, qui consiste a &€crire
n.
Iog z=1im =%, 0 n ...
0
ligne 18 lire au lieu de avec tout autre spin dans le cas pur et dans ....

lire avec tout autre spin, dans le cas pur ce mxd@le donne le
champ moyen.

-

ligne 16 lire due & un ensemble simple de configuration.

ligne 1 1lire au lieu de par la fig. 12, lire par la fig. 24

ligne 11 lire "de voir que C = Yb“

(afb-ao) (bfb+ b)) au lieu de (a*-a) (6" +b)

Figure 37 et 38 Ks = K'y, Ky = K's , Kg = K's, Kg = Ky

Page

Page

Page
Page

50

a)

52
55

ligne 11 au lieu de l'énergie est donc N{2K,) + {g}e_H, lire 1'énergie
libre est donc N2K, + 11'1{1,}%}6-3"H

ligne 7 celui de la figure 42

ligne 9 au lieu de 2, lire 7,

ligne 17 au lieu de "on appelle N la somme ..." lire "on appelle Iq la
SCMME + 00"

au lieu de un autre formation, lire une autre formulation.

les n° des figures sont décalés 45 au lieu de 44

46 L] i L] 45
47 L1} " n 46
48 1 n n 47

Page 58 ligne 12 P( |Heff|) au lieu de P(Heff).

Figure 60 Echantillon de L. De Séze.

Figure en face de la figure 61 : Paquet . de spin solidaires dans les états corres-
pondant au fond d'une vallée.

Page 66 ligne 4 : est un ré&sultat mal connu.
Page 67 ligne 8 : lire au lieu de "les n plaquettes formant lire les n plaquettes
frustrées.

ligne 12, lire (en haut et en bas...)

Page 68 ligne 13, lire au lieu de "3 celle sous les deux ..." lire a celle sans les deu
ligne 17 S&i K1 > Ks on aura.Kf > Kﬁ L

Page 79 il y a deux page 79, les indexations d'appendice sont & décaler d'un .

Page 82 ligne 3 : C est un spin d'Ising ; o indexe les répliques...

Page 84 les spins sont des spins d'Ising

Page 86 ligne 12 au lieu de Z (1) lire Za (M-1)

Page 88 ligne 3 L'hamiltonien est : le T.H= - E e

Page 90 r entier avec r+ls §.> +

o}




