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Théorie quantique des champs approfondie

Fonctions réponse et fonctions de corrélation

• Réponse linéaire

Ĥtot = Ĥ −
∫
ddr

∑
i

hi(r, t)Âi(r)

δ〈Âi(r, t)〉 =

∫ ∞
−∞

dt′
∫
ddr′

∑
j

χRAiAj (r, t; r
′, t′)hj(r

′, t′) +O(h2j ) (1)

χRAiAj (r, t; r
′, t′) = iθ(t− t′)〈[Âi(r, t), Âj(r′, t′)]〉 (fonction réponse “retardée” ou susceptibilité)

où Âi(r, t) = eiĤtÂi(r)e−iĤt (représentation d’Heisenberg) et 〈· · ·〉 = Tr(e−βĤ · · · )/Tr e−βĤ .

• Champ externe périodique (branché adiabatiquement)

hi(t) = hi(ω)e−i(ω+iη)t + c.c. (η → 0+)

δ〈Âi(t)〉 =
∑
j

χRAiAj (ω)hj(ω)e−iωt+ηt + c.c.

χRAiAj (ω) =

∫ ∞
−∞

dt χRAiAj (t)e
i(ω+iη)t

(2)

(Pour alléger les notations, on inclut la dépendance en r dans l’indice i.)

•

χRAiAj (t; t
′) = 2iθ(t− t′)χ′′AiAj (t; t

′)

χ′′AiAj (t; t
′) =

1

2
〈[Âi(t), Âj(t′)]〉

(3)

• Dissipation

dW

dt
=

1

2

∑
i,j

h∗i (ω)ωχ′′
A†
iAj

(ω)hj(ω) (≥ 0)

{ωχ′′
A†
iAj

(ω)} matrice positive

ωχ′′A†A(ω) ≥ 0

(4)

• Représentation spectrale

χAiAj (z) =

∫ ∞
−∞

dω′

π

χ′′AiAj (ω
′)

ω′ − z
(z fréquence complexe)

χRAiAj (ω) =

∫ ∞
−∞

dω′

π

χ′′AiAj (ω
′)

ω′ − ω − iη
= χAiAj (z = ω + iη)

χ′′AiAj (ω) =
π

Z

∑
n,m

(
e−βεn − e−βεm

)
Anmi Amnj δ(ω + εn − εm) (fonction spectrale)

(5)

où {|n〉, εn} est un ensemble complet de vecteurs propres de Ĥ et Anmi = 〈n|Âi|m〉. χAiAj (z) est
analytique dans tout le plan complexe sauf (peut-être) sur l’axe réel.
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• χ′′A†A(ω) = =[χRA†A(ω)] est réel.

• Représentation de Lehmann

χAiAj (z) =
1

Z

∑
n,m

(εn 6=εm)

e−βεn − e−βεm
εm − εn − z

Anmi Amnj (6)

• Causalité et relations de Kramers-Kronig

<[χR(ω)] = P
∫ ∞
−∞

dω′

π

=[χR(ω′)]

ω′ − ω

=[χR(ω)] = −P
∫ ∞
−∞

dω′

π

<[χR(ω′)]

ω′ − ω

(7)

• Théorème de fluctuation-dissipation

SAiAj (t) = 〈Âi(t)Âj〉 − 〈Âi〉〈Âj〉 (facteur de structure)

χ′′AiAj (ω) =
1

2

(
1− e−βω

)
SAiAj (ω) (8)

χ′′AiAj (ω) =
βω

2
SAiAj (ω) i.e. χAiAj (t = 0) = βSAiAj (t = 0) pour |ω| � T (limite classique)

• Limite haute fréquence

χAiAj (z) = −1

z

∫ ∞
−∞

dω

π
χ′′AiAj (ω)− 1

z2

∫ ∞
−∞

dω

π
ωχ′′AiAj (ω) +O

(
z−3
)

= −1

z
〈[Âi, Âj ]〉 −

1

z2
〈
[
[Âi, Ĥ], Âj

]
〉+O

(
z−3
)

(9)

• Fonctions de corrélation en temps imaginaire

χAiAj (τ) = 〈Tτ Âi(τ)Âj〉 − 〈Âi〉〈Âj〉

χAiAj (iωn) =

∫ ∞
−∞

dω′

π

χ′′AiAj (ω
′)

ω′ − iωn
= χAiAj (z = iωn)

(10)

(la 2ème équation n’est pas toujours vraie pour iωn = 0) avec Âi(τ) = eτĤÂie
−τĤ .

• Prolongement analytique

χRAiAj (ω) = χAiAj (iωn → ω + iη)

• Fonctions de Green à une particule

G(k, τ) = −〈Tτ ψ̂(k, τ)ψ̂†(k, 0)〉

G(k, iωn) =

∫ ∞
−∞

dω
A(k, ω)

iωn − ω

A(k, t) =
1

2π
〈[ψ̂(k, t), ψ̂†(k, 0)]−ζ〉

A(k, ω) = − 1

π
=[GR(k, ω)]

(11)

ζ = 1 (bosons) ou −1 (fermions).
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