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es[1℄ B. Derrida, E. Domany et D. Mukamel, An Exa
t Solution of a One-Dimensional Asymmetri
 Ex
lusionModel with Open Boundaries, J. Stat. Phys. 69 (1992), 667La première version de 
e TD a été rédigée par Cé
ile Appert.Dans le 
adre du modèle ASEP (Asymmetri
 Simple Ex
lusion Pro
ess), N parti
ules se dépla
ent surun réseau unidimensionnel de L ≥ N sites qui ne peuvent 
ontenir qu'au plus une parti
ule. Soit ni le nombred'o

upation du site i qui vaut 1 si le site est o

upé par une parti
ule et 0 sinon.Les parti
ules ne peuvent se dépla
er que vers la droite (modèle TASEP, �T� pour Totally) ave
 ladynamique suivante : On 
hoisit un lien aléatoirement ave
 la probabilité par unité de temps 1/τ . Si le site degau
he est o

upé par une parti
ule et le site de droite est vide, alors on fait avan
er la parti
ule de gau
he àdroite.1 Conditions aux limites périodiquesDans un premier temps on 
onsidère le 
as des 
onditions aux limites périodiques.
⊲ 1-1 É
rire la valeur de ni(t + ∆t) en fon
tion des nj(t), en distinguant les 
as où le lien 
hoisi est (i − 1, i),
(i, i+1), ou un autre lien. En déduire que l'équation donnant l'évolution de 〈ni(t)〉, où 〈· · ·〉 dénote une moyenned'ensemble s'é
rit sous la forme :

d〈ni〉

dt
= Ji−1,i − Ji,i+1,où Ji−1,i et Ji,i+1 sont les �ux moyens de parti
ules de i − 1 vers i et de i vers i + 1 respe
tivement.

⊲ 1-2 Montrer que l'équation pour 〈ni〉 admet une solution 
hamp moyen pour laquelle 〈ni〉 = ρ quel que soit
i (on négligera les 
orrélations : 〈ninj〉 = 〈ni〉〈nj〉). Que vaut ρ ? Donner l'expression du �ux moyen. Quellesymétrie véri�e le système ?On peut également é
rire l'équation maîtresse pour la probabilité P (C) d'observer une 
on�gurationdonnée C = {n1, n2, · · · , nN} :

dP (C)

dt
=

∑

C′

(

W (C′ → C)P (C′) − W (C → C′)P (C)

)

. (1)
⊲ 1-3 On 
onsidère une 
on�guration C dans laquelle il y a n(C) amas de parti
ules (i.e. des parti
ules o

u-pant des sites voisins). Quelle est la probabilité de quitter 
ette 
on�guration pendant l'intervalle de temps dt ?Considérons maintenant les 
on�gurations C′ qui peuvent donner la 
on�guration C en déplaçant une seule par-ti
ule. Combien y a-t-il de 
on�gurations C′ ? A l'aide de l'équation maîtresse (1) montrer que l'équiprobabilitédes 
on�gurations dé
rit un état stationnaire du système. Cal
uler 
ette probabilité.
⊲ 1-4 En déduire 〈ni〉 et 〈ninj〉 dans l'état stationnaire par 
ette nouvelle méthode.1



En général, les systèmes hors-équilibre dans l'état stationnaire ne véri�ent pas la 
ondition du bilandétaillé
W (C′ → C)P (C′) = W (C → C′)P (C), (2)mais une 
ondition plus faible (mais su�sante) :

∑

C′

W (C′ → C)P (C′) =
∑

C′

W (C → C′)P (C). (3)
⊲ 1-5 Montrer que dans 
e système la 
ondition du bilan détaillé (2) n'est pas véri�ée.2 Conditions aux limites ouvertesÀ présent, les parti
ules sont inje
tées dans le site d'entrée i = 1 (s'il est vide) ave
 la probabilité α parunité de temps et sortent du dernier site i = L (s'il est o

upé) ave
 la probabilité β par unité de temps.
⊲ 2-1 Que devient l'équation d'évolution de la question 1-1) pour 〈n1〉 et 〈nL〉 ?
⊲ 2-2 Cher
her une 
ondition sur les valeurs de α et β pour que les équations admettent une solution station-naire 
hamp moyen, ave
 〈ni〉 = ρ pour tout i.Pour 
ompléter 
ette étude, on 
her
he une solution stationnaire 
hamp moyen, en négligeant les 
orréla-tions entre sites, mais qui n'est pas né
essairement invariante par translation (〈ni〉 dépend du site i a priori).
⊲ 2-3 Trouver une relation de ré
urren
e entre les valeurs su

essives de 〈ni〉 (on pourra faire intervenir le�ux J). Tra
er graphiquement 
ette relation de ré
urren
e et montrer qu'il y a plusieurs s
énarios possibles.Montrer en parti
ulier qu'il n'y a pas de solution physique si le �ux est plus grand que 1/4τ .
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