
Introdu
tion à la Physique Statistique LP3572012-2013TD 4 : L'ensemble 
anonique I
1 Entropie de Gibbs et distribution 
anoniqueOn rappelle que l'entropie de Gibbs est donnée par SG({Pi})=̂−k

∑

i

Pi lnPi, où Pi désigne la probabilitéd'un mi
roétat i.
⊲ 1-1 Donner l'expression de l'énergie moyenne < E > en fon
tion de Pi et de l'énergie Ei d'un mi
roétat i.
⊲ 1-2 Montrer que si l'énergie moyenne 〈E〉 du système 
onsidéré est �xée, la distribution de probabilité quimaximise SG est la distribution 
anonique.2 Cristal d'hydrogèneUn 
ristal de dihydrogène est en 
onta
t ave
 un thermostat1 à la température T . Les N molé
ules étantpla
ées aux n÷uds d'un réseau 
ristallin on les 
onsidérera 
omme dis
ernables. On néglige par ailleurs leurénergie 
inétique et leur énergie d'intera
tion. Une molé
ule peut être dans quatre états éle
troniques :� l'état parahydrogène, noté (1), d'énergie ǫ1 = 0� trois états orthohydrogène, notés (2), (3) et (4), d'énergie ǫ2 = ǫ3 = ǫ4 = ∆ > 0.
⊲ 2-1 Cal
uler la fon
tion de partition du système.
⊲ 2-2 En déduire l'énergie moyenne, la 
haleur spé
i�que et les valeurs moyennes < ni >, pour i = 1, 2, 3, 4,du nombre de molé
ules dans l'état (i).
⊲ 2-3 Exprimer l'entropie en fon
tion de la température. Tra
er S(T ). Quelle est la limite de S(T ) quand
kT ≫ ∆ ?3 Distribution des vitesses dans un gazUn gaz monoatomique est 
onstitué de N atomes de masse m 
ontenus dans un ré
ipient de volume V ,en 
onta
t ave
 un thermostat à la température T .3.1 Le gaz parfaitDans un premier temps on 
onsidère le gaz 
omme parfait.
⊲ 3-1 É
rire le Hamiltonien du gaz.
⊲ 3-2 Cal
uler la fon
tion de partition ZGP du système en fon
tion de la longueur d'onde thermique
λ =

h√
2πmkT

.
⊲ 3-3 Cal
uler l'énergie moyenne, la pression, le potentiel 
himique et l'entropie du gaz dans la limite N ≫ 1.1Mais rien ne vous empê
he de traiter 
et exer
i
e à l'aide du formalisme mi
ro
anonique.1



3.2 Distribution des vitesses dans un gaz réelDans un gaz réel, les parti
ules interagissent ave
 un potentiel à deux 
orps u(r), où r est la distan
eentre deux parti
ules.
⊲ 3-4 É
rire le Hamiltonien du système.
⊲ 3-5 Montrer que la fon
tion de partition s'é
rit sous la forme

Z(N, V, T ) =
1

N !λ3N
Q(N, V, T ),où Q(N, V, T ) est une fon
tion appelée intégrale de 
on�guration.

⊲ 3-6 En déduire les expressions de l'énergie moyenne, de la pression et du potentiel 
himique.
⊲ 3-7 Dans un gaz de sphères dures, le potentiel u(r) vaut 0 si r > σ et +∞ sinon, où σ est le diamètre desparti
ules. En déduire que dans 
e 
as, l'intégrale de 
on�guration ne dépend pas de la température. Quelle estl'énergie moyenne d'un gaz de sphères dures ?
⊲ 3-8 Dans le 
as général d'un gaz réel, quelle est la probabilité qu'une parti
ule ait la vitesse v à dv près ?
⊲ 3-9 En déduire que la probabilité que le module de la vitesse d'une parti
ule soit 
ompris entre v et v + dvest donnée par la distribution de Maxwell

W (v)dv = 4π

(

m

2πkT

)
3

2

v2e−
mv

2

2kT dv.Cal
uler la vitesse moyenne < v >, la vitesse la plus probable v∗ et la vitesse quadratique moyenne < v2 >.Donner une estimation de 
es vitesses pour de l'azote (N2) dans les 
onditions normales de température et depression. On rappelle que, si on note
In(α) =

∫

∞

0

vn exp(−αv2) dv pour α > 0,on a I0(α) =
1

2

√

π

α
, I1(α) =

1

2α
, I2(α) =

1

4α

√

π

α
, I3(α) =

1

2α2
et I4(α) =

3

8α2

√

π

α
.

⊲ 3-10 A quelle 
ondition un gaz peut-il être 
onsidéré 
omme un système 
lassique (et non quantique) ? Endéduire une 
ondition sur la longueur d'onde thermique. L'approximation 
lassique est-elle valable pour un gazd'argon dans les 
onditions normales de température et de pression ?4 E�usionOn per
e un trou de surfa
eA dans le ré
ipient qui 
ontient le gaz. Des parti
ules peuvent don
 s'é
happerdu ré
ipient, mais le trou est su�samment petit pour que l'évolution du système soit quasi-statique et isotherme.
⊲ 4-1 Quel est le nombre de parti
ules −dN qui sortent pendant la durée dt ?
⊲ 4-2 En déduire l'évolution N(t) du nombre de parti
ules dans le ré
ipient.
⊲ 4-3 Au bout de 
ombien de temps, un ré
ipient 
ontenant initialement 1 litre d'hélium aux 
onditionsnormales de température et de pression aura-t-il perdu la moitié de ses atomes ? (A = 1 µm2).
⊲ 4-4 Appli
ation. L'uranium possède deux isotopes, 238U (à 99.3 %) et 235U (à 0.7 %), mais seul 
e dernierest �ssile. Pour enri
hir l'uranium en 235U , on utilise un gaz d'hexa�uorure d'uranium UF6, qu'on laisse e�userd'un ré
ipient dans un autre. Combien faudrait-il d'étapes su

essives d'e�usion pour porter la 
on
entrationde 235U à 5 %? (usage 
ivil pour des réa
teurs à eau légère).5 Expérien
e de Kappler (1931)Kappler a mesuré les �u
tuations angulaires d'un petit miroir suspendu verti
alement à un �l de torsionet pla
é dans une en
einte maintenue à la température T = 287.1 K. Il trouva les �u
tuations temporellesde l'angle θ entre le miroir et sa position d'équilibre < θ2 >= 4.178 10−6 (en radian 
arré). Sa
hant que la
onstante de rappel du �l de torsion valait 9.428 10−9 g
m2s−2, quelle est la valeur mesurée de la 
onstante deBoltzmann ? 2


