
M2 MSA et Physique des liquides et matière molle2009-2010 Simulation numérique en physique statistiqueTD no 3Simulations Monte-Carlo 2Référenes[1℄ H. W. Graben, Energy states in the linear hain Ising model, Am. J. Phys. 45 (1977), 211[2℄ F. Wang and D.P. Landau, E�ient, Multiple-Range Random Walk Algorithm to alulate the density ofstates, Phys. Rev. Lett. 86 (2001), 2050[3℄ B. Widom, Potential-distribution theory and the statistial mehanis of �uids, J. Phys. Chem. 86 (1982),8691 Introdution à l'algorithme de Wang-LandauDans l'ensemble anonique, la fontion de partition d'un système dérit par le Hamiltonien H peut s'érireen sommant sur les états C d'énergie EC ou bien diretement sur les énergies En [1℄ :
Z =

∑

C

e−βEC =
∑

n

g(En)e−βEn ,où β = 1/kBT est l'inverse de la température T et g(En) la densité d'états du neme niveau d'énergie En.Pour ommener, onsidérons le modèle d'Ising à une dimension de N (pair) spins ave des onditionsaux limites périodiques [1℄, dont le Hamiltonien s'érit :
H = −J

∑

i

SiSi+1,où J > 0 est l'interation entre deux spins plus prohes voisins.
⊲ 1-1Que valent l'énergie E0 de l'état fondamental, g(E0) et ∑

n g(En) ? Quelle est la relation entre g(En) et
g(−En) ?
⊲ 1-2Quelle est l'énergie E1 et la dégénéresene g(E1) du premier état exité ?
⊲ 1-3En déduire En et g(En).
⊲ 1-4Caluler la fontion de partition.Wang et Landau [2℄ ont proposé un algorithme de type Monte-Carlo qui permet de aluler la densitéd'état g(E).
⊲ 1-5Connaissant la densité d'état g(E), montrer omment on peut déduire les quantités thermodynamiquesquelle que soit la température du système. Exprimer en partiulier la valeur moyenne de l'énergie < E >, lahaleur spéi�que à volume onstant Cv, l'énergie libre et l'entropie du système.Ave l'algorithme de Wang et Landau, le système dérit une marhe aléatoire dans l'espae des énergies aveune probabilité P (E) que le système soit dans un état d'énergie E : partant d'une on�guration C d'énergie E,on propose une nouvelle on�guration C′ d'énergie E′ en retournant un spin hoisi aléatoirement (dans le adredu modèle d'Ising). La nouvelle on�guration est alors aeptée ave la probabilité :

Π(C → C′) = min(1,
g(E)

g(E′)
)

⊲ 1-6Montrer que et algorithme véri�e une équation de bilan détaillé que l'on déterminera. En déduire laprobabilité P (E). 1



2 Méthode d'insertion de WidomConsidérons un �uide simple de N + 1 partiules dans l'ensemble anonique à la température T dans unvolume V . Dans la suite, on va formellement distinguer la N + 1eme partiule des N premières.
⊲ 2-1Montrer que l'on peut déomposer l'énergie potentielle du système sous la forme

UN+1 = UN + Ψ,où UN+1 est l'énergie potentielle du système, UN l'énergie potentielle des N premières partiules et Ψ l'énergied'interation entre la N + 1eme partiule et les N premières partiules.
⊲ 2-2Montrer que [3℄ :

〈e−βΨ〉 = (N + 1)
QN+1

QN

λ3

V
,où QN est la fontion de partition de N partiules, λ la longueur d'onde thermique et 〈...〉 une moyenne donton préisera le sens.

⊲ 2-3En déduire l'expression du potentiel himique µ en fontion de 〈e−βΨ〉 et du potentiel himique du gazparfait, µid = kT ln ρλ3.
⊲ 2-4Érire un algorithme permettant de aluler µ lors d'une simulation Monte-Carlo.
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