
Introdu
tion à la Physique Statistique LP3572012-2013TD 2 : Mi
roétats quantiques et 
lassiques
1 Système d'os
illateurs harmoniques1.1 Des
ription quantiqueUn système 
onstitué de N os
illateurs harmoniques quantiques de pulsation ω à une dimension, dis
ern-ables et indépendants, est isolé, son énergie étant égale à E.
⊲ 1-1 Donner l'expression de l'énergie du système en fon
tion des nombres quantiques d'ex
itation ni, où
i = 1 . . .N .
⊲ 1-2 D'après 
e qui pré
ède �xer l'énergie E revient à �xer la valeur de la somme des nombres quantiques nià une valeur M :

N
∑

i=1

ni = M . (1)Cal
uler le nombre Ω(E, N) de mi
roétats dont l'énergie vaut E (Indi
ation : 
e problème est équivalent àtrouver le nombre de façons de répartir M objets dans N boîtes distin
tes). Véri�er l'expression en 
al
ulantdire
tement la dégénéres
en
e des niveaux d'énergie d'un os
illateur harmonique tridimensionnel.
⊲ 1-3 Dans la limite des hautes énergies (N étant �xé et M ≫ 1), montrer que l'on a :

Ω(E, N) ≃ 1

(N − 1)!

(

E

~ω

)N−1

. (2)1.2 Des
ription 
lassiqueOn 
onsidère à présent un système 
onstitué de N os
illateurs harmoniques 
lassiques de pulsation ω àune dimension, dis
ernables et indépendants. Ce système est isolé, son énergie étant 
omprise entre E et E+δE.
⊲ 1-4 Donner l'expression du Hamiltonien du système.
⊲ 1-5 Exprimer Φ(E, N), le nombre de mi
roétats d'énergie inférieure à E, 
omme une intégrale dans l'espa
edes phases. Pour 
al
uler 
ette intégrale on pourra e�e
tuer le 
hangement de variables suivant

pi =
√

2mXi pour i = 1, 2, .., N

qi =

√

2

mω2
Xi pour i = N + 1, .., 2N,où X est un ve
teur à 2N dimensions. Que vaut le ja
obien de la transformation ? En déduire les expressionsde Φ(E, N) et de Ω(E, N). Comparer 
e résultat à 
elui obtenu à la question 1-3).
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2 Le gaz parfait2.1 Une parti
ule quantique dans une boîteUne parti
ule de masse m est 
on�née dans une en
einte 
ubique de dimension linéaire L et de volume
V = L3.
⊲ 2-1 Donner les états propres du Hamiltonien ainsi que les énergies 
orrespondantes.
⊲ 2-2 Cal
uler l'énergie des 15 premiers niveaux d'énergie et donner leur dégénéres
en
e Ω(E, V ). À quellepropriété du système 
ette dégénéres
en
e est-elle attribuable ? Comment Ω(E, V ) varie-t-elle ave
 E ?On 
her
he à évaluer sommairement la façon dont le nombre de mi
roétats Ω(E, V ) varie ave
 E et V .Pour 
ela, on se pla
e dans l'approximation des grands nombres quantiques, de telle façon que l'énergie variequasi 
ontinûment ave
 les nombres quantiques asso
iés. La fon
tion Ω(E, V ) est alors elle-même une fon
tion
ontinue de E.
⊲ 2-3 On 
onsidère tout d'abord le 
as d'une parti
ule dans une boîte à une dimension de taille L. À partirde l'expression des niveaux d'énergie de la parti
ule évaluer le nombre d'états Φ(E, L) d'énergie inférieure ouégale à E. En déduire l'expression de la densité ω(E, L) d'états 
ompris entre les énergies E et E + δE ave

δE ≪ E, ainsi que Ω(E, L). Retrouver 
e résultat par un 
al
ul 
lassique.
⊲ 2-4 Obtenir la densité d'états ω(E, L) en deux puis en trois dimensions quantiquement et 
lassiquement.
⊲ 2-5 Cal
uler le nombre de mi
roétats a

essibles pour un atome d'argon de masse molaire M = 40 g.mol−1d'énergie 
omprise entre E et E + δE, où E = 6 10−21 J et δE = 10−31 J, dans un volume d'un litre.2.2 Le gaz parfait quantiqueL'en
einte 
ontient N parti
ules sans intera
tion et supposées dis
ernables. Malgré 
ette hypothèse nousallons étudier 
e système dans le 
adre de la mé
anique quantique.
⊲ 2-6 Montrer que 
e gaz parfait est équivalent à une parti
ule évoluant dans un espa
e à 3N dimensions.Cal
uler Φ(E, V, N) et ω(E, V, N) en vous inspirant de la question 2-4.2.3 Le gaz parfait 
lassiqueLe gaz parfait de N parti
ules de masse m est traité dans l'approximation 
lassique.
⊲ 2-7 É
rire le Hamiltonien du système.
⊲ 2-8 Exprimer Φ(E, V, N) 
omme une intégrale dans l'espa
e des phases et interpréter géométriquementl'intégrale sur les impulsions. En déduire Φ(E, V, N) et ω(E, V, N).Un peu de . . . thermodynamique ! On se pla
e à la limite thermodynamique et on 
onsidère un systèmefermé (N �xé) qui subit une transformation au 
ours de laquelle Ω(E, V, N) reste 
onstante alors que E et Vpeuvent varier indépendamment.
⊲ 2-9 En utilisant des relations 
ara
téristiques des gaz parfaits déduire de 
e qui pré
ède une relation entre
P et V asso
iée à 
ette transformation. Commenter 
e résultat.
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3 Parti
ules dis
ernables/indis
ernables (en supplément)Considérons un système quantique de N parti
ules. À 
haque niveau d'énergie Ei est asso
ié un nombred'états quantiques gi (dégénéres
en
e). Un état ma
ros
opique d'énergie E est dé�ni par l'ensemble des nombres
Ni de parti
ules dans 
haque niveau d'énergie Ei pour i = 1, 2, ..., r. On a don
 :

E =

r
∑

i=1

Ni Eiet
N =

r
∑

i=1

Ni.

⊲ 3-1 Montrer que le nombre Ω(E, N) de mi
roétats asso
iés à 
ette répartition {Ni} peut se dé
omposer sousla forme suivante :
Ω(E, N) = Ω0

r
∏

i=1

Ωi,où Ω0 est le nombre de façons de répartir les N parti
ules sur r niveaux d'énergies et Ωi le nombre de façonsde distribuer les Ni parti
ules du niveau d'énergie Ei parmi les gi états quantiques.3.1 Parti
ules dis
ernablesSupposons les N parti
ules dis
ernables (elles sont, par exemple, numérotées de 1 à N).
⊲ 3-2 Cal
uler Ω0 et Ωi dans le 
as où un nombre quel
onque de parti
ules peut être dans un même étatquantique. En déduire Ω(E, N) en fon
tion des Ni et des gi pour i = 1, 2, ..., r.3.2 Parti
ules indis
ernablesSupposons à présent les N parti
ules indis
ernables. Quelle est la valeur de Ω0 ?
⊲ 3-3 Les bosons. Cal
uler Ωi dans le 
as où un nombre quel
onque de parti
ules peut être dans un mêmeétat quantique. En déduire Ω(E, N) et son expression dans la limite Ni ≪ gi (faible densité de parti
ules parniveau).
⊲ 3-4 Les fermions. Cal
uler Ωi dans le 
as où une parti
ule au plus peut être dans un état quantique donné.On a alors la 
ondition 0 ≤ Ni ≤ gi. En déduire Ω(E, N) et son expression dans la limite des faibles densitésde parti
ules par niveau.
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