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1 Un �uide simpleOn appelle �uide simple un ensemble 
lassique de N parti
ules de masse m, sans stru
ture interne, quiinteragissent par un potentiel à deux 
orps u(rij) qui ne dépend que de la distan
e rij = |~ri − ~rj | entre lesparti
ules i et j. Le potentiel d'intera
tion 
omporte un 
÷ur dur répulsif et une attra
tion à 
ourte portée.
⊲ 1-1É
rire le Hamiltonien de 
e système et en déduire l'expression de la fon
tion de partition QN (T, V ) dansl'ensemble 
anonique à la température T dans un volume V .
⊲ 1-2En intégrant sur les impulsions des parti
ules, exprimer QN en fon
tion de l'intégrale de 
on�guration

ZN (T, V ) =

∫
V

∏
i<j

e−βu(rij)d~r1 . . . d~rN .

⊲ 1-3Cal
uler en fon
tion de ZN et de ses dérivées, l'énergie moyenne < E > et la pression moyenne < P >du système.
⊲ 1-4Que deviennent les expressions de QN , < E > et < P > dans le 
as du gaz parfait ?
⊲ 1-5Dans le 
as d'un potentiel réaliste, le 
al
ul exa
t de l'intégrale de 
on�guration n'est pas possible. D'unefaçon générale, on peut é
rire le potentiel à deux 
orps sous la forme

u(rij) = ǫf(
σ

rij

)où f est une fon
tion. Les 
onstantes ǫ et σ �xent respe
tivement les é
helles d'énergie et de longueur. Endéduire les unités réduites de la température, de la densité, de la pression et du temps, en fon
tion de ǫ, σ et
m. Donner l'ordre de grandeur de 
es quantités pour l'argon (ǫ ≃ 10 meV, σ ≃ 3 A, m ≃ 710−23kg).2 Le modèle d'IsingLes N sites d'un réseau sont o

upés par un spin Si qui vaut 1 ou −1 seulement. Le Hamiltonien dusystème en présen
e d'un 
hamp magnétique B s'é
rit

H = −J
∑

<i,j>

SiSj − B

N∑
i=1

Sioù < i, j > désigne une somme sur les sites qui sont plus pro
hes voisins et J > 0 est l'amplitude de l'intera
tionferromagnétique. Dans la suite, on 
al
ulera exa
tement la fon
tion de partition dans des situations parti
ulières,ou à l'aide d'approximations. 1



⊲ 2-1Pour 
ommen
er : quel est le nombre de 
on�gurations de spins du modèle d'Ising ? Cal
uler l'énergiefondamentale du système en fon
tion de la 
oordinan
e du réseau q (ie le nombre de plus pro
he voisins d'unsite). On supposera les 
onditions aux limites périodiques.Système non interagissant
⊲ 2-2Cal
uler dans le 
as J = 0, la fon
tion de partition QN , l'énergie < E > et l'aimantation < M >moyennes du système.Cristal unidimensionnel
⊲ 2-3Les sites sont distribués sur une 
haîne linéaire ouverte (
onditions aux limites libres) et B = 0. Cal
uler
QN et < E > (on introduira la variable ηi = SiSi+1).Approximation de 
hamp moyenEn général, l'approximation de 
hamp moyen est la méthode la plus simple pour dé
rire un système enintera
tion : 
haque spin est soumis à un 
hamp e�e
tif uniforme engendré par les autres spins. On se ramènedon
 à un problème de parti
ules indépendantes (
f question 2-2). Posons Si = m + ǫi, où m =< Si > estl'aimantation moyenne par site. L'idée est de négliger dans la somme −J

∑
<i,j> SiSj les termes en ǫiǫj ensupposant que les �u
tuations sont faibles.

⊲ 2-4Réé
rire −J
∑

<i,j> SiSj en fon
tion de la 
oordinan
e du réseau en tenant 
ompte de 
ette approxima-tion. Expliquer pourquoi 
ette approximation est d'autant meilleure que la 
oordinan
e est élevée.
⊲ 2-5Montrer que l'on se ramène bien à un problème de parti
ules indépendantes dans le lequel 
haque spin iest soumis au 
hamp

hi = −(Jqm + B)Si +
1

2
Jqm2.

⊲ 2-6En déduire QN et l'équation auto-
ohérente suivante
m = tanhβ(B + Jmq).Montrer graphiquement que 
ette équation implique une aimantation spontanée en 
hamp nul, pour T < Tc,où Tc est la température 
ritique que l'on déterminera en fon
tion de J et q.Modèle 
omplètement 
onne
téOn 
onsidère à présent le Hamiltonien suivant

H = −
J

2N

N∑
i6=j

SiSjoù la somme 
ourt sur tous les sites. Chaque spin interagit don
 ave
 tous les autres.
⊲ 2-7Cal
uler l'énergie fondamentale de 
e système
⊲ 2-8En déduire que 
e système admet une limite thermodynamique. Dans quelle mesure les résultats dépendent-ils du réseau à la limite thermodynamique ? 2


