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Corrigé partiel du TD1 :Le mouvement
brownien : Einstein et Langevin

1 Le mouvement brownien selon Einstein

Corrigé en cours.

2 Equation de Langevin et corrélation des vitesses

> 2-1 On a

t
x(t) = / v(t")dt',
0
donc

t t t t
<z?> (1) =</ v(t')dt’/ v(t")dt" >=/ dt’/ dt" < vt (") > .
0 0 0 0

> 2-2 Comme & 'équilibre < v?(0) >=< v*(s) >= K(0) :
< (v(0) £ v(s))? >=<v*(0) > + < v*(s) > £2 < v(0)v(s) >= 2K (0) + 2K (s) > 0,
donc |K(s)| < K(0). Par ailleurs, en choisissant t1 =t — s
K(s) =<v)v(t+s) >=<v(t1)v(t1 + s) >=<v(t — s)v(t) >= K(—s).

Lorsque s — oo (en fait pour des temps longs devant v~ 1), les vitesses v(0) et v(s) sont décorrelées et la moyenne
du produit tend vers 0.

> 2-3 Avec le changement de variables : s =t —¢' on a

<> () = /Ot a’ /tﬂt/ ds < v(0)u(s) > .

Or0<t' <tet -t/ <s<t—t' donc -t<s<t.

donc
0 t t t—s
<2®>(t) = /ds/ dt’K(s)+/ds/ dt' K (s)
—t —s 0 0
0 t

/4d5(t+s)K(s)+/ ds (t — s)K(s)

0

2 [ s 6= 9)5s),

ou l'on a fait le changement de variables s — —s dans la premiére intégrale.



FIGURE 1 — Changement de variables du plan ¢’ — s au plan s — t/

> 2-4 L’équation de Langevin s’écrit :
dv n 1
— =—yv+ —n.
dt i m77

Intégrons entre s et s + ds ot ds << y~!:

s+ds dv s+ds 1 s+ds
/ dt’ i 77/ o(t)dt' + E/ n(t")dt’,

donc
1 s+ds
v(s +ds) —v(s) = —yv(s)ds + — / n(t")dt',
m S

car v(t) varie peu entre s et s + ds. En multipliant enfin par v(0) et en prenant la moyenne d’ensemble :
1 s+ds
<v(0)v(s+ds) > — <v(0)v(s) >= —y < v(0)v(s) > ds + E/ <v(0)n(t') > dt’.

La force aléatoire étant statistiquement indépentante de la vitesse initiale, le dernier terme vaut 0O :

HOREN — s woy(s).

Donc
K(s) = K(0)e™7?,

pour s > 0 et comme K(—s) = K(s) et K(0) =< v*(0) >= kT /m (équipartition de 'énergie) :
kT
K _ M —lsl
()= T
pour tout s.
> 2-5 Finalement,
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mJo
2kT N
= —(t+—)/ dse™"*
m " Jo
2kT 9. 1—et
= (=) —
St g
_ 2kT <t1 —e 0t n tye 7t 721 + e”t)
m v v
2kT 1
N
ym v



