
Introdu
tion à la Physique Statistique LP3572010-2011Examen de Physique StatistiqueMer
redi 18 mai 2011Durée : 3 heuresLes do
uments et les 
al
ulatri
es ne sont pas autorisés pendant l'épreuve.Les réponses doivent être justi�ées.1 L'équilibre liquide-gaz de l'eauL'objet de 
e problème est l'étude de la 
ourbe de 
oexisten
e liquide-gaz de l'eau. Dans la suite legaz est supposé parfait (se
tion A) et deux modèles de liquide sont 
onsidérés, l'un dans lequel le liquide estin
ompressible (se
tion B), l'autre dans lequel il est 
ompressible (se
tion C). Les 
oordonnées du point tripleet du point 
ritique de l'eau sont :� Le point triple : Tp = 273 K, Pp = 0.006 atm et ρc = 1 g 
m−3� Le point 
ritique : Tc = 647 K, Pc = 218 atm et ρc = 0.32 g 
m−3

⊲ 1-1 Donner l'allure du diagramme de phase P − T de l'eau (sans respe
ter les é
helles de pression et detempérature). Lo
aliser sur le s
héma les phases gazeuse (G), liquide (L) et solide (S) ainsi que le point triple(T) et le point 
ritique (C).A La phase gazeuseLa phase gazeuse est modélisée par un gaz parfait de N ≫ 1 parti
ules indis
ernables 
ontenues dans unré
ipient de volume Vg dont la température T est maintenue 
onstante.
⊲ 1-2 Justi�er le 
hoix de l'ensemble statistique utilisé dans 
e problème. Cal
uler la fon
tion de partition Zgdu gaz en fon
tion de la longueur d'onde thermique λ, dont on donnera l'expression.
⊲ 1-3 En déduire l'énergie libre Fg, l'entropie sg par parti
ule et le potentiel 
himique µg que l'on exprimeraen fon
tion de la pression Pg du gaz.B La phase liquide in
ompressibleLa phase liquide est 
onstituée de N ≫ 1 parti
ules indis
ernables 
ontenues dans un ré
ipient de volume
Vl à la température T �xée. Dans la suite, on traitera le liquide 
omme un gaz parfait dont 
haque parti
ule aen plus de son énergie 
inétique une énergie potentielle 
onstante −ǫ < 0.
⊲ 1-4 Cal
uler la fon
tion de partition Zl et l'énergie libre Fl du liquide en fon
tion de la longueur d'ondethermique λ, de Vl et de ǫ.Pour tenir 
ompte de la répulsion entre les parti
ules, on suppose que le liquide est in
ompressible. Son volumeest don
 
onstant quelles que soient la pression et la température et s'é
rit Vl = Nv0, où v0 est le volume(
onstant) par parti
ule.
⊲ 1-5 En déduire l'énergie libre Fl en fon
tion de v0. Cal
uler l'énergie moyenne du liquide.1



⊲ 1-6 Cal
uler l'entropie sl par parti
ule et montrer que le potentiel 
himique µl du liquide s'é
rit
µl = −A − kT

[

ln
B

λ3
+ C

]

,où A, B et C sont des 
onstantes que l'on pré
isera.L'équilibre liquide-gazLes phases liquide et gazeuse sont à présent en 
onta
t et à l'équilibre thermodynamique.
⊲ 1-7 Quelles sont alors les 
onditions d'équilibre sur les grandeurs thermodynamiques des deux phases ? Endéduire l'expression de la pression d'équilibre Peq du gaz en fon
tion de la température (on ne 
al
ulera pas lapression du liquide). Donner l'allure de Peq(T ).
⊲ 1-8 Cal
uler la di�éren
e d'entropie par parti
ule, sg −sl, entre les deux phases à l'équilibre (
ommenter sonsigne) en fon
tion de T dans la limite βǫ ≫ 1. Pourquoi 
ette limite est-elle justi�ée dans 
e problème ? Montrerque dans 
e modèle la 
haleur latente par parti
ule, l ≡ T (sg − sl), est indépendante de la température.
⊲ 1-9 La formule de Clapeyron

l = T (vg − v0)
dPeq

dT
,où vg et v0 sont respe
tivement le volume par parti
ule dans le gaz et dans le liquide, est-elle bien véri�ée dansle 
adre de 
e modèle dans la limite βǫ ≫ 1 ?

⊲ 1-10 Comme on le voit sur la �gure 1, la 
haleur latente molaire de l'eau L dé
roît ave
 la température,
ontrairement à la prédi
tion du modèle étudié.

Fig. 1 � Chaleur latente molaire L de l'eau (en kJ.mol−1) en fon
tion de la température (en K).Donner une justi�
ation simple de 
ette dé
roissan
e (et de son annulation en Tc). A basse température,
L ≃ 45 KJ, en déduire une estimation de ǫ/k. L'hypothèse βǫ ≫ 1 est-elle justi�ée ?C La phase liquide 
ompressibleComme dans le modèle pré
édent, le liquide est 
onsidéré 
omme un gaz parfait dont 
haque parti
ulea en plus de son énergie 
inétique une énergie potentielle 
onstante −ǫ < 0, mais pour tenir 
ompte de la
ompressibilité du liquide, on suppose que le volume du liquide s'é
rit le long de la 
ourbe de 
oexisten
e liquide-gaz

Vl = Nv0 e( T

T0
)2 ,où v0 et T0 sont des 
onstantes.

⊲ 1-11 En utilisant les résultats de la question 1-4, donner l'expression de la fon
tion de partition Zl, del'énergie libre Fl, de l'énergie moyenne < E > et de la 
apa
ité 
alori�que CV du liquide 
ompressible. Ex-périmentalement, CV augmente ave
 la température le long de la 
ourbe de 
oexisten
e. Est-
e le 
as dans 
emodèle ? 2



⊲ 1-12 En déduire l'entropie sl par parti
ule et le potentiel 
himique µl du liquide.L'équilibre liquide-gaz
⊲ 1-13 Quelle est l'expression de la pression d'équilibre Peq du gaz en fon
tion de la température ? (on ne
al
ulera pas la pression du liquide). Montrer qu'il existe une température Tmax telle que Peq(T ) est 
roissantepour T < Tmax (on ne 
her
hera pas à déterminer l'expression de Tmax).
⊲ 1-14 Cal
uler la di�éren
e d'entropie par parti
ule, sg − sl, entre les deux phases à l'équilibre et en déduirela 
haleur latente par parti
ule, l ≡ T (sg − sl). Montrer que pour T > Tmin, l dé
roît bien ave
 la température.Donner l'expression de Tmin.
⊲ 1-15 Que vaut l(Tmax) ? Tra
er l'allure de l(T ) en fon
tion de la température pour Tmin < T < Tmax et
omparer à la �gure 1. Comment interpréter Tmin et Tmax ? En déduire une estimation de T0. Le 
omportementde l(T ) au voisinage de Tmax est-il 
orre
t ?
⊲ 1-16 Une résolution graphique de Tmax, permet d'estimer la valeur ǫ/k ≃ 563 K. En déduire l'énergied'intera
tion entre deux molé
ules d'eau que l'on 
omparera à 
elle donnée par un potentiel d'intera
tion deLennard-Jones dont les paramètres sont ǫ0/k = 78 K et σ = 3.1 A.2 Chaîne de spinsUne 
haîne de spins, 
onstituée de N (où N est pair) spins alignés sur un réseau à une dimension (sans
onditions aux limites périodiques), est dé
rite par le Hamiltonien d'Ising :

H = −

N−1
∑

i=1

JiSiSi+1,où Si = ±1 et l'intera
tion Ji > 0 entre les deux spins plus pro
hes voisins Si et Si+1 dépend a priori du site
i. La température T du système est 
onstante.A Cas Ji = JConsidérons le 
as où l'intera
tion Ji entre 
haque paire de spins plus pro
hes voisins Si et Si+1 est lamême et vaut J pour tout i. Soit g(En) le nombre de mi
roétats d'énergie En du neme niveau d'énergie, pour
n = 0, 1, 2....
⊲ 2-1 É
rire la fon
tion de partition Z(T, N) en fon
tion de g(En) et de En.
⊲ 2-2 Combien y-a-t il de paires de spins plus pro
hes voisins ? En déduire l'énergie fondamentale E0 et g(E0).Lorsqu'on retourne des spins, on 
rée des �frontières� entre des domaines de spins �up� (Si = +1) et desdomaines de spins �down� (Si = −1). Le premier niveau d'énergie E1 
orrespond à des mi
roétats pour lesquelson a formé une seule �frontière� entre un domaine de spins �up� et un domaine de spins �down� : ↑↑ ... ↑↑↓↓↓ ... ↓

⊲ 2-3 Donner la variation d'énergie E1 − E0. Que vaut g(E1) ?
⊲ 2-4 Le deuxième niveau d'énergie 
orrespond à la formation de deux �frontières�. Donner la variation d'énergie
E2 − E0 et g(E2).
⊲ 2-5 En déduire En et g(En). Dans quels mi
roétats l'énergie du système est-elle maximale ? Cal
uler l'énergiemaximale Emax et g(Emax) et en déduire la valeur nmax du niveau d'énergie maximale.
⊲ 2-6 Cal
uler alors la fon
tion de partition Z(T, N). En déduire l'énergie moyenne 〈E〉 de la 
haîne de spins.
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B Cas généralL'intera
tion Ji entre 
haque paire de spins plus pro
hes voisins Si et Si+1 dépend du site i.
⊲ 2-7 Donner l'expression de la fon
tion de partition Z(T, N) 
omme une somme sur les mi
roétats et montrerqu'après avoir e�e
tué la somme sur les deux valeurs possibles du premier spin S1, on a

Z(T, N) = f(βJ1) Z(T, N − 1),où f(βJ1) est une fon
tion que l'on déterminera et Z(T, N − 1) la fon
tion de partition pour les N − 1 autresspins.
⊲ 2-8 Cal
uler Z(T, 2) la fon
tion de partition des deux derniers spins SN−1 et SN , qui ne dépend que de
JN−1, et en déduire Z(T, N). Retrouve-t-on l'expression de Z(T, N) obtenue à la question (2-6) dans le 
as
Ji = J .
⊲ 2-9 Cal
uler l'énergie moyenne 〈E〉 et la 
haleur spé
i�que Cv de la 
haîne de spins.
⊲ 2-10 Question supplémentaire : Exprimer 〈SiSi+1〉 
omme une dérivée de la fon
tion de partition. En déduirel'expression de la fon
tion de 
orrélation 〈SiSi+n〉 que l'on 
al
ulera dans le 
as Ji = J . Montrer qu'elle peut semettre sous la forme

〈SiSi+n〉 = e
−

r

ξ ,où r = na est la distan
e entre les sites i et i + n (a est le pas du réseau) et ξ est une longueur dont on donneral'expression en fon
tion de a et βJ . Pour quelle température peut-elle diverger ?
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