
Introdu
tion à la Physique Statistique LP3572011-2012Contr�le 
ontinuLundi 12 mars 2012Durée : 1 heures 30Les do
uments et les 
al
ulatri
es ne sont pas autorisés pendant l'épreuve.Les réponses doivent être justi�ées.1 L'entropie de la gla
eEn 1935, Linus Pauling1 a proposé un modèle permettant d'estimer l'entropie de la gla
e d'eau sous saforme 
ristalline (Ih) que l'on observe à pression atmosphérique entre 200 K et 273 K (voir �gure 
i-dessous).
Fig. 1 � Dans la forme 
ristalline Ih, 
haque atome d'oxygène (en noir) est au 
entre d'un tétraèdre (à troisdimensions), dont les sommets sont o

upés par un atome d'oxygène. Chaque atome d'oxygène forme unemolé
ule d'eau en étant lié à deux atomes d'hydrogène (en gris) par une liaison 
ovalente 0−H (lien épais), detelle sorte que 
haque paire d'atomes d'oxygène voisins partage un seul atome d'hydrogène.Le mi
roétat de la gla
e étant 
ara
térisé uniquement par l'orientation de 
haque molé
ule, on 
her
heraà estimer l'entropie de 
e 
ristal d'eau. Dans la suite, on s'intéressera à la molé
ule d'eau pla
ée au 
entre dutétraèdre (voir �gure 
i-dessus).
⊲ 1-1 Combien une molé
ule d'eau a-t-elle de voisines ? Sans tenir 
ompte de l'orientation des molé
ulesd'eau voisines, quel est le nombre k d'orientations qu'a la molé
ule 
entrale pour diriger ses deux liaisons
ovalentes O−H? Les deux atomes d'hydrogène d'une molé
ule d'eau sont indis
ernables et on rappelle qu'ils'agit d'orientations dans un espa
e à trois dimensions.
⊲ 1-2 Un seul atome d'hydrogène est partagé par deux atomes d'oxygène voisins. Quelle est la probabilitéqu'une molé
ule d'eau voisine donnée ait dirigé l'un de ses atomes d'hydrogène vers la molé
ule 
entrale ? Endéduire la probabilité qu'une des k orientations de la molé
ule 
entrale soit 
ompatible ave
 les orientations desmolé
ules d'eau voisines.
⊲ 1-3 Quel est alors le nombre moyen Ωc d'orientations a

eptables pour la molé
ule 
entrale ? En négligeantles e�ets de surfa
e du 
ristal, en déduire le nombre total Ωt d'orientations des N molé
ules d'eau et l'expressionde l'entropie St de la gla
e, que l'on 
omparera à sa valeur expérimentale Sexp = 3.41 Jmol−1K−1 (on donne àtitre indi
atif ln(2) ≃ 0.693, ln(3) ≃ 1.099 et ln(5) ≃ 1.609).1Chimiste et physi
ien améri
ain (1901-1994), prix Nobel de 
himie en 1954.1



2 Le gaz parfait dans un 
hamp de pesanteurUn gaz parfait 
lassique 
onstitué de N ≫ 1 parti
ules de masse m indis
ernables est 
ontenu dans uneen
einte isolée de volume V , de forme 
ylindrique de se
tion de surfa
e A et de hauteur verti
ale L. Le gaz étantpla
é dans un 
hamp de pesanteur d'intensité g supposée 
onstante et dirigé selon l'axe Oz, son Hamiltonienest don
 donné par
H =

N
∑

i=1

~p 2
i

2m
+

N
∑

i=1

mgzi, (1)où ~pi et 0 ≤ zi ≤ L sont respe
tivement le ve
teur impulsion et l'altitude de la parti
ule i.
⊲ 2-1 Montrer que l'on peut négliger l'énergie gravitationnelle du gaz devant son énergie thermique pour deshauteurs L petites devant une hauteur 
ara
téristique du système, L0, dont on donnera l'expression et un ordrede grandeur pour de l'air à la température T = 300 K. La masse molaire de l'air est Mair = 29 g mol−1 et lavaleur de la 
onstante des gaz parfaits est R = 8.31 J mol−1K−1.A En
einte de faible hauteurDans un premier temps, on 
onsidère une en
einte à l'altitude z de faible hauteur L = dz, où dz ≪ z, detelle sorte que les altitudes de toutes les molé
ules sont 
omprises entre z et z + dz. Le Hamiltonien (1) s'é
ritdon


H = Nmgz +

N
∑

i=1

~p 2
i

2m
, où z est une 
onstante.

⊲ 2-2 Donner l'expression formelle du nombre Φ(N, V, E) de mi
roétats d'énergie inférieure à E.
⊲ 2-3 Intégrer 
ette expression, d'abord sur les positions des parti
ules, puis sur les impulsions. Le volume del'hypersphère de rayon 1 en dimension n est Cn =

πn/2

(n

2

)

!
.

⊲ 2-4 En déduire, en la justi�ant, l'expression de l'entropie S(N, V, E) du gaz. Est-elle extensive ?
⊲ 2-5 En déduire la température T et l'expression de l'énergie du gaz en fon
tion de la température. Com-mentaire.
⊲ 2-6 Exprimer la pression P = T
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du gaz en fon
tion de latempérature.B Loi barométriqueSoient deux en
eintes identiques et d'épaisseur dz su�samment faible pour qu'au sein de 
ha
une d'entreelles toutes les parti
ules aient la même altitude. Les en
eintes (1) et (2) sont pla
ées à l'altitude z1 = 0 et
z2 = z > 0 et 
ontiennent N1 ≫ 1 et N2 ≫ 1 parti
ules respe
tivement. Les deux en
eintes sont reliées par untube qui permet d'é
hanger des parti
ules (voir la �gure 
i-dessous).

z1

z2

⊲ 2-7 A l'équilibre thermodynamique quelles sont les relations entre les températures T1 et T2 et les potentiels
himiques µ1 et µ2 des deux gaz ? Que peut-on dire des pressions P1 et P2 ?2



⊲ 2-8 En déduire le rapport N2/N1 à l'équilibre, puis la loi barométrique donnant la pression P (z) en fon
tionde l'altitude z > 0 à la température T . Tra
er P (z) et 
ommenter. Quelle est la pression atmosphérique ausommet de l'Everest ? Pourquoi 
ette valeur théorique est-elle (un peu) plus élevée que la pression e�e
tivementmesurée ?C Cas généralLa hauteur L de l'en
einte 
ylindrique est maintenant quel
onque. Le Hamiltonien du gaz est don
 donnépar l'équation (1).
⊲ 2-9 Donner l'expression formelle du nombre Φ(N,A, E) de mi
roétats d'énergie inférieure à E que l'onintégrera sur les 
oordonnées xi et yi des parti
ules.
⊲ 2-10 Montrer que Φ(N,A, E) s'é
rit sous la forme

Φ(N,A, E) = a

∫

D

dz1...dzN (1 −

N
∑

j=1

zj

H
)γ ,où a, H et γ sont des 
onstantes dont on donnera les expressions. On indiquera également le domaine d'inté-gration D.

⊲ 2-11 Quelle est la signi�
ation de la hauteur H ? Estimer sa valeur pour une mole d'air d'énergie totale E.On suppose à présent que la hauteur de l'en
einte 
ylindrique est L ≥ H .
⊲ 2-12 Cal
uler dans 
e 
as Φ(N,A, E). On utilisera pour 
ela la formule de l'intégrale de Diri
hlet :

∫

0≤
P

n

i=1
ti≤1

tα1−1

1 ...tαn−1
n

(

1 −

n
∑

i=1

ti

)αn+1−1

dt1...dtn =

∏n+1

i=1
Γ(αi)

Γ(
∑n+1

i=1
αi)

,où pour tout i, 0 ≤ ti ≤ 1 et où Γ(x) est la fon
tion gamma telle que Γ(x + 1) = xΓ(x) = x!

⊲ 2-13 En déduire l'entropie S(N,A, E) du gaz.
⊲ 2-14 Déterminer la température et en déduire l'expression de E en fon
tion de T .
⊲ 2-15 Justi�er simplement l'expression de la probabilité de trouver une parti
ule donnée à l'altitude z à dzprès :

F (z)dz = c
Ω(N − 1,A, E − mgz)

Ω(N,A, E)
dz,où c est une 
onstante et Ω(N,A, E) le nombre de mi
roétats a

essibles à un système de N parti
ules d'énergietotale E 
ontenues dans un 
ylindre dont la base a une surfa
e A. En déduire l'expression de la densité deprobabilité F (z) en fon
tion de T et z. Con
lure.
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