
Introdu
tion à la Physique Statistique LP3572012-2013TD 3 : L'ensemble mi
ro
anonique
1 Ergodi
ité de l'os
illateur harmoniqueLe Hamiltonien de l'os
illateur harmonique 
lassique à une dimension s'é
rit

H(q, p) =
p2

2m
+

1

2
mω2q2.

⊲ 1-1 Donner l'équation horaire q(t) et p(t), ave
 les 
onditions initiales q(0) = q0 et p(0) = 0.
⊲ 1-2 Exprimer la moyenne temporelle 〈f〉t d'une fon
tion f(q, p) en fon
tion d'une intégrale sur la phase
φ = ωt. En déduire la moyenne et la varian
e de la position q.L'énergie de l'os
illateur harmonique ne dépend que de l'amplitude q0 et est indépendante de la phase φ(t). Onpeut don
 étudier un ensemble statistique d'os
illateurs harmoniques, à l'énergie E (amplitude q0 �xée) à δEprès, de phases (mi
roétats) di�érentes, équiprobables dans l'ensemble mi
ro
anonique.
⊲ 1-3 Donner l'expression du nombre Ω(E) de mi
roétats dont l'énergie est 
omprise entre E et E + δE. Endéduire la probabilité dP = ρ(q, p)dqdp que le système soit dans le mi
roétat (q, p) à dq et dp près.
⊲ 1-4 Exprimer la moyenne d'ensemble 〈f〉ens de la fon
tion f(q, p) et e�e
tuer le 
hangement de variables
(q, p) → (q0, φ). Intégrer sur la variable q0 et en déduire que 〈f〉ens = 〈f〉t, autrement dit que le système estergodique.2 Système d'os
illateurs harmoniquesOn 
onsidère un système 
onstitué de N ≫ 1 os
illateurs harmoniques 
lassiques de pulsation ω à unedimension, dis
ernables et indépendants. Ce système est isolé, son énergie étant 
omprise entre E et E + δE.
⊲ 2-1 Ce système est-il ergodique ?
⊲ 2-2 En vous appuyant sur les résultats obtenus au TD 2, donner l'expression de l'entropie du système.Est-elle bien extensive ?
⊲ 2-3 En déduire la relation entre l'énergie et la température, ainsi que la 
haleur spé
i�que du système.
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3 Le gaz parfait 
lassiqueUn gaz parfait à l'équilibre est 
onstitué de N parti
ules de masse m enfermées dans une en
einte devolume V et d'énergie totale égale à E (à δE près).3.1 Parti
ules dis
ernablesComme dans le TD 2, on suppose que les parti
ules du gaz sont dis
ernables.
⊲ 3-1 Ce système est-il ergodique ?
⊲ 3-2 Rappeler l'expression du nombre Ω(E, V, N) de mi
roétats 
ompris entre E et E + δE.
⊲ 3-3 Donner l'expression de l'entropie Sd du gaz parfait. Montrer que la 
ontribution provenant de l'in
ertitudesur l'énergie δE est négligeable devant les autres termes. En utilisant la formule de Stirling montrer que l'on a :

Sd(E, V, N) = Nk ln

(

V

h3

(

4πmE

3N

)3/2
)

+
3

2
Nk + O(ln N). (1)L'entropie Sd est-elle bien extensive ?

⊲ 3-4 Cal
uler la température en fon
tion de l'énergie à partir de l'expression (1) de l'entropie. En déduire la
haleur spé
i�que à volume 
onstant CV que l'on 
omparera aux données expérimentales suivantes mesurées à300 K : Pour l'argon et l'hélium CV = 12, 47 J.mol−1K−1 et pour l'air CV = 20, 85 J.mol−1K−1.
⊲ 3-5 Donner l'expression de la pression p et retrouver la loi des gaz parfaits.3.2 Parti
ules indis
ernablesOn suppose à présent que les parti
ules sont indis
ernables.
⊲ 3-6 Comment Ω(E, V, N) est-il modi�é ? Donner alors l'expression de l'entropie 
orrespondante Si(E, V, N).L'entropie Si est-elle bien extensive ?
⊲ 3-7 Les expressions de la température, de la 
haleur spé
i�que à volume 
onstant et de la pression sont-ellesmodi�ées dans le 
as de parti
ules indis
ernables ?3.3 Distribution de vitesses de Maxwell-Boltzmann
⊲ 3-8 Montrer que la probabilité pour qu'une parti
ule donnée ait une impulsion 
omprise entre p et p + dps'é
rit

P (p) =

(

V

h3

)

Ω(E − p2/2m, V, N − 1)

Ω(E, V, N)
. (2)En déduire que dans la limite N → ∞.

P (p) =

(

1

2πmkT

)3/2

e
−

(

p2

2mkT

)

. (3)
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4 Cristal paramagnétique, températures négatives et anomalie deS
hottkyUn 
ristal est 
onstitué de N ions de moment magnétique µ, lo
alisés aux n÷uds d'un réseau 
ristallinpla
é dans un 
hamp magnétique uniforme et 
onstant B dirigé selon Oz. On négligera les intera
tions entre lesmoments magnétiques et on ne prendra en 
ompte que l'intera
tion des moments magnétiques ave
 le 
hamp
B. Les valeurs propres d'une 
omposante du moment magnétique d'un porteur sont notées ±µ (spin 1/2).Le système est supposé isolé. On désigne par N+ et N− les nombres de moments magnétiques parallèles etantiparallèles au 
hamp B. On négligera les degrés de liberté autres que le spin.
⊲ 4-1 Pour quelle raison les ions sont-ils dis
ernables ?
⊲ 4-2 Donner l'expression de l'énergie totale E du système en fon
tion de N+ et N−. Exprimer N+ et N− enfon
tion de N et ǫ =

E

NµB
.

⊲ 4-3 Cal
uler le nombre total Ω(E, B, N) de mi
roétats a

essibles au système en fon
tion de N et ǫ.
⊲ 4-4 Donner l'expression de l'entropie S du 
ristal dans la limite N+, N− ≫ 1. L'entropie 
al
ulée est-elleextensive ? Montrer que pour N et B �xés, la fon
tion S(E) présente un maximum. Tra
er la fon
tion S(E).
⊲ 4-5 Cal
uler la température T du système en fon
tion de l'énergie E, pour B et N �xés. En déduirel'expression des fra
tions de spins parallèles, n+ = N+/N , et antiparallèles, n− = N−/N , en fon
tion de T .
⊲ 4-6 Tra
er la température T du système en fon
tion de l'énergie E sur tout son domaine de variation possible.La température peut prendre des valeurs négatives. Pré
iser dans quel domaine d'énergie E. Quelle est l'originede 
e phénomène ? Donner la raison pour laquelle la température du 
ristal est toujours positive lorsque tousles degrés de liberté du système (
eux de vibration des ions autour des n÷uds du réseau, par exemple) sont prisen 
ompte.
⊲ 4-7 Cal
uler l'aimantation M du système, en déduire l'expression de son énergie et tra
er 
es deux grandeursen fon
tion de la température pour T > 0. Cal
uler sa sus
eptibilité magnétique : χ=̂ lim

B→0

(

∂M

∂B

).
⊲ 4-8 Cal
uler la 
haleur spé
i�que C = dE/dT du système et donner l'allure de la 
ourbe C(T ). Que 
onstate-t-on ?5 Entropie de GibbsDans le 
adre d'une expérien
e réunissant deux sous-expérien
es non indépendantes (par exemple lamesure de deux quantités e�e
tuée sur deux systèmes en intera
tion) on introduit la probabilité jointe Pij quele résultat soit ai pour l'expérien
e 1 et bj pour l'expérien
e 2. De plus on dé�nit P

(1)
i la probabilité pour que lerésultat de l'expérien
e 1 soit ai, indépendamment du résultat obtenu dans l'expérien
e 2. De même pour P

(2)
j .

⊲ 5-1 Donner l'expression de P
(1)
i et P

(2)
j en fon
tion des probabilités {Pij}. Véri�er la normalisation desprobabilités P

(1)
i et P

(2)
j .

⊲ 5-2 Donner l'expression de l'entropie de Gibbs totale S
(12)
G asso
iée à l'expérien
e double et des entropies

S
(1)
G et S

(2)
G asso
iées aux expérien
es 1 et 2.

⊲ 5-3 On 
her
he à 
omparer S
(12)
G et S

(1)
G + S

(2)
G . Montrer que :

S
(12)
G − (S

(1)
G + S

(2)
G ) = k

∑

i,j

Pij ln
P

(1)
i P

(2)
j

Pij
. (4)

⊲ 5-4 Démontrer l'inégalité lnx ≤ x − 1. En déduire que S
(12)
G ≤ S

(1)
G + S

(2)
G . Commenter.3


