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1 Où l'on retrouve l'équation de Smolu
howskiCe problème présente une manière originale1 de déduire l'équation de Fokker-Plan
k à partir d'une simplehypothèse sur la forme de la densité de probabilité 
onditionnelle P (x, t |x0, t0) qu'une parti
ule soit à la position
x à dx près à l'instant t sa
hant qu'elle était à la position x0 à l'instant t0. Pour un pro
essus de Markov, 
ettedensité de probabilité véri�e l'équation de Chapman-Kolmogorov : pour toute position x1 et pour tout instant
t1 tel que t0 ≤ t1 ≤ t :

P (x, t |x0, t0) =

∫ +∞

−∞

P (x, t |x1, t1)P (x1, t1 |x0, t0)dx1. (1)
⊲ 1-1 Expliquer le sens de l'équation (1) à l'aide d'un dessin.
⊲ 1-2 É
rire sous la forme donnée par l'équation (1), P (x, t + ∆t |x0, t0) pour t1 = t, où ∆t > 0 est un petitintervalle de temps. En déduire l'expression de ∂P (x, t |x0, t0)

∂t
en fon
tion de P (x, t + ∆t |x1, t), P (x1, t |x0, t0)et P (x, t |x0, t0), dans la limite où ∆t → 0.A Une démonstration simple de l'équation de Fokker-Plan
kPour déterminer P (x, t |t0, x0), nous allons faire une hypothèse sur la forme de P (x, t+∆t |x1, t). Dans le
as où ∆t = 0, on a bien sûr P (x, t |x1, t) = δ(x − x1), où δ(x) est la fon
tion de Dira
. Dans la limite ∆t → 0,on fait l'hypothèse que P (x, t + ∆t |x1, t) s'é
rit sous la forme d'un développement au premier ordre en ∆t :

P (x, t + ∆t |x1, t) = δ(x − x1) + ∆t
[

a1(x1)δ
(1)(x − x1) + a2(x1)δ

(2)(x − x1) + . . .
]

+ . . . , (2)où δ(1)(x) et δ(2)(x) sont les dérivées première et se
onde de la fon
tion de Dira
 δ(x) et où a1 et a2 sont deux
oe�
ients qui ne dépendent que de la position initiale x1.Pour estimer qualitativement la forme de P (x, t +∆t |x1, t), on peut se pla
er en x1 = 0 et représenter lafon
tion de Dira
 δ(x) par une loi gaussienne g(x) 
entrée (m = 0) de varian
e σ2 → 0.
⊲ 1-3 Donner l'expression de g(x) et de ses deux premières dérivées g(1)(x) et g(2)(x). Tra
er l'allure de g(x),
g(1)(x) et g(2)(x) pour σ2 petit, mais non nul. Dans la limite ∆t → 0, quel est l'e�et du terme 
orre
tif en
g(1)(x) sur la loi gaussienne g(x) ? Même question pour le terme 
orre
tif en g(2)(x). En déduire l'allure de
P (x, t + ∆t |0, t) donnée par le développement (2).1D'après �Simpli�ed derivation of the Fokker-Plan
k equation�, A.E. Siegman, Am. J. Phys. 47, 545 (1979).1



⊲ 1-4 Montrer que quelle que soit la fon
tion f on a, pour tout x �ni et pour tout n = 0, 1, 2, . . .,
∫ +∞

−∞

f(y)δ(n)(x − y)dy =
∂nf(y)

∂yn

∣

∣

∣

∣

y=x

et ∫ +∞

−∞

f(y)δ(n)(y − x)dy = (−1)n ∂nf(y)

∂yn

∣

∣

∣

∣

y=x

,où δ(n)(x) est la dérivée nième de la fon
tion de Dira
 δ(x).
⊲ 1-5 En déduire l'équation de Fokker-Plan
k en fon
tion des 
oe�
ients a1(x) et a2(x).
⊲ 1-6 La parti
ule étant à la position x1 à l'instant t, utiliser le développement (2) de P (x, t + ∆t |x1, t) pourexprimer son dépla
ement moyen < ∆x >=< x − x1 > entre les instants t et t + ∆t en fon
tion de a1(x1).
⊲ 1-7 De même, donner l'expression de < (∆x)2 >=< (x − x1)

2 > en fon
tion de a2(x1).B L'équation de Langevin dans la limite visqueuseLa position de la parti
ule brownienne de masse m obéit à l'équation de Langevin :
m

d2x

dt2
= −mγ

dx

dt
+ F (x) + η(t),où F (x) est un 
hamp de for
e inhomogène et mγ le 
oe�
ient de frottement �uide. La for
e aléatoire η(t) estde moyenne nulle et ses 
orrélations à deux temps sont données par

< η(t)η(t′) >= 2mγkT δ(t − t′),où k est la 
onstante de Boltzmann et T est la température.
⊲ 1-8 Justi�er 
ette hypothèse sur la fon
tion de 
orrélation de η(t).Dans la limite visqueuse, le terme d'inertie est négligeable devant la for
e de frottement et l'équation deLangevin devient :

0 ≃ −mγ
dx

dt
+ F (x) + η(t). (3)

⊲ 1-9 Montrer que dans la limite visqueuse la parti
ule évolue sur des intervalles de temps grands devant letemps 
ara
téristique du frottement �uide.
⊲ 1-10 La parti
ule étant en x1 à l'instant t, 
al
uler le dépla
ement moyen < ∆x >=< x(t + ∆t) − x1 >entre les instants t et t + ∆t en intégrant l'équation (3).
⊲ 1-11 De même, 
al
uler < (∆x)2 >. Montrer que dans la limite ∆t → 0

< (∆x)2 >≃ 2D∆t,où l'on donnera l'expression du 
oe�
ient de di�usion D en fon
tion des données du problème.
⊲ 1-12 En déduire les expressions de a1(x1) et a2(x1) en fon
tion des données du problème dans la limite
∆t → 0.
⊲ 1-13 En déduire l'équation de Smolu
howski portant sur la densité de probabilité P (x, t |x0, t0) en fon
tionde D, m, γ et F (x).On suppose que la parti
ule brownienne se dépla
e le long d'un axe verti
al Ox, pour x > 0, dans le
hamp de pesanteur F (x) = −mg, où g est l'a

élération de la pesanteur. A l'instant initial t0 = 0 la parti
uleest en x0 = h.
⊲ 1-14 Résoudre l'équation de Smolu
howski en introduisant la transformée de Fourier

φ(u, t) =

∫

eiuxP (x, t)dxde la densité de probabilité P (x, t) = P (x, t|x0, t0) ave
 x0 = h et t0 = 0. Dé
rire le mouvement de la parti
ule.La solution stationnaire Ps(x) de l'équation de Smolu
howski est telle que ∂Ps

∂t
=0.

⊲ 1-15 A partir de l'équation trouvée à la question 1-14, déterminer Ps(x) en fon
tion de deux 
onstantesd'intégration.
⊲ 1-16 Quelle 
ondition doit véri�er Ps(x) sur l'intervalle [0,∞] ? En déduire les deux 
onstantes d'intégrationet l'expression de Ps(x). Quel est le nom de 
ette loi ? 2



2 Où l'on retrouve l'équation de Bla
k-S
holesNous allons montrer qu'il est possible de 
onstruire un portefeuille 
omposé d'un a
tif et d'un dép�tban
aire qui se 
omporte 
omme une option d'a
hat sur 
et a
tif sous-ja
ent. Ce portefeuille permettra dedémontrer simplement l'équation de Bla
k-S
holes.Supposons qu'un portefeuille Π, 
omposé d'une quantité a d'un 
rédit ban
aire B au taux d'intérêt rsupposé 
onstant et d'une quantité b d'un a
tif S, ait la même valeur qu'une option d'a
hat C sur 
et a
tifsous-ja
ent. Soit
Π = aB + bS = C. (4)

⊲ 2-1 Lorsqu'on dépose un montant B sur un 
ompte rémunéré au taux r, quelle est l'augmentation dB de 
emontant pendant l'intervalle de temps in�nitésimal dt ?On rappelle que la variation de la valeur de l'a
tif sous-ja
ent S se 
omporte pendant l'intervalle de temps
dt 
omme

dS = µSdt + σSdX,où µ est la dérive, σ > 0 est la volatilité supposée 
onstante et dX est une variable aléatoire distribuée sur uneloi gaussienne 
entrée de varian
e dt. La variation de l'option C(S, t) est donnée par le lemme d'It� :
dC =

(

∂C

∂t
+ µS

∂C

∂S
+

1

2
σ2S2 ∂2C

∂S2

)

dt + σS
∂C

∂S
dX.

⊲ 2-2 En é
rivant que la variation dΠ du portefeuille (4) sur un intervalle de temps dt est égale à la variation
dC de l'option, montrer qu'on obtient l'expression du 
oe�
ient b et une équation di�érentielle portant sur Cqui dépend de B, r et σ.
⊲ 2-3 Utiliser l'expression du portefeuille (4) pour éliminer B dans l'équation trouvée à la question pré
édenteet en déduire l'équation de Bla
k-S
holes portant sur C.
⊲ 2-4 Rappeler la dé�nition d'une option d'a
hat 
ara
térisée par une date de maturité T et un prix d'exer
i
e
K. En déduire la 
ondition au limite donnant la valeur de l'option C(ST , T ) à la date de maturité, que l'onreprésentera en fon
tion de ST .On donne la solution de l'équation de Bla
k-S
holes pour une option d'a
hat :

C(S, t) = SN(d1) − Ke−r(T−t)N(d2) (5)où
d1 =

ln( S
K

) + (r + σ2

2 )(T − t)

σ
√

T − t

d2 =
ln( S

K
) + (r − σ2

2 )(T − t)

σ
√

T − t
,et où N(x) est la fon
tion de répartition de la loi normale 
entrée et réduite (la probabilité qu'une variablegaussienne soit inférieure à x) :

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞

e−
z
2

2 dz.

⊲ 2-5 Supposons que K = S0 la valeur de l'a
tif sous-ja
ent à t = 0. Dé
rire le 
omportement limite de laprime C(S0, 0) lorsque σ → 0, puis lorsque σ ≫ 1.
3


