
Introdu
tion à la Physique Statistique LP3572011-2012Examen de Physique StatistiqueLundi 21 mai 2012Durée : 3 heuresLes do
uments et les 
al
ulatri
es ne sont pas autorisés pendant l'épreuve.Les réponses doivent être justi�ées.1 Physisorption et liquéfa
tion d'un gazUn ré
ipient 
ubique, de 
oté L et de volume V0 = L3, 
ontient un gaz maintenu à la température T(étudié dans la partie A). La paroi inférieure est traitée 
himiquement pour que les parti
ules du gaz puissents'adsorber à sa surfa
e d'aire A = L2 (voir la Figure 1). Lorsque la pression du gaz est faible, les parti
ulesadsorbées forment une mono
ou
he (partie B). À plus haute pression, la phase adsorbée est un liquide (partie
C), dont on étudiera l'équation d'état (partie D). Dans la suite du problème les parti
ules, monoatomiques etde masse m, sont 
onsidérées 
omme indis
ernables quelle que soit la phase à laquelle elles appartiennent. Levolume o

upé par le gaz étant très grand par rapport au volume de la phase adsorbée, le gaz joue le r�le deréservoir de parti
ules et de thermostat pour la phase adsorbée. On ne tiendra pas 
ompte de l'attra
tion de lapesanteur.

Fig. 1 � Phase gazeuse et phase adsorbée sur la paroi inférieure du ré
ipient.A La phase gazeuseOn néglige les intera
tions entre les N ≫ 1 parti
ules indis
ernables du gaz.
⊲ 1-1 Cal
uler la fon
tion de partition 
anonique Z(N, V, T ) de 
e gaz o

upant un volume V en fon
tion dela longueur d'onde thermique λ, dont on donnera l'expression et le sens physique.
⊲ 1-2 En déduire l'énergie moyenne 〈E〉, l'énergie libre F et la pression Pg du gaz en fon
tion de la température
T .
⊲ 1-3 Exprimer son potentiel 
himique µg en fon
tion de la pression Pg.B La mono
ou
he adsorbée sur le substratLes parti
ules adsorbées sont indis
ernables et liées au substrat par des intera
tions de type van der Waalsqui leur permettent de se dépla
er à la surfa
e du solide (physisorption). On 
onsidère alors la phase adsorbée1




omme un gaz parfait à deux dimensions en 
onta
t ave
 la phase gazeuse qui joue le r�le de thermostat etde réservoir de parti
ules. L'énergie de 
haque parti
ule adsorbée est
hi =

p2
i

2m
− ǫ0,où pi est l'impulsion à deux dimensions de la parti
ule i adsorbée et ǫ0 > 0 l'énergie d'intera
tion ave
 lesubstrat.

⊲ 1-4 Cal
uler la fon
tion de partition 
anonique Z(N,A, T ) de la phase adsorbée 
onstituée de N parti
ulesen fon
tion de la surfa
e A du substrat.
⊲ 1-5 En déduire la grande fon
tion de partition Ξ(µ,A, T ) et le grand potentiel J(µ,A, T ) de la phase adsorbéedans l'ensemble grand-
anonique en fon
tion du potentiel 
himique µ.
⊲ 1-6 Exprimer le nombre moyen 〈N〉 de parti
ules adsorbées en fon
tion de µ.
⊲ 1-7 É
rire les 
onditions d'équilibre entre la phase adsorbée et le gaz. En déduire l'expression de 〈N〉 enfon
tion de la pression du gaz Pg. Commenter le 
omportement de 〈N〉 ave
 la température et la pression.C La phase liquide adsorbée sur le substratÀ plus haute pression, le nombre de parti
ules adsorbées est su�sant pour former une 
ou
he liquide (àtrois dimensions) de volume V ≪ V0. Les N ≫ 1 parti
ules indis
ernables du liquide ont toutes une énergied'intera
tion −ǫ0 ave
 le substrat et interagissent entre elles par un potentiel 
entral à deux 
orps u(r) :

u(r) = +∞ si r < σ

u(r) = −ǫ

(

σ

r

)6 si r ≥ σ,où ǫ > 0 et r est la distan
e entre deux parti
ules. Le Hamiltonien du système s'é
rit don

H =

N
∑

i=1

p2
i

2m
+

∑

i<j

u(rij) − Nǫ0,où pi est l'impulsion à trois dimensions de la parti
ule i et rij la distan
e entre les parti
ules i et j.
⊲ 1-8 Tra
er le potentiel u(r). A quoi 
orrespondent les paramètres σ et ǫ ?
⊲ 1-9 Donner l'expression de la fon
tion de partition 
anonique Z(N, V, T ) du liquide et intégrer sur lesimpulsions.
⊲ 1-10 Montrer que l'intégrale de 
on�guration s'é
rit

Q(N, V, T ) =

∫

dNr
∏

i<j

(1 + fij),où
fij = e−βu(rij) − 1.Tra
er fij en fon
tion de la distan
e rij . Quelles sont les bornes de la fon
tion fij ?

⊲ 1-11 Développer le produit dans l'intégrale de 
on�guration en négligeant les termes qui 
ontiennent desproduits de fon
tions fij . Pourquoi est-
e une approximation de basse densité et de haute température ? Montrerque
Q(N, V, T ) ≃ V N

(

1 −
N2

V
B2(T )

)

,où B2(T ) = 2π

∫

∞

0

dr r2
(

1 − e−βu(r)) est le se
ond 
oe�
ient du viriel.
⊲ 1-12 Cal
uler B2(T ) dans la limite des hautes températures à l'ordre βǫ.2



⊲ 1-13 En déduire l'expression de la fon
tion de partition 
anonique Z(N, V, T ) et de l'énergie moyenne
〈E〉 du liquide. Dans la limite des basses densités, 〈E〉 est-elle bien extensive ? Comment interpréter le termeproportionnel à ǫ ?
⊲ 1-14 En se plaçant dans la limite des basses densités, donner l'expression de l'énergie libre F et du potentiel
himique µ.
⊲ 1-15 La phase adsorbée étant en équilibre ave
 le gaz, en déduire l'équation donnant la densité du liquide ρ =
N
V

en fon
tion de T et de la pression du gaz Pg. Montrer graphiquement qu'à une pression du gaz donnée, 
etteéquation admet une solution ρ(T ), qu'on ne 
her
hera pas à 
al
uler. Comment varie ρ(T ) ave
 la température ?D L'équation d'état du liquide
⊲ 1-16 Cal
uler la pression P du liquide à partir de Z(N, V, T ) dans la limite des basses densités.
⊲ 1-17 En 1899, Dieteri
i proposa une équation d'état phénoménologique alternative à 
elle de van der Waals

P =
ρkT

1 − bρ
e
−

aρ

kT ave
 ρ =
N

V
,où a > 0 et b > 0 sont des 
oe�
ients qui dépendent du �uide 
onsidéré. Développer 
ette équation d'étatdans la limite des faibles densités en ne 
onservant que les termes en ρ et en ρ2. Comparer 
e développementà l'équation d'état obtenue à la question 1-16 et en déduire l'expression des 
oe�
ients a et b en fon
tion desparamètres σ et ǫ.

⊲ 1-18 Déterminer la température Tc, le volume par parti
ule vc et la pression Pc du point 
ritique du �uidede Dieteri
i. En déduire la valeur du fa
teur de 
ompressibilité 
ritique (on donne e2 ≃ 7.4)
Zc =

Pcvc

kTc

.Dépend-elle du �uide 
onsidéré ? Est-elle en a

ord ave
 les données expérimentales suivantes : 0.29 pour l'argon,0.27 pour le dioxyde de 
arbone et 0.29 pour le dioxygène ? Sa
hant que les valeurs expérimentales pour l'argonsont Tc = 151 K et Pc = 49 atm, 
al
uler les valeurs de a et b, puis 
elles de σ et ǫ. Commenter.2 L'élasti
ité d'une 
haîne de kératineUne �bre polymérique de kératine est maintenue à la température T . Une de ses extrémités est �xée aupoint O et l'autre est soumise à une for
e X 
onstante dirigée selon l'axe Ox. La 
haîne unidimensionnelle est
onstituée de N ≫ 1 molé
ules identiques asymétriques de longueur a et de largeur b (b < a). Pour modélisersimplement 
e système, on suppose que 
haque molé
ule peut se trouver dans deux positions : soit dans l'axede la 
haîne, soit perpendi
ulaire à l'axe (voir Figure 2). L'énergie de la 
haîne soumise à la for
e X dépend dela position des molé
ules que l'on 
onsidère dis
ernables.A Modèle sans intera
tionDans un premier temps, on néglige les intera
tions entre les molé
ules. Le Hamiltonien de la 
haîne estdonné par
H0 = −XL = −X

N
∑

i=1

li,où L est la longueur (in
onnue) de la 
haîne qui est déterminée par les longueurs li = a ou b, où i = 1, 2 . . .N ,des N molé
ules le long de l'axe Ox.
O

a b

x

M

XFig. 2 � Modèle de la 
haîne de kératine3



⊲ 2-1 Cal
uler la fon
tion de partition Z de la 
haîne (on ne tiendra pas 
ompte de l'énergie 
inétique desmolé
ules). En déduire l'énergie moyenne 〈E〉.
⊲ 2-2 En déduire la longueur moyenne 〈L〉 de la 
haîne à l'équilibre en fon
tion de X et T . Donner l'allure dela 
ourbe 〈L〉 en fon
tion de X à la température T �xée. Commenter les limites de faible et grande for
es. Quelest l'e�et de la température ?
⊲ 2-3 Montrer que dans le domaine des faibles for
es la 
haîne véri�e la loi suivante :

X = K
(

〈L〉 − L0

)

.Déterminer K et L0 et interpréter 
es deux grandeurs. Que peut-on en 
on
lure sur le lavage des vêtements enlaine (dont la kératine est le 
omposant prin
ipal) ?B Modèle ave
 intera
tionA présent, on tient 
ompte des intera
tions entre molé
ules plus pro
hes voisines. En l'absen
e de for
eà l'extrémité de la 
haîne, on suppose que les molé
ules ont tendan
e à alterner leurs positions : a, b, a, b, a...On suppose que la molé
ule 1 est reliée à une molé
ule 0 �xée au support dans la position permanente l0 = b etque la molé
ule N est reliée à une molé
ule N + 1 dont la position lN+1 = a est maintenue 
onstante au 
oursde l'expérien
e. Pour dé
rire l'intera
tion entre molé
ules plus pro
hes voisines on introduit le Hamiltonien dela 
haîne de N + 2 molé
ules, où N est un entier pair :
Hint = J

N
∑

i=0

σiσi+1, ave
 σi =
2li − (a + b)

a − b
,où σi est une variable de position.

⊲ 2-4 Quelle est la valeur de σi pour li = a et li = b ?Pour étudier le r�le des intera
tions entre molé
ules on va e�e
tuer un développement à basse température. Onnote Ei l'énergie du ieme niveau d'énergie et g(Ei) le nombre de mi
roétats à 
ette énergie pour i = 0, 1, 2, . . ..
⊲ 2-5 É
rire la fon
tion de partition Z en fon
tion des Ei et des g(Ei). Expliquer pourquoi à basse températureseuls les premiers termes 
ontribuent à la fon
tion de partition.
⊲ 2-6 En l'absen
e de for
e, représenter par un dessin le(s) mi
roétat(s) du niveau fondamental. Que valent
E0 et g(E0) ?
⊲ 2-7 Partant du niveau fondamental, 
al
uler l'énergie né
essaire pour retourner a) une seule molé
ule, b)deux molé
ules plus pro
hes voisines et 
) n ≤ N molé
ules plus pro
hes voisines. En déduire E1 et g(E1).
⊲ 2-8 Montrer que lorsque la 
haîne est soumise à une for
e X, exer
ée sur la molé
ule N + 1 dont la po-sition est toujours lN+1 = a, le Hamiltonien H du système s'é
rit sous la forme d'un Hamiltonien d'Isingantiferromagnétique :

H = J

N
∑

i=0

σiσi+1 − B

N+1
∑

i=0

σi − C,où B et C sont des 
onstantes dont on donnera les expressions.
⊲ 2-9 Montrer que pour déterminer l'énergie E0 du niveau fondamental, il faut distinguer les deux 
as suivants :
B > 2J ou B < 2J . Que vaut g(E0) dans 
es deux 
as ?
⊲ 2-10 Dans la suite, on s'intéressera au 
as B < 2J . Partant du niveau fondamental, 
al
uler l'énergiené
essaire pour retourner a) une seule molé
ule, b) deux molé
ules plus pro
hes voisines et 
) n ≤ N molé
ulesplus pro
hes voisines. En déduire les expressions de E1, E2 et E3, et 
elles de g(E1), g(E2) et g(E3) dans lalimite N ≫ 1.
⊲ 2-11 Cal
uler la fon
tion de partition à 
et ordre.
⊲ 2-12 Exprimer M = 〈

∑

σi〉 en fon
tion d'une dérivée de Z. Cal
uler M dans la limite βB ≪ 1 ≪ βJ .
⊲ 2-13 En déduire la longueur moyenne de la 
haîne 〈L〉 et l'expression du 
oe�
ient K introduit à la question2-3. Commenter le 
omportement élastique de la 
haîne en fon
tion de T .4


